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ЧАСТЬ ПЕРВАЯ.

ТЕОРИЯ ОШИБОК ИЗМЕРЕНИЙ.

§ 1. ВВЕДЕНИЕ.
Восприятие явлений окружающего нас мира происходит при по

мощи ощущений, испытываемых нашими органами чувств.
Но эти органы, к сожалению, весьма несовершенны. Так, напри

мер, при оценке на глаз расстояний мы легко ошибаемся на величину, 
равную 1/10 оцениваемой длины, при небольших расстояниях, а при 
больших расстояниях наша способность оценивать глазом расстояния 
оказывается значительно худшей. Такова же точность определения ру
кою веса тела.

Воздушное давление мы, можно сказать, не замечаем, а для маг
нитных и электрических явлений у нас совершенно не имеется воспри
нимающих органов.

Таким образом, непосредственное восприятие органами чувств 
явлений окружающего мира происходит у человека весьма неполно и 
не точно.

Для того, чтобы расширить и уточнить свои представления о мире, 
человек „вооружается" различными инструментами и приборами, при 
чем, в виду -того, что из наших органов чувств наиболее совершенным 
является глаз, а за ним следует ухо и наконец мускулы, тогда как обо
няние и вкус играют в познании окружающих явлений весьма скромную 
роль,— громадное большинство инструментов основано на зрении и до
вольно большое число их на слухе, хотя и здесь слуховые инструменты 
стараются по возможности заменить зрительными.

Геодезические инструменты относятся к числу зрительных изме
рительных приборов.

Но как бы ни были хорошо изготовлены измерительные приборы, 
как бы ни уточняли они наши понятия о мире, все же эти приборы, 
как изделия наших рук, остаются по существу несовершенными, а ре
зультаты измерений этими инструментами и приборами будут всегда 
страдать недостатками: они будут всегда заключать в себе погрешности 
измерений, будут сопровождаться ошибками. Истинное значение изме
ряемой величины для нас, за весьма редкими исключениями, сокрыто.



Поэтому при измерениях естественно возникают "вопросы о воз
можном уменьшении и устранении влияния ошибок на результаты 
измерений, о точности достигаемых' результатов и о наиболее рацио
нальном использовании их. ' _

Устранить в измерениях можно и должно различные, могущие 
произойти промахи и просчеты, т. е. то, что принято называть грубыми 
ошибками. Это делается при помощи контрольных повторных измерений.

Можно так или иначе учесть в измерениях ошибки, носящие пра
вильный характер, так называемые систематические ошибки.

Систематические ошибки разделяются на и н с т р у м е н т а л ь н ы е ,  
л и ч н ы е  и в н е ш н и е .  Они изучаются одновременно с изучением 
самых инструментов и способов-действия ими.

Самое влияние систематических ошибок устраняется полностью 
или отчасти либо введением поправок в результаты измерений, либо 
целесообразным расположением измерений, благодаря чему влияние 
систематических ошибок устраняется из окончательных результатов из
мерений.

Но, за всем тем, в измерениях всегда остаются ошибки иного рода, 
ошибки, размер и характер влияния которых на каждый отдельный ре
зультат измерения не в нашей власти; эти ошибки являются делом 
случая, а потому и носят название случайных ошибок.

Случайные ошибки при измерениях неизбежны, они сопровождают 
каждое измерение, избавить результат измерения от случайных ошибок 
нельзя. Поэтому, в отношении случайных ошибок возможны лишь 
следующие вопросы:

1) как оценить точность полученных результатов измерения, опре
делить степень доверия, которого они заслуживают;

2) как из результатов измерений сделать наиболее правильные, 
наиболее надежные выводы.

Разрешением означенных вопросов занимается теория ошибок из
мерений.



ГЛАВА I.

Основания теории ошибок измерений.

§ 2. Свойства случайных ошибок измерений.

Теория ошибок есть математическое учение, в основу которого 
положены четыре достаточно очевидные свойства случайных ошибок.

Условимся называть случайной ошибкой разность между истин
ным значением X  измеренной величины и ее измеренным значением 
а,т. е. ,

* V X  — а =  А,(1)

так что при Х^>а  ошибка А будет положительна, а при Х<^а  ошибка 
А будет отрицательна.

Приняв это условие, мы можем основные свойства случайных 
ошибок формулировать так:

1) одинаковые по абсолютной величине положительные и отрица
тельные случайные ошибки одинаково возможны, они одинаково часто 
встречаются в измерениях;

2) при данных условиях измерения (определенный инструмент, на
блюдатель, погода, характер местности и пр.) случайные ошибки не 
могут превосходить по абсолютной величине известного предела;

3) чем меньше абсолютная величина случайной ошибки, тем эта 
ошибка чаще встречается в измерениях;

4) среднее арифметическое из случайных ошибок одинаково точ
ных измерений одной и той же величины стремится к нулю при не
ограниченном возрастании числа измерений.

Три первых свойства достаточно очевидны. Для подтверждения 
четвертого свойства положим, что мы имеем ряд одинаково точных п из
мерений . .

, Я2, (2)

величины, истинное значение которой X. Пусть случайные ошибки 
этих измерений соответственно будут

А , А2, . . .  , (3)

При достаточно большом числе измерений, в ряду (3) ошибок 
можно ожидать, что ошибки положительные и отрицательные будут 
встречаться почти в одинаковом числе и это будет тем вернее, чем



ч>
больше число ошибок. Поэтому, если все эти ошибки сложить, то по
ложительные ошибки будут компенсироваться отрицательными, так что 
сумма ошибок будет всегда оставаться конечной величиной и притом 
сравнительно нёбольшой, как бы ни возрастало число ошибок. Ч, -

Вследствие этого можно написать, что н

iim V H i ± i i i H 4 = 0 .
п  —  г п  П

(4)

Условимся сокращенно обозначать, по Гауссу, сумму квадратными 
скобками, т. е.

А1 +  Л * + ... .+ А п =  [Я(5)

Тогда можно написать, что

Пш Ж
, п 0. (6)

§ 3. Принцип арифметической средины.

На основании последнего свойства случайных ошибок можно сде
лать весьма важный практический вывод, а именно: сохраняя обозна
чения предыдущего параграфа, напишем по условию (1) ряд равенства:

Х  — а1= Л 1
Х  — а̂Л,‘ (7)

X  — cin =  An

Складывая левые и правые части этих равенств, получим 

пХ at at . . . .  =  -f- Д,-)-

или, по Гауссу
пХ  — [я] =  [J],

откуда

п ' п (8)

Обозначим —  п
[Л]через х0, а через £, так что

II к о (9)

' -
п * (10)

Согласно этих обозначений формула (8) примет вид

*  =  *. +  £. (И)



Величина x t называется арифметической срединой измерены 
значений величины X, а £ есть случайная ошибка этой арифметиче 
ской средины.

4 На основании четвертого свойства случайных ошибок (6) можно
написат^, что

lim £ =  0,
п = оо

а потому
lim х9 =  X, (12)
п — СО

т. е. арифметическая средина одинаково точных измерений одной и 
той же величины стремится к истинному значению этой величины 
при неограниченном возрастании числа измерений.

На основании этого принято считать арифметическую средину 
одинаково точных измерений одной и той же величины наиболее на
дежным результатом этих измерений при всяком числе их.

§ 4. Средняя квадратическая ошибка.
✓

Для оценки точности измерений в теории ошибок введено поня- 
нятие о средней квадратической ошибке.

Под средней крадратической ошибкой подразумевают выражение

Л 2 +  Л а + . . . 4 .
п

Условимся обозначать среднюю квадратическую ошибку через т, 
так что

т = ~ у / Ш Ш З П П Ш = ± у / Ш  (13)

Средняя квадратическая ошибка является весьма подходящим ме
рилом точности произведенных измерений, мерилом достоинства данного 
ряда измерений, характеристикой данных условий измерений.

Это происходит потому, что:
1) на величину средней квадратической ошибки оказывают 

сравнительно сильное влияние большие по абсолютной величине слу
чайные ошибки, т. е. как раз те, которые и определяют собою степень 
надежности полученных результатов измерений;

2) средняя квадратическая ошибка обладает достаточной устой
чивостью, так что практически достаточно сравнительно небольшого 
числа измерений для того, чтобы определить значение этой ошибки с 
удовлетворительной степенью точности;

3) по средней квадратической ошибке можно судить о предель
ной ошибке, возможной при данных условиях измерений. Это дости
гается при помощи установленного теоретическими изысканиями и



подтвержденного опытным путем правила, по которому абсолютная
величина случайной ошибки измерения не превосходит утроенной сред
ней квадратической ошибки. ,

§ 5. Средняя квадратическая ошибка арифметической
средины.

Определим теперь среднюю квадратическую ошибку арифметиче
ской средийы. Для этого предположим, что нами было произведено 
большое число s рядов измерений одной и той же величины X, полу
ченных при одинаковых условиях измерения, по п измерений в каждом

Пусть истинные ошибки этих рядов измерений будут соответ
ственно

Из каждого ряда измерений (15) можно определить арифметиче
скую средину. Обозначим их соответственно через

Средняя квадратическая ошибка ряда (17) арифметических средин, 
которую мы обозначим через М  определится на основании ряда (18) 
ошибок по формуле

Согласно формулы (10), можно каждую ошибку £ представить з
виде

Д пред — 3/Я. (14)

ряду,

(15)

(16)

у  ' У 11 У  (5 )л 0 у У ............ у у
а случайные ошибки этих арифметических средин через

5',

(17)

(18)

(19)

откуда
=  И],



или, возводя в квадрат обе части равенства,

.где под разумеется сумма парных произведений случайных оши
бок.

Применяя это равенство к каждому из s рядов ошибок (16) будем иметь

откуда, по сложении

л*£'з =  [ Л  +  2 [4 Ч ']
=  [Л"*]+ 2 [ 4 4 " ]

л2ь(s)2 =  Ws)t} +  2 

я2 [ь*] =  [И 8]] +  2 [И Л 1 ] • (20)

В правой части этого равенства первый член представляет собою 
сумму ns  положительных слагаемых квадратов всех ошибок 5 рядов (16). 

При 5 большом можно положить, согласно (13), что

m = - !  / И !
* ns 9

где m есть средняя квадратическая ошибка отдельного измерения со
вокупности рядов (15).

Таким образом,
[[/J2]] =  «sm2. (21)

Следовательно, первый член правой части равенства (20) увели
чивается с увеличением числа s.

Второй член того же равенства 2 £ J , состоит из слагаемых, 
частью положительных, частью отрицательных, так что при большом 
числе 5, этот член по сравнению с [ и 2]] делается незначительным. 
Отбросив его, мы получаем приближенное равенство.

я2 [£*]= [ И ’] ] ,

«* [ь*1 — 1
tiMTjr и  а с

ИЛИ по (21).
■ nsm*

откуда, согласно (19),

ИЛИ

получим

т2
S п 9

м г-. m2
~  п 9

тпМ —
У  п ’



Следовательно, средняя квадратическая ошибка арифметической 
средины, измерений,произведенных при одинаковых условиях, обратно
пропорциональна корню квадратному из числа измерений. ' _

§ 6. Вероятнейшие ошибки и их применение к вычислению 
средней квадратической ошибки.

Формула (13) средней квадратической ошибки на практике редко 
применяется при вычислениях, так как в нее входят случайные ошибки 
измерений, истинная величина коих нам обычно неизвестна.

Для получения применяемой на практике формулы положим, что 
имеем ряд одинаково точных измерений величины

я , , й2
со случайными ошибками

Пишем, по условию (1), ряд равенств

X  — ai =  A1 )
X  й2 =  Д2 |

Х  — а„ =  Лп

(23)

Обозначим разности между арифметической срединой х0 й каждым 
отдельным измерением соответственно через

Будем иметь:
^2 *• . . . d „

*0'“ «I II

*0 “ «2 II

(24)

Так как арифметическая средина представляет собою вероятнейший 
результат измерений, то и величины d2, . . .  принято называть
вероятнейшими ошибками измерений. В отличие от них случайные 
ошибки At , Д, , . . .  Алназываются истинными ошибками измерений.

Составим разности левых и правых частей соответственных ра
венств (23) и (24).

Получим
Х - х 0 = А1 — 61 
X  Х0

Х - х 0 =  Ап- б



Учитывая, на основании равенства (11), что

будем иметь'
4  — 4  +  5 )
4  — 4  -j- £

An— dn-lr£

Возводя в квадрат обе части каждого равенства, получим

4* =  4 * - К * + 2  ьЧ 
^* =  ^  +  5* +  2ьЧ

А * = 4 .4+.£* +  2 £6,
откуда, по сложении

m  =  [^] +  «£* +  2SW  (26)

С другой стороны, складывая левые и правые части равенств (24), 
имеем

пх о — [а] =  [d],

а так как по обозначению равенства (9)

то
М =  0, (27)

г. е. сумма вероятнейших ошибок равноточных измерений при вся
ком числе измерений равна нулю.

На основании этого положения равенство (26) примет вид

[Л Ч =  [**] +  «£*,

откуда, по разделении на п,

/г я ’
или по обозначению (13)

/я2= ^ - К 2. (28)

В правой части этого равенства при достаточно большом я член 
[32]/я имеет .довольно устойчивый характер, тогда как величина £ с 
увеличением числа измерений имеет тенденцию уменьшаться.

В виду этого в равенстве (28) член £*, как второстепенный, можно 
заменить его средним значением, т. е. через М \



Тогда

а так как по (22)

то

- , + М \

М- т
у т р

, [<Р] , те2./и2=-^—1 -4— , п ' п

откуда, по преобразовании, получим

(29)

П р и м е р :  Измерен угол при одинаковых условиях девять раз 
результаты измерений даны во втором столбце нижеприведенной таб
лицы. Требуется определить вероятнейшую величину угла и оценить 
точность этого определения.

№№>
по

порядку

Измеренные 

значения угла
8 с2

1 72° 13' 38".3 +  i" .i • 1.21

2 44.6 — 5.2 ! 27.04

3 • 33.7 + 5.7 32.49

4 41.1 — 1.7 2.89

5 43.0 — 3.6 12.96

6 36.2 + 3.2 10.24

7 39.6 — 0.2 0.04

8 37.8 + 1.6 2.56

9 40.3 — 0.9 0.81

■ 72° 13' 39".4 о о 90.24

Для получения вероятнейшего значения угла нужно определить 
арифметическую средину из девяти измеренных данных. При этом, для 
упрощения вычислений, нужно взять приближенное значение угла (в 
данном случае удобно взять 72°, 13' 30"), а из остатков брать среднее, 
которое затем надлежит придать к приближенному значению угла. По
лучится 72° 13' 39",4.



Этот результат подписывается во втором столбце под чер 
Затем, надлежит составить разности между арифметической средин 
и каждым отдельным измерением (вероятнейшие ошибки d).

Поверкой будет служить то, что сумма этих разностей по (27) 
должна дать нуль.

Далее полученные разности возводятся в квадрат и результаты 
суммируются.

Теперь, по формулам (29) и (22), можно вычислить среднюю ква
дратическую ошибку арифметической средины а именно:

ИЛИ
3".4,

а
т t 3'

или
М — -+- l".l.

Предельная ошибка при данных условиях измерения равна, со
гласно (14), ,

Дпред. =  3 Ш —  i  10".2.

В ряду ошибок d мы находим величины, достигающие лишь по
ловины предельной ошибки (5".7).

§ 7 .  Вероятная ошибка.

В теории ошибок измерений находит применение понятие о так 
называемой вероятной ошибке измерения (не нужно смешивать с ве
роятнейшей ошибкой).

Вероятной ошибкой называется такое значение случайной ошибки, 
по отношению к которому, при данных условиях измерения, ошибки 
большие этого значения также часто встречаются, как и ошибки 
меньшие его.

Теоретические исследования показывают, что вероятная ошибка 
составляет, примерно, а/з средней, т. е.

2 *1г — ^т  (30)

Здесь через г обозначена вероятная ошибка.

*) Более точно 0,6745.. .от



Пр име р .  Даны 17 истинных- ошибок равноточных измерений 
углов:

№№
чпо

порядку
А Д2

№№
по

порядку
А' Д2'

1 +. 8".9 79.21 ю  , + 1".3, 3.24
и

2 + 1.2 1.44 И + 2.6- 6.76

3 — 7.2 51.8 \ 12 + 1.9 3.61

4 + 9.8 96.04 13 + 1.2 1.44

5 — 4.7 22.09 14 + 5.6 31.36

6 + 9.6 92.16 ' 15 + 0,4 0.16

7 + 9.9 98.01 16 — 0.1 0.01

8 .— 10.0 100.00 17 + 5.1 26.01

9 — 10.0 106.09 2 = 119.47

На основании этого ряда
I

V:119.47,
17 :±6".5 ,

откуда

Для поверки расположим данные ошибки в порядке возрастания 
по абсолютной величине. Будем иметь

О'М, 0".4, 1".2, 1 ".2, 1" 8, 1".9, 2".6, 4".7, 5".1,
5".6, 7".2, 8".9, 9".6, 9''.8, 9".9, 10".0, 10".3.

Посредине этого ряда лежит ошибка 5".1. Ошибок, меньших ее, 
столько же, сколько и ошибок больших ее. Следовательно, величина 
S" • 1 и определяет собою, приблизительно, размер вероятной, придан
ных условиях измерения, ошибки.

Для получения более точного значения вероятной ошибки нужно 
иметь очень большой ряд измерений.

§ 8. Функции измеренных величин.

Одной из задач теории ошибок является указание правил, на ос
новании которых можно оценить точность полученных результатов 
измерений, или произведенных на основании этих данных вычислений.



Мы уже знаем, как оценить точность арифметической средины 
ряда одинаково точных измерений. Установим теперь формулы для 
оценки точности различных функций измеренных количеств.

Подобная оценка всегда имеет место там, где производятся вы
числения на основании измеренных данных.

Рассмотрим сначала простейшие частные случаи.
I. Имеем функцию вида

Y = k X ,  '  (31)
где k есть постоянное число.

Пусть для определения величины X  произведен ряд измерений 
при одинаковых условиях:

ai9 q>2 , . . . .  ап
со случайными ошибками соответственно

1̂ ) ^2 >••••> 4»' (32)
Тогда, для величины Y мы можем по формуле (31) получить ряд 

измеренных* вернее, вычисленных значений
kâ  у kct2 k(in t (33)

случайные ошибки которых обозначим соответственно через
«1, а2, ---- ,а я. (34)

По определению средней квадратической ошибки будем иметь 
для величины Y, т. е. для ряда (33)

Определим величины ошибок а ряда (34). По условию (1) можем 
написать

ctj '— У — kax =  кХ  — k =  k(X  — a j  =  kAl
at — Y — ka^ — kX— к — а̂ ) =  кЛ̂

an =  Y— kan — kX — ka — an) =  kAn,
а потому, согласно (35),

А так как средняя квадратическая ошибка величины X  опреде
ляется по (32) формулой

ту — kmt. 

Y =  X -\-Z .
II. Имеем функцию вида

(36)

(37)



Пусть для определения величины X  был произведен ряд одинаково 
точных измерений

#1 , #2 > * * • * d'n » (38) ,
со случайными ошибками

Л ' /1 ' /} '"1 > -̂*2 » V* * * | n 1 (39) \

а измерения величины Z, произведенные также при одинаковых уело
виях, дали значения:

*1. К ....... ... (40)
со случайными ошибками

Л " Л ". Л " у У •. • • • Пп • , ’(41)

На основании рядов (39) и (41) ошибок получим величины:

—  ] / ^

И (42)

которые и характеризуют собою условия' измерений величины X  и 
На основании рядов измерений (38) и (40) величин и мы 

можем вычислить для величины Y ряд значений

(ai î)> (а2 ~Ь &г)» • • • • (а« ~Ь (43)

Случайные ошибки этих значений обозначим через
. А1г Ап(44)

Тогда средняя квадратическая ошибка измерения величины Y пред
ставится в виде

т* =  -'\/ * т г ’ (45>

Определим значения случайных ошибок ряда (43). Имеем

А  =  ^ — (ai -\~bi) — X-\-Z — (at +  by) =  (X— a^)-\-(Z — bt) =  A\-\-A"t; 
A,= Y - ( a 2 +  b2) =  X  +  Z -  (a., +  b j a,) +  (Z -  bt) Af '+

— Y — (an-)- bn) — X-f- Z  — (an-j- b) =  — an) (Z — bn) — A'n-\- .

Возведение в квадрат дает:

Откуда

А1* =  А'*-\-А"* +  2А\ 
А,*=А',* +  А"*-и2А',А\-,

А 4 = 4П П +  А"п* +  2А'ЛА \.,

[Аг] =  [A'*] -j- [А"а~] +  2 А"],



а по разделении на п

[Аг]_[Д'*\ ■ , 2 [А'-А"\
п . п ' п п ’

или, на основании (42) и (45),

т* == т* - f  гп* - f  2 ^  (46)

Так как произведения Л\ ■ А'\ , Л\ • А '\, ..........  • составлены
каждое из ошибок, не входящих в другие произведения, то этот 
ряд произведений обладает всеми свойствами случайных ошибок, а по
тому при большом числе п измерений последний член правой части 
равенства (46) можно считать близким к нулю, так что его можно от
бросить.

Тогда получим
т* =  т* +  (47)

Если
Y=X— (48)

то, повторяя целиком предыдущие рассуждения, мы увидим, что фор
мула (46) представится для данного случая в виде

т^  =  т /  +  тг2 — 2 ■
у  X I  Я Т1 1

а так как при большом числе п последний член правой части написан
ного равенства можно отбросить, то это равенство примет вид:

/я /  =  л»х* +  /ид (49)
т. е. окажется совершенно тождественным с равенством (47).

Следовательно, разность двух измеренных величин определяется 
с такой же точностью, как и сумма их. Это положение необходимо 
особенно иметь в виду при измерениях длин линий, площадей и проч.

III. Имеем функцию вида

Y = X + Z + T .  (50)

Обозначим X -\-Z  через U, т. е.

U = X , +  Z. (51)
Тогда

(52)

По только что выведенной формуле (47) мы можем написать для 
функции (52): . . . .

ту2 =  ти2-\-т?,(53)
а для функции (51)

/их2 +



Подставляя значение ти2в равенство (53), получим

тъ =  +  т.2 +  пК- (54)

IV. Подобным же образом можно доказать, что для функции
вида:

F = .Y - |- Z + 7 - f  . . . .  + IV, (55)

с любым числом слагаемых,

' +  <  +  • • • • + ' « , Л (56)

Очевидно, что сумму X Z Т'-\-___-j- W нужно понимать как
алгебраическую сумму.

Частный случай. Если имеем алгебраическую сумму п слагаемых, 
измеренных с одинаковой средней квадратической ошибкой т, то, по
лагая в формуле (56)

mx =  mt =  mt=  . . . = т , 0 =  т, (57)
будем иметь

ту — т - у  п. (58)

V. Имеем функцию вида

Y =  kt X  +  ki Z + . . . . + k a W. (59)

Введем обозначения:
k1X  =  X 1 } 
К  Z =  Z, I

Тогда
К  W =  W, )

Y =  X 1+ Z t +  . . . .  +  W1.

На основании формул (55) и (56) можем написать

mv =  +  тл  +• • • •  +  m,i •

(60)

(61)
С другой стороны, принимая во внимание наши обозначения (60), 

мы на основании формул (31) и (36) будем иметь

тх 1 =  kl т 
тvz\ ■ К  /72

м Z

« 1  = K m
Подставляя эти значения в формулу (61), получим

V  = V <  + V т? + .... + V т *. (62)
VI. Рассмотрим теперь функцию общего вида:



где X , Z . W  суть истинные значения непосредственно измеренных 
величин. Пусть результаты измерений этих величин будут а, Ь , . I ,  их 
средние квадратические ошибки соответственно , , . ти.

Если вместо истинных значений аргументов подставить в формулу 
(63) их измеренные значения, то мы получим вычисленное значение 
функции, которое обозначим через так что

q=f(a,b,---- I) (64)

Для оценки точности полученного вычислениями результата , 
разложим функцию К (63) по строке Тейлора, обозначив через , , . . . .
первоначальные значения аргументов, а через а, &....... Я их приращения.

Тогда

Y —/  (х<,Н- a, zt-)- . . .  w0 -f- Я) — да0) -j-

df df df
+  Я 7 ’ a • • * +  7Г™ ‘ Я +  •dx% dwn

Обозначив значение / ( х 0, г0, ---- we) через разность (T—
через г и останавливаясь лишь на случае, когда приращения функции 
и аргументов малы, мы можем, ограничиваясь при разложении первыми 
степенями приращений, придать написанной формуле вид

df „ , df dj
t =  d z a ~'r  ^  ^  я -dz. dwn (65)

Формула (65) может применяться для вычисления поправки к прибли
женному значению функции—у 9, для получения ее истинного значения. 
Для этого нужно знать истинные значения поправок аргументов а, 
/5, . . . .  Я.

Но, для этого, со своей стороны, нужно знать истинные значения 
этих аргументов. Мы же знаем измеренные значения аргументов с сред
ними квадратическими ошибками таи-а. Очевидно, с такими 
же ошибками мы будем знать и поправки /9, . . . ,Я к приближенным 
значениям аргументов. Вычисляя на основании таких поправок поправ
ку £ к приближенному значению функции у 0 и прибавив эту поправку 
к у„, мы найдем не истинное значение функции, а ее вычисленное 
значение q, ошибочное настолько, насколько ошибочна поправка е. От
сюда мы видим, что средняя квадратическая ошибка величины £ равна 
средней квадратической ошибке величины так что мы можем на
писать

т =  ту .

Но, согласно (65), поправка £ есть линейная функция поправок 
а, /9,... Я рассмотренного выше типа (59), при чем здесь роль коэффи
циентов kx, , -----kn играют частные производные:

d f _ d f _



вычисленные при измеренных значениях аргументов. Применяя к дан
ному. случаю формулу (62) средний квадратической ошибки такой функ
ции, получим

ти т,!’Ч Д тя!+ +  \ d w j (ее)

§ 9. Ошибка округления при отсчете.

При всяком измерении, последней его стадией является отсчет. 
Отсчет всегда сопровождается особой ошибкой, происходящей от 
округления результата измерения. Так, при измерении длин линий мы 
округляем результат измерений до 0,01 саж., до 1”"", при измерении 
углов ограничиваемся при отсчете минутами, секундами угла и т. д.

В отношении ошибки округления при отсчете обыкновенно мож
но бывает довольно точно указать предельную ошибку округления. 
Она равняется половине единицы того разряда, на котором происходит 
округление. Так, при округлении до 0я*, 1 можно считать предельную 
ошибку округления около 5™*; при округлении углов до Г нужно счи
тать предельную ошибку округления около

Далее, не все свойства случайных ошибок справедливы для оши
бок округления, а именно: все значения ошибки округления, по абсо
лютной величине меньшие предельной,—равновозможны, так что третье 
из перечисленных в § 2 свойств случайных ошибок для ошибок округ
ления не имеет места.

Но, так как при выводе в предыдущих параграфах формул для сред
них квадратических ошибок мы этим третьим свойством ошибок не 
пользовались, то все сделанные выводы остаются в силе и для ошибок 
округления; Только связь между средней квадратической ошибкой, -и 
предельной ошибкой, а также между ней и вероятной ошибкой будет 
в этом случае иная.

Для установления этой связи предположим, что ошибка округления, 
изменяясь через промежутки г,.имеет своим предельным значением ве
личину а.

Полагая, что е содержится в а п  раз, т. е.

а — (67)

мы можем написать ряд всевозможных значений, которые может при
нять в нашем случае абсолютная величина ошибки округления

0, е, 2е, 3s,---- , (68)

Число членов этого ряда равно (я-f-l).
Так как все эти ошибки ряда (68) равновозможны, то при не

ограниченно большом числе измерений каждая из них должна повто
риться примерно одинаковое число раз, а потому для вычисления сред



ней квадратической ошибки округления достаточно взять среднюю квад
ратическую ошибку из ошибок ряда (68). Будем иметь:

т +  (2*)2 +  (З*)2 +  • • • +  ( )»
- ~ У  1

' т = = - е ' ] / "  
Но известно, что

+  22 +  32+  
я + 1

1»- f 224- З24- . . . .  +  пг =  1) (2д-Н ) >

а потому

/тг

Так как по (67)

(2/г —[— 1) 
6

г = гг
тс

или

т _  . , / 2 л + 1
~  — а ‘ | /  6/г ’

T + i -

При « — оо формула примет вид:
а

m = — j / ? ’ ■
откуда

a =  zt]/3~- m =  zn 1,7 т(69)

Отсюда вывод: если ошибка округления значительна по сравнению 
с ошибками, происходящими от других источников, то предельную 
ошибку результата измерения нужно считать ниже утроенной средней 
квадратической ошибки, т. е.

Дпред 3 ' (70)

С другой стороны, так как, вообще говоря, мелкие ошибки встре
чаются в измерениях чаще крупных, то исходя из формулы (69), нужно 
признать, что во всяком случае

п̂ред 2fit, (71)
за исключением случая, когда ошибка округления подавляет своей ве
личиной все иные виды возможных в данном измерении ошибок, т. е- 
когда ошибка округления груба для данных условий измерения.

/



ГЛАВА И.

Примеры приложения теории ошибок 
в геодезической практике.

§ 10. Угломерная съемка.

П р и м е р  1. Лента уложилась в длине линии п раз. Средняя квад
ратическая ошибка одного отложения равна т. Определить среднюю 
квадратическую ошибку т1 измерения всей линии.

Последовательное откладывание длины ленты соответствует дей
ствию сложения. Считая все отложения ленты равноточными, мы мо
жем применить к нашему случаю формулу (58). В результате получим

т. =  т • \ /п .

Принимая длину линии равной /, а длину мерного прибора равной 
а, будем иметь

/ —
откуда

/ 1 т
у г г / '

Обозначая постоянную для мерного прибора и определенных ус-
т

ловии измерения величину через

получим

т
* =  \ Та’ 

/тг(= , и ■

(72)

(73)

Здесь коэффициент fi при прочих равных условиях зависит от 
свойств поверхности земли в том месте, где происходит измерение ли
нии.

Пр и мер 2. Определить среднюю квадратическую ошибку т из
мерения угла теодолитом.

Пусть средняя квадратическая ошибка отсчета, соответствующего 
направлению по одной стороне угла А, равна t. Так как угол опреде-



ляется как разность отсчетов по двум сторонам угла, то, применяя 
формулу (58), получим

m =  t-  l/2. (74)

Если угол определен как среднее из двух измерений при разных 
положениях зрительной трубы, то его средняя квадратическая ошибка М 
на основании формулы (22) примет вид

М =  Щ  =  (75)

' Если принять в расчет влияние на величину измеряемого угла 
внецентренного положения инструмента, неправильной установки и на
клона вехи, то средняя квадратическая ошибка измеряемого угла выра
зится по формуле (56)

/я2 =  т* -f- -{- /я32, (76)

где ?п1 есть среднее влияние инструментальных ошибок и личных ка
честв наблюдателя, т2—среднее влияние внецентренного положения 
инструмента, тг— среднее влияние неправильной установки и наклона 
вех.

П р и м е р  3. Определение предельной невязки в сумме п изме
ренных углов сомкнутого полигона.

Полагая все углы измеренными при одинаковых условиях со сред
ней квадратической ошибкой т, мы можем написать для средней квад
ратической ошибки М суммы п углов по формуле (58)

М  =  т  • ]/я.

Считая, что предельная ошибка равна утроенной средней квадра
тической ошибке, будем иметь

Тпред == А пред • (77)
где- Апред есть предельная ошибка одного угла, а Тпред — предельная 
величина невязки в сумме углов полигона.

Так, для одноминутного теодолита при достаточно длинных сторо
нах угла m =  0',5, а потому

Тпред =  1\5 ]/п (77а)

П р и м е р  4. Определение средней величины перемещения конца 
линии под влиянием ошибок в длине и направлении линии.

Мы имеем формулы приращений координат

A x = l cosa, Ay — l sina.

Здесь Ах и Ау — функции / и а.
Применяя общую формулу (66) к данному случаю, получим

m j  — cos2 а • til* -f- Р sin2 а • m * . sin2 Г 
тул — sin2 а • -j- Р cos2 а • т* • sin2 Г,



или, после простых преобразований,

/ • m j =  - jr  • т*- f - • • sin41'

т 2 =  Ц г • т 2-\-Ах2 • • sin2 Г,

а, принимая во внимание формулу (73),

т» =  ~j~ • /“4 +  4 У4' та • sin!S 1'

т 3 =  • ц2 -|- Ах2 • • sin2 Г.

тг и ту— проекции средней величины перемещения т конца линии 
по оси абсцисс и ординат, а потому

т2 =  т 2 +  т 2, 
или

т2 =  I • [г2-J- I • sin2 Г. (78)

§ 11. Нивелирование.

Пр и м е р 5. Определение средней ошибки взгляда на рейку. 
Известно из опыта, что при определении разности уровней двух 

смежных пикетов два раза одним и тем же нивелиром, разница между 
обоими результатами бывает обычно в пределах 4 миллиметров при 
расстоянии между пикетами около 100 метров. Будем считать эту ве
личину предельной. Значит, в нашем случае среднюю квадратическую 
ошибку разности d двойных измерений превышения на одной станции 
можно принять равной ИД мм.

тл— it: 1*/8 мм. (79)

Пусть при первом измерении взгляд назад был а , , взгляд впе
ред bl , а при втором измерении соответственно получили результаты 
аа и bv

Тогда будем иметь 
' К  — ах —

h b^,
откуда

d — h' — h" — ar — bx — as -f ;

значит, d есть алгебраическая сумма четырех равноточных взглядов 
на рейке, а потому по формуле (58) можем написать

тл =  т• |/4  =  2т,

где т есть средняя квадратическая ошибка взгляда.



На основании (79) имеем

1 -4 - 2
т = 2 лг‘, =  ~ з ’м м * (80)

П р и м е р  6. Определение средней квадратической ошибки пре
вышения на одной станции:

mh— т • У2 =  1 мм. (81)

Пр и м е р  7. Определение средней квадратической ошибки ниве
лирного хода.

Из теории нивелирования известно, что разность уровней начала 
и конца нивелирного хода, состоящего из п станций, определяется фор
мулой

п п п п

^  =  2  Л =  2  (а — 6) --= 2  — 2 ^  •
1 1  1 1

Применяя формулу (58) к данному случаю, получим

ти=  mh • ]/п =  т • ]/2п. (82)

Предположим, что расстояние между пикетами нивелирного хода 
везде одинаково и везде равно /.

Пусть длина нивелирного хода будет , при чем и выражены 
в километрах. Тогда

L

а потому
/  L тк т , 

m. = m> y - , = Y i ' VL=‘7 i ' v
Положим

т — с • I;  (83)
тогда

ти — ]/2 • с • \/1  ■ |/Z. (84)

Отсюда можно сделать два вывода:
1) при определенном расстоянии между пикетами и прочих равных 

условиях точность определения разности уровней начала и конца ни
велирного хода пропорциональна корню квадратному из длины хода;

2) при постоянном коэффициенте с точность нивелирования об
ратно пропорциональна расстоянию между пикетами.

Остановимся несколько подробно на втором положении, так как 
первое представляется достаточно ясным.

Второе положение требует постоянства коэффициента с, а это по
следнее равносильно пропорциональности между средней квадратиче
ской ошибкой взгляда и расстоянием от нивелира до рейки, со
гласно (83).



Существует ли такая пропорциональность и при каких условиях? 
Главными источниками ошибок взгляда на рейку являются: оптическая 
сила трубы, чувствительность уровня, наклон рейки, округление при 
отсчете.

Оптическая сила трубы и чувствительность уровня действительно 
влияют на отсчет по рейке тем меньше, чем меньше расстояние от ни
велира до рейки.

Ошибка от наклона рейки, наоборот, совсем не зависит от расстоя
ния, а только от угла наклона рейки и от высоты отсчета над основа
нием рейки. При достаточно внимательной установке рейки на местно
сти ровной, влияние этого источника ошибок можно считать второ
степенным.

Что касается округления при отсчете, то с того момента, когда 
деления рейки в трубу видны ясно и когда, следовательно, оценка де
сятой доли деления является вполне возможной, дальнейшее приближе
ние рейки к нивелиру не уменьшает ошибки округления, ибо точнее 
десятой доли оценку на глаз все равно сделать нельзя.

Таким образом, на местности ровной коэффициент с можно счи
тать постоянным до тех пор, пока ощибка округления не сделается 
доминирующей. Этот момент и определяет собою наиболее благоприят
ное расстояние от нивелира до рейки.

Для нивелиров с увеличением 25 — 30 и с ценою деления уровня 
10"— 20", т. е. для нивелиров, обычно применяющихся при технических 
нивелировках, практически признано наиболее целесообразным брать 
расстояние от нивелира до рейки в 50 метров.

Пр и ме р  8. Определение предельной ошибки на 1 километр при 
нивелировании.

Полагая / = 1 0 0  метрам =  0,1 километра и приняв в формуле (82) 
п =  10, а /я =  2/з мм, по (80), будем иметь для средней квадратической 
ошибки М на километр технического нивелирования

M =  zЬ 7 3 • ]/20 =  ±  3 мм.
Отсюда предельная ошибка на километр равна 

Апред =  =±= 9 ММОО1 СМ.
Предельная величина разности двойного технического нивелирова

ния будет равна
9 • у '2ш  13 мм на километр двойного хода.

Предельная ошибка для среднего из прямого и обратного нивелир
ного хода при техническом нивелировании равна

9

Такую именно точность допускает „техническая инструкция по 
съемке и нивелировке городов“ (издание Высшего Геодезического Уп
равления, 1924 г.)



Приведенные цифровые данные по техническому нивелированию 
будут верны при условии горизонтальности площадки пикета, на кото
рый ставится рейка, при его полной устойчивости при нормальном влия
нии рефракции и проч. В противном случае средняя и предельная ошибка 
на километр должны быть соответственно увеличены. Так, прусская ко
миссия 1878 года установила размер средней квадратической ошибки 
при техническом нивелировании в 5 мм на километр хода.

В случае нивелирования крутых поканостей приобретают большее 
влияние ошибки от наклона рейки, от неверности ее делений и проч., 
и потому точность работы понижается в 1‘/2 и даже в 2 раза.

§ 12. Тахеометрическая съемка.

П р и м е р  9. Определение средней ошибки в высоте конца линии, 
под влиянием ошибок в длине и угле наклонения этой линии.

Основной частью формулы превышения одной точки над другой 
при тахеометрической съемке является выражение

h =  I • tga.

Применяя формулу (66) к нашему случаю, будем иметь

rnhl=  tg2 а • cos1 а- mj -  sin2l'. (85)

Отсюда, по преобразовании, принимая те= ц  ■ J / ,  получим

о о i

mh COS2 а • s in 1 а та2 • s in 2 Г . (86)

' П р и м е р  10. Определение предельной невязки в разности уров
ней сомкнутого тахеометрического хода.

а потому

т

1

и ==У,ти-={и2 • 5 Т -!- т*• sin 1 * 2 — •>-"* ■» -•« * r jU I • cos2a • sin2al i l
Отсюда

А*пред — 9m* =  9(1* • 2  7  *Г 36sin2l' • ma* . • (87)
1 V 1



ГЛАВА III.

Неравноточные измерения. Учение о весах.
§ 13. Общая арифметическая средина. Вес измерения.

Если мы имеем ряд неравноточных измерений
а1гаа. . . . а п(88)

одной и той же величины X,  то для получения из них вероятнейшего 
значения этой величины нельзя взять просто среднее арифметическое 
Очевидно, что измерение более точное должно иметь и большее влия
ние на окончательный результат.

Измерения неравноточные для одной и той же величины могут 
получиться двояким путем: или путем измерения инструментами разной 
точности и в разных условиях, или путем измерения этой величины 
одним и тем же инструментом по несколько раз и взятия из них каж
дый раз среднего арифметического значения. В зависимости от числа 
взятых в том или ином случае измерений изменяется и точность ре
зультата.

Рассмотрим подробнее второй случай. Пусть для получения ре
зультата ах искомая величина измерялась некоторым инструментом pt 
раз, при чем получились измеренные значения:

b\, . (89)
Для результата аг тем же инструментом произведено ра измере

ний с результатами
ь \ ,  Ъ\..(90) 

и т. д. Наконец, для результата ал произведено рп измерений
Ь/п>, 1\ <п). . . .  Ьр м  (91)

На основании этих измерений мы можем написать

а_  fr'i + f r 'a + -----+fr'gi
1 Pi

U4   ~



Откуда
+  b \  + -------- +  b'pi — ax Pi

b' \ - \ - b' \ - \ - ---- -\ -b",* — ai Pt

bjnj  +  b ^ + . .. .'+ V ">  =

Но, с другой стороны, ряды измерений (89), (90), (91) сделаны одним 
и тем же инструментом для одной и той же величины. Значит, для по
лучения окончательного результата нужно взять из них всех среднее ариф
метическое. Получим

г Ь \+ Ь \+ . .+ Ь ’Л+ Ь \  + Ь " ,+  .. + £ " „ * + • . + .+ЬрЛ00
Х * ~

Целая замены на основании (92), будем иметь

.. Pi-f -  <hPi +  ~ f  f ln

# _  . A + A + - - - - + A  '
(93)

Это и есть формула так называемой общей арифметической сре
дины. Она показывает, что для получения из неравноточных результа
тов измерений одной и той же величины ее вероятнейшего значения 
нужно знать, кроме результатов измерения, еще числа , . . .
Эти числа называются весами измерений.

Таким образом, весом данного результата измерения называется 
число, показывающее сколько одинаково точных измерений определен
ным инструментом нужно сделать для того, чтобы среднее арифме
тическое из них имело такую же точность, как и данный результат 
измерения.

В связи с этим и общая арифметическая средина называется 
иногда весовым средним.

§ 14. Средняя квадратическая ошибка измерения с весом 
равным единице. Относительный характер веса.

Пусть имеем измерения разной точности одной и той же вели-
чины

А ,<**,. * * * а г>
со случайными ошибками

A • . . . А п
с весами

’ А . А .  • • • • А

и со средними квадратическими ошибками

о т ,  , о т а , ______ о т „ .



Ha основании определения веса, мы можем написать, что

т9 =

И
У Р\

н
Vp*

U" VPn

где ft есть средняя квадратическая ошибка одного измерения предпо
лагаемым инструментом или, что все равно, // есть средняя квадрати
ческая ошибка измерения, для которого вес р = 1.

На основании равенств (95) можно написать, что

Отсюда

или

откуда

!‘ —  • V P i =  т г• \ / р % =  . . . .  =  •

/Р = p xtя,* = р.рп* = р пт ' ,

=  / V V + / W 4 -  • • • • Л-РпМ»

и = V’ Р \ т \ Л - Р * т ъ +  • •

При большом числе измерений мы можем с достаточной точностью заме
нить под корнем средние квадратические ошибки соответствующими 
случайными ошибками измерений по (94), и тогда получим

<9б)

Величину /л для краткости называют средней квадратической ошиб
кой единицы веса.

Если в формуле (93) числителя и знаменателя помножить на про
извольное число k y целое или дробное, то получится

ахРхЬ +  а-,р.М + • • • • +  а
' * Psk~\-p.Ji-\- ■■■■Р„к

Введя обозначения

будем иметь
Pik =Px\ Pik =p-i

_  Я 1р 1 / +  « Л / +  • • • • + а п Р п '

рУ+ р*+ -'--~ + Р п
(97)

Следовательно, веса носят по существу относительный характер. 
Все веса измерений можно увеличить или уменьшить одновременно



в любое число раз. От этого величина весового среднего не из
менится.

Поэтому, для веса имеется более общее, чем ранее дано, опре
деление: вес есть величина, обратно пропорциональная квадрату 
средней квадратической ошибки измерения (согласно формуле (95).

С изменением весов соответственно изменяется и средняя квад
ратическая ошибка единицы веса.

§ 1 5 .  Вес и средняя квадратическая ошибка общей ариф
метической средины.

Возвращаясь к § 13, мы видим из формулы 93, что для получе
ния общей арифметической средины мы предложили, что определен
ным инструментом проделаны ряды (89), (90), (91) одинаково точных 
измерений одной и той же величины X , причем общее число этих 
измерений равно

/ ,1 + / ?2 + ------- \-P n -

Принимая во внимание первоначальное определение веса измере
ния, мы непосредственно приходим к заключению, что Л + А + ----
Аг рп и есть вес Р общей арифметической средины

Р = Р х + Р * + - - - + Р п >  ' (98)

т. е. вес общей арифметической средины равен сумме весов, составля
ющих ее измерений.

Отсюда, обозначая среднюю квадратическую ошибку общей ари
фметической средины через М, мы можем написать, что

М  =  - р =  =  - ............../ -----------.
I/Р  VPi+P-Л••••+/>«

(99)

Из формуй (96), (98) и (99) можно усмотреть, что с изменением в 
одно и то же число раз весов отдельных измерений вес общей ари
фметической средины изменяется во столько же раз, а ее средцяя 
квадратическая ошибка остается, как и должно быть, без изменения.

§ 16. Определение средней квадратической ошибки по ве
роятнейшим ошибкам неравноточных измерений.

В виду того, что случайные ошибки

Af, As, • • • • Дп

ряда неравноточных измерений

й 1 > , . . . .  Яп '



одной и той же величины Xнам обычно неизвестны, воспользуемся 
для вычисления средних квадратических ошибок вероятнейшими
ошибками, т. е. уклонениями отдельных измерений от общей арифме
тической средины.

Имеем по (93)

V- =  а 'Р' ~1~ ЪРъ--------- ~Ь  a nJ°n
* /Ч + Л  + -----~\~Рп *

где рх, р%, . . . .  рп суть соответственные веса данных измерений. 
Введем обозначения

(100)

где <St, 34, -6п и есть вероятнейшие ошибки измерений.
Кроме того, имеем по определению (1)

Х — а1= Л 1 )

Х — а̂А|  . . . (101)

X  а — ,

Вычитая из частей равенств (101) соответствующие части равенств 
(100), будем иметь

X  х, — .3̂  3,
Х — х 0 =  Аг — бл

откуда
Х - х л =  Л - 6 .

\  ~Ь ь 
д, =  з4 +  ь

4 , =  <*„+£ >

( 102)

где через £ обозначена истинная ошибка общей арифметической сре
дины, т. е.

ь =  Х  — х ь. (ЮЗ)

Возведение в квадрат обеих частей равенств (102) дает

=  +  +
Л* =  4 а +  2 ^  +  ьа

4,а- Ь С + 2 ^ + ь а,



откуда, по умножении на соответствующие веса, получим

, — P\d*-\-'2
РЛ2 =*РЛ* +  2РЛ$  + М 2

РЛ* =Рп*»% +  2РЛ$+A.S*.
Складывая левые и правые части этих равенств, найдем

' [ ^ 2] =  И 2] +  2 И ]ь + 1 > Г . (Ю4)
Для дальнейших упрощений помножим на соответствующие веса 

обе части равенств (100). Получим ^

А*о— Р \* \= Р А
PiX»— Piai= P i62 

Р„Х0 -Р «ап=Рп*П-
откуда, по сложении, ‘

\p]Xt — [pa\ =  [p6\.

■ Из формулы общей арифметической средины (93) видно, что

а потому
[р]ха =  [ра],

И  =  0.
Принимая это во внимание, получим из (104)

(105)

или, по разделении на

м = м  Ж
v п

а, принимая во внимание (96),

...
п

Второе слагаемое в правой части равенства при достаточно боль
шом числе измерений является второстепенным членом по малости 
ошибки £, а потому эту ошибку £ можно заменить ее средним значе
нием М по формуле (99)

Будем иметь

/г*: : И  I '
11 ‘ П ' 9

Способ наименьших квадратов. 3



'■ + ' y  ' -  34 —

или
, = И + е!.

Определяя отсюда ц, будем иметь
у

(106)

Для средней квадратической ошибки общей арифметической сре
дины будем соответственно иметь

И _ И _ .
[ п - \ ) - \ р \  .

(107)

§ 17. Примеры на применение формул общей арифмети
ческой средины.

П р и м е р  1. Угол измерялся одним и тем' же инструментом в 
несколько приемов. В первый прием из 6 измерений получилась сред
няя величина угла 83°17'34", во второй прием, из 3 измерений — 
83° 17'41", в третий прием—из 2 измерений—83° 17'29", в четвертый 
прием—из 4 измерений—83° 17’ 36", в пятый прием—из 3 измерений— 
83° 17'37". Определить весовое среднее угла и его среднюю квадрати
ческую ошибку.

Вычисления располагаются в нижеследующей схеме

J s fo
п р и 
е м а

Р е з у л ь т а т  
и з м е р е н и я  а

|  В е с  
Р

П о 
п р а в к а

Е
р* 3 pi

1
О - р »

1 j
:

i 83° 17 ' 34"  ;
\ 1 

6
1J
:  +  4" +  24" +  Г .6 - f -  9.6 2.56 15.36

2 83 17 И !  3 +  11 +  33 —  5 .4 —  16.2
■

29.16 87.48
3 83 17 29 ! 2 -  1 -  2 H r  6 .6 |j + 13.2 43.56 87.12
4 1 1 

• 83 17 36 4
1 !
;  83 17 37 ! ;  3
! и  и

+  6 +  24 —  0 .4 —  1.6 0.16 0.64
5 ;  - г  71 +  21 —  1 .4 ‘  —  4.2 1.96 5.88

-  -  -  I
83° 17 ' 35" . с  , :  18 ! 100" +  0.8 196.78

Вычисление общей арифметической средины, конечно, можно вести 
непосредственно по формуле (93)



но на практике это вычисление значительно упрощается введением 
приближенного значения а искомой величины. Примем в нашем случае 
а = 8 3 ° 17' 30".

Обозначим поправки приближенного значения для данных изме
рений через , cs . . . . .  £я . Будем иметь

at— а £,
Q>2 =  CL 62 

fln =  a ~l“ £n-

Подставляя значения at ,а , , --ап в формулу (93) и делая пре
образование, получаем

- х ,  =  а +  № .  (108)
Г

Эта формула показывает, что при введении в вычисление прибли
женного значения а нужно вычисления производить не над самыми из
меренными данными, а над их поправками, что, конечно, значительно 
проще и скорее.

В нашем примере получилось

х0 =  83° 17' 35".6.

Графа рд введена в схеме для контроля вычислений, для чего 
служит формула (105)

\Р*] =  0.
В нашем примере [рд] получилось равной + 0 ,8 , а не нулю. Это 

произошло вследствие того, что при вычислении общей арифметической 
средины мы округлили ее значение до десятой доли секунды. 

Применяя формулу (106)

получим
196.78 

4 =  1/49.19 = ± 7 " .0 .

По формуле (107)

М

П р и м е р  2. Высота точки А определена по пяти нивелирным 
ходам с разной точностью. Определить вероятнейшее значение отмет
ки точки А и точность этого определения. '

Результаты измерений и их обработка приведены в схеме на сле
дующей странице.



. ■ ■ Для отыскания весов'-по средним, квадратическим ошибкам при-> 
нято на основании второго определения веса, ■» ■. • ■■

Значение k подбирают с расчетом, чтобы веса выражались пре
имущественней в десятках и единицах. В нашем случае k удобно взять 
равным 1/ 10000.

№№
хо
дов

'Отметки ' 
Н  точки А

Ср. квад. 
ошибка 

т

Вес р  =

—А__т 2
10000

По
правка - Рг

;

V .0
V

’ £ /?52 '

1 12’\356 0 ш.б021 23 6 138 +  0.6 0.36 ^ 8.28

2 12 .361 !|
0 .0034 8.7 11 93.7 - 4 . 4 19.36 168.43

3 12 .357 0  .0012 . 69 7 483 — 0.4 0.16 . 11.04

4 12 .355 < 0 .0043 5.4 5 27 +  1.6 2.56 ' 13.82

5 12 .352 0 .0032 9.8 2 19.6 +  4.6 21.16 11
207,37

12 .356.6
1!

115.9 763,3
1

403.94

*в=  12.350 +  ̂ ! = 1 2 . 3 5 6 . , ‘

Дальнейшие вычисления приведут нас к следующим результатам 

и =  ±  | /  =  — 1/102723 =  ±  10 Л

/То9 9 4 ______ trim
М = ± у  у =  ±  Г 0.8821 =  ±  0.94.

Впрочем, величину ц можно было получить иначе. Полагая в фор
муле (109) р =  1 и принимая во внимание, что среднюю квадратическую 
ошибку единицы веса мы обозначаем через //, будем иметь

откуда

а так как в нашем случае мы взяли = 1/ 10000, то

V 1
10000

т
=  ± 0 .0 1 10"



В тех случаях, когда вместо средних квадратических ошибок 
отдельных результатов измерений нивелирных ходов даются длины 
этих ходов, то вычисление весов измерений производится по следую
щему расчету.

По (109)
k

Р =  ---2>яг,,2’.
а по (84)

Отсюда.
k

р ~  2г - 1 - Г

Полагая расстояние Iмежду пикетами везде одинаковым, мы мо
жем ввести обозначение

k
2?Т 7 Я ( 110)

и считать Я постоянным числом.
' Тогда .

Р =  1- . (Ш )

Так как коэффициент k произволен, то произвольно и число Я. 
Давая коэффициенту Я значения, равные 1, 10, 100---- , его подби
рают так, чтобы веса в данном^ случае выражались небольшими целы
ми числами.

§ 18. Веса функций измеренных величин.

В § 8 мы познакомились со способами определения средней квад
ратической ошибки различных функций измеренных величин. На осно
вании выведенных формул, с одной стороны, и определения веса, с 
другой стороны, мы можем теперь дать формулы для определения ве
сов этих функций.

I. Для функции

• Y ^ k X
имеем по формуле (36)

m.-=k - mr.9  ■ ■ X

По определению веса



Следовательно,

откуда

II. Для функции 

имеем'по формуле (47) 

Но
т„ =

(I_
у7 у ~  VFr

р =РРу k i -

У — X.zizZ 

Р
УРи

mr = - j= ,  mt =  -  
V P ;

откуда, после небольших преобразований,

i = i + i
Ру Р, Ру

III. Таким же образом, для функции

Y =  X .. . .  4 - W
можно установить, что

I „ ^  „ I -----  •Ру Р х Р zPt р„

то

В частном случае, когда все измерения равноточны
P* =  P ,—Pi

Р
V

IV. Для функции
Y = k l ■ X +  k, • Z + . . . . - f  W 

имеем по формуле (62)
m* =  k *• m /  -f- k * • m*-\-4-**•/«*.

Ho
/и.

VPy
m* =  77=VPx

Pn,0 =

(П З)

(114)

(П5)



f ;

Подставляя эти значения в формулу средней квадратической 
ошибки, мы, по сокращении, получим

1 ь* ь* 3^ —I-------
"у Р X Ря Ра 

V. Подобным , же образом для функции общего вида

Y=f{X,Z, . . . .  IF)
найдем

( d f _  У/ d f _ y  / д / _ \
1 V d x j  t \ d z j

--- +

(116)

(117)

f



Г Л А ВА  IV.

Применение теории ошибок к обработке ре
зультатов геодезических измерений.

§ 19. Уравновешивание одиночного нивелирного хода.

Пусть имеем нивелирный ход в п станций (черт. 1) между точ
ками А и В, отметки которых На и Не точно известны. Определим

отметку Ие точки Е, отстоящей от точки на станций. Отметку
точки Е можно определить дважды: от точки Л и от точки В. 
Получим

к
Н ' = н

1

(118)

к
(119)

Значения Н'с и Н"е неравноточны.
На основании формулы (82) мы можем написать

т 'е —  пЧ‘ V k  l

rn"e =  m h • ] / я  — k ,
(120)

С другой стороны, по определению веса

т ' —  11 1*т е —  -7= =  И /И  = " 7 = = .
VPe . ‘ V P \

(121)



Сравнение формул (120) и (121) дает

* т* ■ к

Принимая ft =  mh,т. е. принимая за единицу веса точность изме
рения разности уровней на одной станции, будем иметь

, 1 „ 
Р' =  Ъ' Р

1
п — ’ ( 122)

Имея теперь два значения Н'е и Н", отметки точки £  и их веса, 
мы можем определить окончательное значение Не отметки точки Е по 
формуле общей арифметической средины. Получим

Н t r . - p ' . + f f ' . ’P".
р \+  ’

(123)

Для упрощения этой формулы возьмем по (118) и (119) разность 
Н'е и Н"е. Будем иметь

п п

Но правая часть этого равенства есть невязка данного нивелирного хо
да. Обозначив ее через / А, имеем

(124)
откуда

Подставляя это значение в формулу (123), будем иметь 

Н>е.р \  +  { Н '-У к) .р " е

откуда, после простых преобразований, найдем

Р \
р ' Л р\

Подстановка сюда значений весов по (122), после преобразований, 
дает нам окончательно ,

Н = Н
П

(125)



Полученная формула, будучи справедливой-в отношении отметки 
любого пикета нивелирного хода, дает возможность сделать такое за
ключение: для получения вероятнейших значений отметок пикетов ни
велирного хода с одинаково точно пронивелированными станциями, до
статочно невязку этого хода распределить с обратным знаком поровну 
на все станции и, начиная от одного из концов хода, вычислить от
метки пикетов по исправленным превышениям. Таким образом, обычно 
применяемый для одиночного хода способ уравновешивания является 
и наиболее рациональным в данном случае.

Определим теперь точность достигаемых результатов, для чего 
определим вес ре окончательного значения Не отметки точки Е. На ос
новании формулы (98) можем написать

Ре=Р'е +  Р"е,
или по (122)

ve =  1  ■Н--  =  ~г~.—--—7-.~ . (126)к п — k v 7

Эта формула показывает, что вычисленные окончательные отметки пи
кетов нельзя считать одинаково надежными. Наименее надежный ре
зультат будет тот, для которого вес ре будет наименьший. При данном 
числе п вес рв изменяется с изменением числа k.

Minimum ре соответствует maximum’y выражения

v =  k• ( — k).

Поступая по правилам высшего анализа для отыскания значения k, 
обращающего функцию у  в maximum, мы найдем

— п —k — О,dx
откуда

Ь =  \ .  (126а)

Следовательно, наиболее слабым местом уравновешенного ниве
лирного хода является его средина.

Вес отметки средней точки нивелирного хода будет после уравно

вешивания равен, на основании формул (126) и (126а),----- .tb
Далее, мы знаем, что

т.
т‘ y p . v j :

Для средней точки нивелирного хода

(127)

mh
те — ~2 п . (127а)



\

На основании формулы (127а) можно рассчитать, какое наиболь
шее число станций в нивелирном ходе можно допустить, чтобы от
метки пикетов были ошибочны на величину не свыше известного 
предела.

В случае сомкнутого нивелирного хода, как представляющего 
частный случай разомкнутого хода, выше приведенный (способ уравно
вешивания целиком имеет место.

В тех случаях, когда каждая станция пронивелирована дважды 
в порядке прямого и обратного хода или двумя нивелирами, нужно 
из обоих определений на каждой станции взять среднее арифмети
ческое.

§ 20. Уравновешивание сети нивелирных ходов, опирающихся
на марки и репера.

При уравновешивании сети нивелирных ходов, опирающихся на 
марки и репера, можно применить так называемый метод узловых 
точек.

I. Пусть из точек А, В,
С и D, отметки которых извест 
ны (черт. 2), проложены ни
велирные ходы в точку Е, ко
торая и является в данном 
случае узловой точкой. Тре
буется уравновесить получен
ную нивелирную сеть. Для 
этого прежде всего мы опре
делим по имеющимся дан
ным вероятнейшее значение 
Не отметки точки Е. Для от
метки точки Е мы можем по четырем ходам вычислить четыре са
мостоятельных значения Н'е, Н " , Нв"' и Н,уе. Веса этих значений по 
формулам (122) будут соответственно ;

С

Pl ~  v  р* К  Рз~ п 3; Рх

Применяя формулу общей арифметической средины, будем иметь

Н. ; V .  • Pt +  Н" . ' Pi +  Н1", • р, / / » ' ,  •

Pi~\~P> +At
(128)

Теперь составив разности Н'е — Не, Н"е — Не, Н "\ — Ht и
Hlvt— И,, мы получим невязки нивелирных ходов Z , , Z , , Z3 и Z , , 
которые и распределяются в каждом ходе общим порядком по пра
вилам одиночного нивелирного хода.



f?V.' ■
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II. Случай двух узловых точек. Пусть требуется уравновесить 
нивелирную сеть, изображенную на чертеже 3. Определим сначала, по 
предыдущему, значения Ну и И2 отметки точки С по ходам Zt и Za.

Веса этих значений будут р1 ■■— и р2 = —  Вероятнейшее значениеп«.
отметки точки С из этих двух ходов, которое мы обозначим через 
Н1)2, будет

_  Я , • а  +  ^  • А  
1,3 “  А + А  *

(129)

Вес вычисленного* значения , 2, который мы обозначим через 
plt2 , вычислится по формуле

А>2 =  А + А -  (130)
Так как по формулам (122) вес и число станций — величины вза

имно обратные, то мы можем написать, что
1

А .! (131)

где 2 выражает число станций одиночного нивелирного хода, дающе- 
щего отметку конечной точки с весом р1)2.

(132)

Таким образом, если бы вместо двух ходов Zt и Za был про
ложен один нивелирный ход КС с числом станций л1>2, то отметка 
точки С по этому ходу была бы вычислена с таким же весом , 2, 
а значит и с такой же точностью, как и по двум ходам' Zt и Z2 

: вместе.
Поэтому воображаемый ход КС можно назвать эквивалентным 

ходам .Zn и Z2. Мы этот ход будем обозначать через Zt , 2 .
Заменяя ходы Zt и Z2 эквивалентным ходом Z1>2, -мы сведем 

нашу .задачу к предыдущему случаю- увязываний нивелирной сети с 
одной узловой точкой D. Поступая по вышеизложенному, вычисляем



\ • •
отметку точки D трижды: по ходам Z lt  (Z, , 2-j-Z.,). Получим
значения Н,,. / / ,  и , 2, 3. Вычисление значения 2 , 3 фактически 
производится прибавлением к отметке / / 1>2 / / , , а точки С суммы превы
шений хода Z3. Веса вычисленных значений отметок будут соответ
ственно

1 „ 1 _  1
^  ~«5 И ’ 8 ’3 ~  +  «з ‘

, На основании этих данных можно вычислить окончательное зна
чение отметки точки D, а именно:

Нп = HtPt Ч~ HiPs~f~ >2>з Р и \г» з
Л + А  4" А >2 > 3

Разности — Й о , ^5 — и /Yt , ,

(133)

Но выразят невязки
нивелирных ходов Z4, Z3 и (Z ,, 2 -j-Z3).

Увязывание ходов Zt и Z3 теперь не представит затруднений 
Что касается хода Zt , 2 -{- Z3, то величина

/Л Ч И Н D
«1 , 2 +  «3 _

(134)

выразит поправку на одну станцию этого хода. Вводя эту поправку в каж
дую станцию хода Z3, мы тем самым получим окончательные значения 
превышений по станциям этого хода.

Для получения окончательного значения точки С производим 
вычисления

Нс — Ht , 2-\-а ■ nt , (135)

Теперь остается уравновесить нивелирные ходы Z x и Z2, для 
чего вычисляем невязки Ht — Нс и Hi — Нс каждого из этих ходов и 
распределяем их обычным порядком.

Указанный метод можно применить и в том случае, когда узло
вых точек в нивелирной сети более двух.

§ 21. Уравновешивание сети сомкнутых нивелирных ходов.

I. Пусть имеем два смежных сомкнутых нивелирных полигона Q 
и R (черт. 4), имеющих общую часть между пикетами и Примем 
пикет А за начальный и по абсолютной или условной его отметке вы
числим отметку пикета В по трем ходам Zt , Z2 и Z3. Получим зна
чения Нг , и Н3с весами, соответственно равными

1 1 1р,  — — , Р„ =  — , Рз — — .1 V  V  л3
По формуле общей арифметической средины получим окончатель

ное значение отметки точки В

• н_ HiEi~Ь HjPi~f~ Р[_
Л + Л + Л



Остается взять разности Нх — Нь, Ht — Hb и Н3 — Нь, которые 
суть, невязки в ходах Z t , Z2 и Zs , и распределить эти невязки в каж
дом ходе отдельно. -/ * -

II. Пусть дана сеть полигонов с четырьмя узловыми точками А, 
В, С и D (черт. 5). Уравновешивание такой сети можно свести к ура

вновешиванию одиночного сомкнутого хода. Обозначим направление 
отдельных ходов Zt , Z2, . . Z7 между узловыми точками стрелками, 
разности высот начальной и конечной точек этих ходов пусть будут 
соответственно А,, А.,. . . Л7, число станций — пл , п2 . . . я7.

По двум ходам Z, и Z2 мы можем вычислить вероятнейшее зна
чение А,, 2 разности высот точек А и В



где
1 1

л, * л,

Вес значения А4 , а будет

' А , 2 = А  + А -
Вычисляя отсюда л, , г по формуле (132)

1
*1 > 2 Pi . 8

мы можем вообразить между точками и> нивелирный ход Z , , 2 
с числом станций л , , 2 и этот один ход по точности результатов бу
дет равносилен двум ходам Zj и Z2 вместе. Поэтому в дальнейшем 
мы и заменим временно ходы Z 4 и Z2 одним ходом Z , , 2, с числом 
станций Яр., и с разностью уровней Л1)2.

Точно также по трем нивелирным ходам Z4, Z , , Z6 мы можем 
вычислить вероятнейшее значение А,, 5,6 разности уровней точек 
С и D:

А,

где
1

А  =  ->  s

А +  А + А 
/

1
* А  —

х
*в А

Вес значения А,, 5, 6 будет

А >5 >с =  А + А  ~ЬА • 

Отсюда, подобно предыдущему,

А > о )в — ■
1

А .
п4 Г), с, выразит число станций хода Z4, в, 6 между точками С и 

который по точности результатов' равносилен трем ходам Z4, Z, и Zc 
вместе, и может их в дальнейшем заменить при уравновешивании.

Таким образом, мы свели дело к уравновешиванию сомкнутого 
одиночного полигона ABCD, состоящего из четырех ходов Z , , , ,  Z2, 
Z . и Z

Будем иметь

К + ^ 3  +  4̂ >5» 6 "ЬЛ7

где / л есть невязка нашего полигона.
Число станций п в нем будет



а—- ,  которую мы обозначим через а,

будет поправка на одну станцию нашего полигона.
Таким образом, ходы Z3 и Z, будут увязаны, а для ходов Z, , ,  

и Z4, s , e мы вычислим окончательные значения разностей уровней 
точек А и В и С и D, а именно:

' Къ  — К  , 2 +  а• Я 1 ,2

1 ha *= hl, 5, 6 -j- :1, с.

Теперь разности K — habи h.2— halJ будут невязки нивелирных 
ходов Z4 и Z3, а разности ht — hcd, Л3 — h(i и h6 — hcd выразят невязки 
ходов Z , , Z. и Zti.

Распределением этих невязок по отдельным ходам заканчивается 
задача уравновешивания нивелирной сети.

Вычисление отметок пикетов уже не представит затруднений.
III. Указанный метод уравновешивания применим и при большем 

числе полигонов. В том случае, когда нивелирная сеть оказывается

очень сложной, некоторые связи можно временно опустить с тем, 
чтобы эти опущенные связи принять в расчет при увязывании то.го 
района, в котором они находятся. Например, при уравновешивании 
нивелирной сети, изображенной на черт, б-м, можно временно опустить 
связь KL, но затем, когда отметки точек и будут получе
ны, группу полигонов СК,DL, KL и LE следует увязать вместе, 
приемом, указанным в § 20 для случая двух узловых точек.

Равным образом, при уравновешивании нивелирной сети, пред
ставленной на черт. 7, где ход AD по сравнении с ходами DB и



DC довольно мал, можно принять, что внутренние ходы идут: один из 
точки А в точку В, а другой из точки С в точку Л, при чем на уча
стке AD они идут рядом. Но после нахождения отметок точек Л, В 
и С нужно отметку точки D определить по трем нивелирным ходам 
AD, BD и CD путем, указанным в п. I § 20. Можно поступить и иначе. 
Напр., в случае черт. 6 можно в четыреугольнике EFKL распределить 
невязку в сумме превышений этого полигона по отдельным ходам по 
правилам одиночного хода и после этого выпустить ход EF. Тогда

задача сведется к уравновешиванию сети нивелирных полигонов с 
диагональными ходами АВ, КС LDf что легко сделать по правилу экви
валентной замены. Когда отметки точек Е и F после уравновешивания 
будут выписаны, ход E t  увязывается между ними окончательно как 
одиночный.

Точно таким же путем.можно увязать и нивелирную сеть чер. 7. 
Выпускать следует наиболее длинный ход. На черт. 7 таким будет 
ход С А. ~

§ 22. Пример на уравновешивание нивелирной сети.
"Требуется уравновесить сеть из пяти нивелирных полигонов 

(черт. 8), разбитых узловыми точками на 9 отдельных ходов. Направ
ления внешних ходов располагаются по часовой стрелке. Направления 
внутренних ходов также располагаются по часовой стрелке относитель
но заранее взятой внутренней точки, например, в нашем случае точ
ки К  (См. черт, на стр. 50).

Разности уровней начала и конца каждого хода и число станций 
в нем даны во 2-ой и 3-ей графах нижеприведенной схемы, где запи
саны и результаты уравновешивания. (См. табл, на стр. 50).

Вычисления начинаются с подсчета и выписывания на схемати
ческом чертеже по каждому полигону невязки превышений. Эти не
вязки должны быть сверены с предельной, дабы убедиться в том, что 
в измерениях нет грубых ошибок.

Черт. 7.



Название

хода
/

Превыше
ния
h

Число 
станций 

n  .

Bee

P

Поправка*

s

Исправленные
превышения

(Л +  .О

+  3.546 7 0.14 — 0 .002! +  3.5439

+  3.543 5 0.20 +  O.OOOg +  3.543g

- z B +  3.5442 2.9 0.34 -  0.0003 +  3.5439 .

z * +  4.218 ,4 — — 0.0003 • +  4.217-7

1 Z A B  +  z t +  7.7622 6.9 0.15 — 0 .0006 +  7-761 з

z , +  7.759 5 0.20 +  0 .0026 +  7.7616 v

Z EB +  7.7604 2.9 0.35 — *—

Z, — 5.090 10 0.10 +  О.ООЗ3 — 5.0867

z , — 5.087 , 7 0.14 +  O.OOO3 — 5.O867

Z CD — 5.0883 4.2 0.24 — —

Z t — 0.390 7 0.14 +  0 .0019 — 0.387!

z, — 0.387 4 0.25 — 0 .000! — 0.387i

ZDE — 0.388! 2.6 0.39 + 0.001 — 0,387i

ZEB + 7.7604 2.9 — +  0 .0012 + 7.7616

z , — 2.289 3 — + 0.0012 — 2.287g

Z CD — 5 .O883 4.2 + 0 .0016 — 5 .O867

' -0 .0 0 5 12.7



Затем производится последовательная замена разветвлений по 
формуле общей арифметической средины с подсчетом весов и соот
ветствующего числа станций, а именно: Zt и Z6 заменяется через ZAB

(Z^-\-ZAB) и Z7 заменяется через Z Eb

z*
Z,

^9
^9

»
п

» ZCD

„ Z
Получается сомкнутый полигон BCDE с числом станций 12.7 и 

невязкой—0.005 метра.
Распределение этой невязки дает окончательные значения пре

вышений Z2, Z cd, Z de  и  Z eb-
Пользуясь этими результатами, в дальнейшем производят опреде

ление поправок по отдельным нивелирным ходам.

§23. Уравновешивание тахеометрической сети.

Уравновешивание превышений, полученных тахеометрическим пу
тем (при помощи наклонного луча зрения), может быть произведено 
тем же способом, что и уравновешивание нивелирных сетей. При этом 
лишь нужно установить, что принимать за вес того или иного тахео
метрического хода.

Для этого рассмотрим ближе формулу (85) средней квадратиче
ской ошибки отдельного превышения одной точки над другой, сосед
ней, вычисляемого по формуле h =  l tga.

Имеем

/ra;2 =  tg2a m 2-|---- /и 2, sin21'.

Предположим, что работа лроизводится на местности равнинной. 
Тогда, при визировании с одной станции на другую, угол наклонения 
а можно считать величиной небольшой (от 0° до 3°). В таком слу
чае, cosa можно принять равным 1, а tga заменить через
а<°> . ’

57,3'
Будем иметь

т‘,= Ш < + р<‘-8|пМ' (136)
Если длина линии измеряется при тахеометрической съемке лен

той, т. е. с точностью около 7i#oe— Угоос а Угол наклонения 
отсчитывается с округлением до 1', то в правой части формулы (136) 
первый 'член будет мал, по сравнении со вторым. В таких случаях 
можно считать ошибку mh пропорциональной расстоянию /.

Положим, что в этом случае

mh — X (137)



Вес, р превышения h определяется по формуле

Значит, можно написать, что •

и _ _ л 2_ *
h~ )?  /»•

„2
Обозначив через k, будем иметь

Л - p -  . . W

Обычно, k делается равным 1, 10, 100 и т. д.
Положим k =  \, получим

=  (139)

Итак, в данном случае вес превышения одной точки над другой 
есть величина, обратно пропорциональная квадрату расстояния между 
этими точками.

Поэтому, если имеется одиночный тахеометрический' ход, распо
ложенный между точками с известными отметками й состоящий из 
звеньев с превышениями hv, Ла, . .  то невязка этого хода должна 
распределяться по отдельным превышениям пропорционально квадра
там длин этих звеньев.

Так как разность высот начальной и конечной точки тахеометри

ческого хода определяется как V  Л, то вес этой разности высот опре

деляется по формуле (114) 4

^  — "1-  +  T L'+  •••• +Р Рч Phi Рк
а на основании (139)

(140)

откуда

£=А‘ + А*;+ с.

1- 1
0  /  2 4 -  / 2 4 -  1 . '4 - / 2 п (141)

Вычисляя по этой формуле веса отдельных тахеометрических хо
дов, мы можем производить уравновешивание тахеометрической сети 
порядком, описанным в §§ 19 — 22. :



Если расстояние I измеряется дальномером, то полагая, что в 
общем ошибка при измерении расстояний дальномером пропорциональ
на этому расстоянию, т. е.

, 7 • • rne =
мы будем иметь для формулы (136)

• =  [ ( б ^ з )  +  * sin*1’ ] .  (142)

Значит, и в данном случае можно считать, что

I 1
Л " ? - '  •

и распределение невязок можно производить только что указанным 
способом.

Если расстояние I берется с плана, как это имеет место в мен
зульной топографической съемке при определении альтитуд пунктов 
геометрической сети, то в таком случае ошибка те не зависит от из
меряемого расстояния, а потому вопрос о весе сильно осложняется. 
Для упрощения дела можно считать, что

Рн =  \• • (ИЗ)

. Вышеприведенные приемы определения весов превышений распро
страняют и на случай гористой местности.

§  24. У р авн о в еш и ван и е  п о л и го н о в  у гл о м ер н о й  съ ем ки .
\

При измерении всех сторон и углов полигона получается 
избыточных данных, которые влекут за собой необходимость выполне
ния трех условий

п '
'2 ^ — 180° (я — 2) =  0

V  J* =  0Jmd1
п

2 4 у= °

для сомкнутого полигона.



Для разомкнутого полигона эти условия принимают вид:

п +  1

%13+аь- а ат Ч п + 1 )  =  0
1
п

^ Л х  — {хъ — ха) =  О
1
п

Су» — л ) =  °

Существует, как мы увидим в дальнейшем, прием, позволяющий 
найти вероятнейшие значения углов и длин сторон, удовлетворяющие 
всем вышеприведенных условиям. Но применение этого приема к дан
ному случаю влечет слишком длинные, утомительные вычисления, не 
соответствующие, по своей сложности и затрате времени на них, имею
щемуся для обработки материалу. Поэтому, при уравновешивании угло

мерных полигонов, принято отделять уравновешивание углов от 
уравновешивания приращений координат, чем задача в значительной 
степени упрощается.

Пусть между точками А и В (черт. 9) проложен полигон с п сто
ронами, углы , /32, ---- |Зи+1 измерены непосредственно, азимуты аа и
аь сторон СА и BD даны.

Требуется определить вероятнейшее значение линии k-ой 
по счету от начала А.

Мы можем найти два значения азимута линии FE, а именно: от 
линии СА »

«'* =  «. +  *• 1 8 0 ° -2 -0 , (146)
1

и от линии DB
п-{-1

a"t =  at - ( n - \ r l  — k) 1 8 0 °+  (147)
к+1 , .

Азимут есть функция суммы измеренных углов. Если считать, 
что в нашем полигоне нет коротких линий и что, вообще, условия изме
рения углов были одинаковы, а, значит, самые измерения равноточны,



то, обозначая среднюю квадратическую ошибку измерения одного угла 
через т, а среднюю квадратичечкую ошибку азимута линии через 
та, будем иметь '

т^к== т • \/ k 
и

,,ч. - j -1 —

С другой стороны, по определению веса,

(148)

(149)

П1а'* =
VPl

где рх есть вес азимута линии FE. 
Отсюда

,-гт . у  k

что, по преобразовании, дает

А m %-k' (150)

. Если принять ц =  т) т. е. если принять за единицу веса измере
ние одного угла, то

Р х = \-  051)
N

Точно также найдем, что

А  =  * + ! = * •  . <152>
Мы видим, что в данном случае имеется полная аналогия со 

случаем уравновешивания одиночного нивелирного хода, разобранным 
в § 19. Поэтому очевидно, что в результате мы придем к аналогиче
скому выводу, выражаемому формулой

а,. =  а , h
я -f-1k. (153)

Здесь /р есть невязка в углах хода.
Формума (153) дает возможность сделать такое заключение: для 

получения вероятнейших значений азимутов сторон полигона по изме
ренным углам его, достаточно невязку в углах этого полигона распре
делить с обратным знаком поровну на все углы и вычислить азимуты 
сторон полигона по этим исправленным углам и по азимуту начальной 
и конечной стороны полигона.



Азимут линии ЕЕпосле уравновешивания будет обладать весом

_ . . _ -f~ 1 .
Рк Pi ~Т Pi -----  ) ’

Наиболее слабым местом после такого уравновешивания будет сре̂  
дина полигона.

При

будем иметь

£ _  п +  1 
* 2

_  4
Рк~  и + Г

Сделанный вывод справедлив и для сомкнутого полигона.
Предположим теперь, что в полигоне (черт. 9) измерены длины, 

сторон lit даны координаты точек Уа) и  ( Уь)>
и вычислены приращения координат по всему ходу. Требуется опреде
лить вероятнейшее значение координат точки Е (Хе, Уе).

Для координат точки Е мы можем вычислить два значения от 
точки А

У'е=Уи+ У 1Ау \

(154)

и от точки В
п .

|
'■+1 \

У"е= У ь - 2 АУ )•

(155)

Вычисление весов этих значений является делом весьма сложным. 
Поэтому здесь, для простоты расчетов, обычно полагают, что вер 
вычисленных координат точки полигона обратно пропорционален длине 
хода от начальной до определяемой точки. В основе этого положения 
лежит соображение здравого смысла, что при прочих равных условиях, 
чем. длиннее полигон, тем менее надежно определение положения ко
нечной его точки.

Обозначая вес значений координат Х \  и У'е через , а вес зна-
к

чений координат Х"е и У'ечерез 'Л,, обозначая далее ^  I через Lv
1



П П
через Lt и через L, будем иметь

и (156)

Конечно, подобное определение веса координат носит элементы 
произвольности, кроме того следует отметить, что значения координат 
точки Е, вычисляемые по формулам (154) и (155), не совершенно не
зависимы друг от друга, так как они получены по уравновешенным 
азимутам. Тем не менее, для практических целей, как показывает 
опыт, этого можно не учитывать при увязывании угломерных полигонов, 
измеренных с обычной точностью.

Вычисляя вероятнейшее значение координат точки Е, получим

Обозначая невязки в приращениях абсцисс и ординат через f x и 
/ , мы можем написать, что

С другой стороны, из равенств (154) и (155) мы вычитанием 
получим

и (157)

П

'%Ax =  X . - X a+ f ,
(158)

П

П

откуда, принимая во внимание (158), _



Подставляя эти значения в равенство (157), будем иметь

Х > е \  +  ( Х ' - / т) - г г

х -=

у  =  Г , Л + ( Г . - / , ) Т ,

Откуда, по преобразовании,

Y  =  Г ---- ~2—  7
‘ ' >\ +  r / v Г

Подстановка значений весов по формулам (156) дает

X. =  X ' - ff - L ,  )

Y =  T - b . L x )

(159)

На основании этих формул мы можем сделать вывод, что для 
уравновешивания приращений координат полигона достаточно распре, 
делить нёвязки / х и f y , взятые с обратными знаками, между соответ
ствующими приращениями абсцисс и ординат пропорционально длинам 
линий.

Если линии были измерены на местности разного качества в от
ношении условий измерения, то для уравновешивания нужно эти. длины 
предварительно привести к местности одного класса.

Приведенное правило уравновешивания приращений координат 
справедливо, конечно, и для сомкнутого полигона.

§ 25. Уравновешивания сети угломерных полигонов.

Из предыдущего параграфа не трудно видеть, что если сеть угло
мерных полигонов проложена между пунктами с точно известными 
координатами и опирается в каждом из этих пунктов на линии с точно 
известными азимутами, то уравновешивание углов и приращений ко
ординат такой сети можно произвести методом узловых точек совер
шенно тем же порядком, какой изложен в § 20 в отношении уравно
вешивания сети нивелирных ходов, полагая при урановешивании углов 
вес азимута линии обратно пропорциональным числу углов соответствую
щего хода, а вес координат точки обратно пропорциональным длине хода.

При уравновешивании сети сомкнутых угломерных полигонов 
можно пользоваться изложенным в § 21 методом эквивалентной замены 
разветвлений, при чем при уравновешивании приращений абсцисс или



ординат, таким эквивалентом может служить разность абсцисс или 
ординат узловых точек, между которыми проложены заменяемые ходы. 
Что касается уравновешивания углов, то здесь для отыскания эквива
лента можно поступить следующим образом.

Пусть имеем угломерный полигон A C D E F B  (черт. 10).

И

Установим связь между углами |31+1, j3i42, . . .  fti+k части хода CD. . 
EF и углом 7 между крайними сторонами CD и EF этой части.

Мы знаем, что

(EF) =  (CD) +  k • 180° — ^
'-И

С другой стороны
(EF) =  (CD) - j-180° — у.

Сравнение правых частей этих равенств дает

откуда

i —к
(CD) +  /г • 180° — 2 0  =  (CD) +  180°— 7 ,

Й-1
• i-\-k

7 = ^ - ( k - \ ) .  180°.
-/+1

(160)

Такова связь для правых углов хода. Если даны левые углы хода 
* ж , , ---- хм , то, зная, что, вообще,

(3 =  360°- Я ,

мы, после подстановки и преобразований, найдем
/+*

Г =  ( А + 1) .  180э - 2 а .
*-И

(161)

Угол 7 есть функция суммы k измеренных углов, а потому, счи
тая все непосредственно измеренные углы равноточными и принимая 
вес измерения одного угла за единицу, мы можем, по аналогии с ази
мутом, .написать по формуле (151)

Р
I,
к

(162)



Предположим теперь, что между точками Z) и полигона (черт. 11) 
имеется разветвление, состоящее, например, из. трех отдельных' ходов 
Z j , Z2, Z8 с числом углов соответственно

Вычисляя по каждому ходу значение угла мы найдем три зна
чения у',у", и у'" с весами соответственно

Отсюда по формуле общей арифметической средины будем иметь

71 J 2 > 3 --_ 7 ' - P i + r " ’ Р*+7"'-р,
P i+ P t+ P t

(163)

Величина ^  , 2 , 3 и есть эквивалентная замена углов ходов , 
Za и Z3 при уравновешивании углов данного полигона. 'Вес значения

(164)

(165)

Число kx, а , з показывает, что по точности результата угол у1>2>3 
соответствует точности определения суммы к11г,3 углов.

Пользуясь в качестве эквивалента углом у, можно при уравнове
шивании углов сети сомкнутых полигонов, постепенной заменой раз- 
ветвлений соответствующим углом у свести задачу к уравновешиванию 
сомкнутого одиночного полигона. Порядок уравновешивания одинаков 
с порядком, изложенным в §§ 21 и 22 в отношении сети нивелир
ных ходов.

Для лучшего уяснения вопроса рассмотрим следующий пример на 
уравновешивание сети угломерных полигонов.

угла Yi9 2 , з определится по формуле (98)

Pi  >2 >3 ~ P l  "t-Ръ +  А  > 

откуда, по определению веса (162),

1ь —_Л1 > 2 У 3 --  „Pi > 2 У 3



, /

§ 26. Пример на уравновешивание сети сомкнутых угло
мерных полигонов. ,

Пусть дан (черт. 12) сомкнутый полигон с двумя диагональными 
ходами. ' / ■

Четырьмя узловыми точками полигон, вместе с диагональными хо
дами, разбивается на шесть отдельных ходов. Каждому из этих ходов 
нужно придать направление по ходу часовой стрелки, смотря из сред
ней части фигуры. Эти направления указаны на чертеже стрелками. 
Для уравновешивания углов нужно углы ходов Zj и Zs заменить ве

роятнейшим значением 7\>гугла-между линиями (14—15) и (4—5). 
Точно также углы ходов Z3 и Z4 нужно заменить вероятнейшим зна
чением у3>1 угла между линиями (7—8) и (12—13). Тогда углы ходов 
Z5 и Z, вместе с углами yt . а и у3,, образуют сомкнутый многоуголь
ник. Определив сумму этих всех углов и сравнив ее с теоретической, 
мы получим невязку в углах этого сомкнутого многоугольника. Полу
ченную невязку распределяем между углами, принимая во внимание 
веса углов yt , 2 и / з м . Таким образом, углы ходов Z, и Zfi будут 
уравновешены, а для углов у1) 2 и у3, 4 будут известны их окончатель
ные значения. Окончательное значение угла ■/,, 2 дает возможность оп
ределить невязки в углах ходов Zt и Za , а по окончательному значе
нию угла / 3 , 4 можно определить невязки в углах Z3 и Zl . Урав
новешивание углов всех этих ходов уже не представит затруднений. 
Уравновешивание приращений координат производится в том же 
порядке.
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Способ наименьших квадратов, 5





Вычисления располагаются в схеме, указанной на стр. 62 по 66.
Вернейшие значения углов у, , г =  102° 50',3 и у , , 4 =  69° 32',5 с 

весами рх, 2 =  0,45 и р3>1— 0,40, значит, угол yt , s равносилен 2,2 уг
лам, а у3 , ,  — 2,5 углам. Сумма углов yt , 2 и у3 , 3 вместе с углами хо
дов Z5 и Z6 —900° 3',8.

Невязка этой суммы углов-f-3',8.
Распределение этой невязки дает

на углы Z,; . . ......................... + 0  )8
» Zc ....................................... +  1’>2

на углы у , , 2 .....................................+  0',8
я 7 « , 4  • • •  .................... +1'.0

Окончательные значения углов
7i ,2............................................ Ю2° 49',5

..... ...................................................69° 31',5.

Вероятнейшие значения приращений абсцисс и ординат для узло
вых линий соответственно равны

(15—4) . . . .  Ах1, 2 =  — 5,46; Аух, 2 =  +160,88 
(8-12) . . . .  Ах3, 4 =  -  47,48; Аузы =  -  219,42.

Их вес
''i , 2 =  0,54; 0,69.

Следовательно, узловая линия (15—4) соответствует длине хода 
в 1,9 сотен метров, а узловая линия (8—12)—1,5 сотен метров.

Суммы приращений абсцисс и ординат сомкнутого многоугольни
ка, составленного сторонами ходов Z5 и Z6 и узловыми линиями 
(15—4) и (8—12), равны

2  ̂ '  =  - 0 ,4  I;24 У  =  -0 ,5 7 .

Распределение этих невязок на ходы Z5 и Zc и узловые ли-
нии дает

Ах Ау
Z....................... . . . .  — 0,14 — 0,20
Z* • • • • • . . . .  — 0,13 — 0,18
(15—4) . . . . . . . .  — 0,08 -0 ,1 1
(8 -1 2 ) . . . . . . • . —0,06 — 0,08.

Окончательные значения приращений координат для узловых ли-
ний будут

Ах Ау
(15-4) . . . . . . — 5,38 +  160,99
(8-12) . . . . . . —47,42 — 219,34.



ГЛАВА V.

Определение меры влияния источников система
тических и случайных ошибок на результаты

измерений.

§ 27. Средняя квадратическая ошибка при совместном дей
ствии источников систематических и случайных ошибок.

Пусть имеем ряд равноточных измерений одной и той величины
• а , , аг , . . .

с систематическими ошибками соответственно
6 i,  -------- б п  (166)

и со случайными ошибками
л , ,  Л%, . . . . Л п.(167)

Обозначив полные ошибки в этих измерениях соответственно
через

*1, ---£»> О68)
мы можем написать, что

£i — 6i +
Ч =  А +  А  (169)

£ »  —  б п  + 4  Я -

Возведение в квадрат дает

£i3 =  6i2 +  А 2<*,
“Ь 4s* 4" 2̂ 2 \

£„а =  ^ + 4 ; + 2 М я ’,
откуда, по сложении,

[£2] =  [<52] +  [^ Н -2 И ] .
Разделив все члены этого равенства на п, получим



Величины
И  L6!l
п 9 п и Н!1

я

суть квадраты средних квадратических ошибок рядов (166), (167) и 
(168). Обозначим эти средние квадратические ошибки соответственно 
через /яе , тв и //гЛ.

Что касается последнего члена правой части равенства (170), 
то здесь нужно иметь в виду, что произведение бк Ак носит случайный 
характер и по величине и по знаку, а потому ряд таких произведений 
обладает всеми свойствами случайных ошибок. Следовательно, при 
* 2 [б А]большом числе я выражение — можно считать величиной весьма
малой по сравнении с /я02 и /яд2, и в равенстве (170) отбросить. Тогда 
это равенство примет вид

/^62 =  /Wfl2 +  ̂ i 2. (171)

Необходимо отметить, что средняя квадратическая ошибка т° не 
имеет такой определенной связи с предельной ошибкой, какая была 
отмечена нами в свое время в отношении случайных ошибок. Бывают 
такие источники систематических ошибок, при которых в каждом из
мерении одной и той же величины систематическая ошибка одинакова 
и по величине и по знаку. Такова, например, ошибка в длине сталь
ной ленты или мерного жезла. Бывают, наоборот, случаи, когда систе
матическая ошибка в измерениях по величине весьма изменчива, но 
сохраняет неизменно один и тот же знак. Таково, напр., влияние не
точного укладывания мерного прибора вдоль измеряемой линии. Нако
нец, есть случаи, когда систематическая ошибка изменяется и по ве
личине и по знаку, но это изменение происходит закономерно, а не 
случайно. В таких случаях именно эта закономерность и отличает си
стематическую ошибку от случайной. Таковы, например, систематические 
ошибки в делениях лимба, таково влияние наклона оси на результаты 
измерений углов и проч. Из сказанного ясно, что в одних случаях мо
жет оказаться

а в других
&пред. —  Я1з >

б/гред. 3/Я5 .

(172)

(173)
Поэтому, в каждом данном случае вопрос о предельной величине 

систематического влияния должен быть подвергнут особому изучению, 
величина же /я3 лишь указывает наименьшее возможное значение это
го предела.

§ 28.

В предыдущем параграфе предполагалось, что на производи- 
мые измерения оказывает влияние один источник систематических



ошибок и один источник случайных ошибок. В том случае, когда этих 
источников несколько, ошибки

> • • • •
будут представлять собою совместное действие всех видов возможных 
в данном случае источников систематических ошибок, как равно

1̂ > ^4 , • • • • Ап
будут представлять собою совместное действие всех видов источников 
случайных ошибок.

Предположим, что результаты измерений 

содержат систематические ошибки 1-го вида
o'i,

и систематические ошибки 2-го вида
б J , б , ,  —  б „ .

Равным образом, пусть в этих измерениях содержатся случайные 
ошибки первого вида

а\ , а' , , . . . . а'„

и случайные ошибки второго вида

• Будем иметь
/1" А" А"а 1 > п 2 ) * * ‘ ‘ ^ п '

б1 =  б\  -г  б'\
б.х — б '2 - j -  в" ̂

б„ =  б'п ~\~ б”п

4  =  +  *4"l
Аа =  А 2 -I - А 

АЯ =  А'Я +  А"Я.

(174)

(175;

Возведение в квадрат и последующее затем сложение группы ра
венств (174) дает

[в*] =  КЧ +  [в"*] +  2 [б- 6"J. (176)
а такие же действия в отношении равенств (175) дадут

=  'А"(177)

Го разделении на п частей равенств (176) и (177) получим

и : |б’2!л_ [<*"*] i_ 2
11 — п 1 п 1 л

[£]__ т 1 , \А">\ 1 2 ^ -Л я л п 1 Л



Введя обозначения средних квадратических ошибок аналогично 
тому, как это сделано в предыдущем параграфе, будем иметь

т , 2 =  m —[— 2 — (178)

И
ГА'т ^  =  т ^-\-т ^ (179)

При п неограниченно возрастающем, выражение
Ы'/Г]1----- как мып

знаем, стремится к нулю. Но нельзя того же сказать 
Гб' б" 1 АД1 - \  Можно показать, что

К  Q' Q" 
п

про выражение

где
e - и

п (180)

и
0 - ^ 3 .п (181)

Таким образом, равенствам (178) и (179) можно придать вид
• да, * =  /*✓ ,» + 2 0 ' • 0" (182)

и
тд2 =  /йл'2 -{— /Яд»/2. (183)

Двойные измерения.
§  29. Д в о й н ы е  и зм ер ен и я  о д и н ак о во й  точн ости .

При исследовании инструмента, при изучении условий, в которых 
производятся измерения, имеет широкое применение метод двойных 
измерений одной и той же величины.

Пусть имеем два ряда таких двойных измерений

и ^1 > ^2 У « п  |
® 1 I Я 5J , • • • • О J

(184)

произведенных одним инструментом и при одинаковых условиях, т. е. 
измерений равноточных.

Составим разности
. аг — а\ =  

а2 — a', = r f3

an — a'n =  dn.



Если бы не было ошибок в измерениях, то каждая пара измере
ний должна была бы дать совершенно одинаковые результаты, так что 
разность каждой пары таких измерений должна быть равна нулю. 

Поэтому вычисленные значения
di t d: , . . . . d H(185)

можно рассматривать как истинные ошибки разности’двойных измере
ний. Так как ряд (185) представляет собой ряд ошибок одинаково точ
ных результатов измерений, то по нему мы можем определить среднюю 
квадратическую ошибку разности измерений по формуле

(186)

С другой стороны, для разности одинаково точных измерений мы 
имеем формулу (58), которая в нашем случае примет вид

md ■ та V
где та есть средняя квадратическая ошибка одного измерения ря
дов (184).

Поэтому можем написать

т. (187)

Формула (187) справедлива в том случае, если ряд (185) пред
ставляет собой случайные ошибки. Если же разности двойных измере
ний содержат в себе и систематические влияния, то эти влияния нуж
но предварительно устранить.

Мы можем при достаточно большом числе пар измерений считать,

что в случайные ошибки взаимно компенсируются, а системати

ческие—суммируются, а потому можем положить

где « j, б.,,.бп
d\ , d<2, . • • • dn .

Полагая по (180)

будем иметь

т  =  [б]
п п ’

систематические ошибки разности измерений

М =
п (188)

в =  И1. 
11 (189)

II 
II 

,5
^

 
1 

1 
СЪ

 <
£>

а  =  d — в.
п  п

Составим разности



Если систематические влияния б ,, , ---- оп близки друг к другу,
а значит, к своему среднему значению в, то величины d\ , , ---- d'n
можно считать представляющими собой влияние случайных ошибок на 
разности двойных измерений.

Поэтому ____
m * = ± i  /  ■ (190)

| /  я — 1
Здесь в знаменателе поставлено не п, а п — 1, так как величины 

d\, __d!n представляют собой уже не истинные, а лишь вероят
нейшие ошибки разностей двух измерений.

Для величины та будем иметь формулу

1 >

/я„ =  — [<н (191)2 (и— 1)'
П р и м е р  1. Сделано десять пар наведений нити микроскопа- 

микрометра на штрихи лимба. Требуется определить точность этого на
ведения.

№ № 
пар

1-е наве
дение

2-е наве
дение

Раз
ности

d
^2

1 28".3 27".2 +  1"Л 1.21

2 51 .0 52 .2 — 1 .2 1.44

3 35 .5 36 .0 — 0 .5 0.25

4 17 .3 17 Л +  0 .2 0.04

5 24 .8 25 .7 - 0  .9 0.81

6 20 .5 20 Л +  0 А . 0.16

7 3 .4 4 Л — 0 .7 0.49

8 41 .0 40 Л +  0 .9 0.81

9 38 .7 38 .2 4 -0  .5 0.25

10 20 Л 20 .6 — 0 .5 0.25

— 0 .5 5.71

- 0",5 _ 
10 • 0",05

По знакам разностей dи по величине б видно, что заметного 
влияния систематических ошибок, при наведении нитей микроскопа- 
микрометра, на разность отсчетов нет.



П р и м е р  2. Произведено десять парных измерений длины линии. 
Определить меру систематического и случайного влияния на результаты 
измерений.

№№
пар

Измере
ние туда 

а

Измере
ние об

ратно а'

н * о 1 о «
1 II
си ^

СО

1
•w
II

d*

1 37бш.350 37 6Ж.356 _0»нт — 4wm.5 20.25

2 .350 .368 - 1 8 +  7 .5 56.25

3 .355 .362 — 7 — 3 .5 12.25

4 .335 .352 -1 7 +  6 .5 42.25

5 .348 .360 - 1 2 +  1 .5 2.25

6 .370 .380 —10 — 0 .5 0.25

7 .360 .370 —10 — 0 .5 0.25

8 . .350 .360 —10 — 0 .5 0.25

9 .370 .375 — 5 — 5 .5 30.25

10 .360 .370 - 1 0 — 0 .5 0.25

—105 0 .0 164.50

Разности d все отрицательны; что ясно указывает на существо
вание систематических ошибок измерения.

105я
10 Ю”‘т . 5

164 -'50
13

=  -4- I79 .1 4  =  z t  3"‘"‘.0 .

и

§ 30. Двойные измерения различной т о ч н о с т и .

Пусть имеем два ряда парных измерений 

®i I ............ а, \
® .......... f

с весами соответственно 

Составим разности
A t А. - - - - . А .

а, — а\ — d{
А — а\ =  d%



Р р1 I t  '  о ;Рп
будут определяться по формуле (115)

р = \ -  (193)

Имея истинные ошибки

» d2,..
разностей парных измерений и веса этих разностей, мы можем вычис
лить среднюю квадратическую ошибку измерения с единицей веса

(194)

Установление доли систематического влияния в разностях двойных 
измерений показано ниже на примере.

П р и м е р  1. Пронивелированы девятнадцать нивелирных ходов 
в прямом и обратном направлении и подсчитаны разности полученных 
результатов.

Определить среднюю квадратическую ошибку разности уровней 
двух соседних пикетов и среднюю квадратическую ошибку на одну 
версту хода.

Измеренные данные и схема решения приведены на стр. 76.
Распределение разностей d по знакам показывает, что системати

ческого влияния в них нет

(h« •= ± j /
13034,10 

38 =  z ty /3 4 3 = 1 8  тыс. саж. =  0,018 саж.

Для удобства вычислений вес вычислялся по формуле

1000
п

т. е. за единицу веса принималось измерение нивелирного хода в 1000 
станций. Поэтому для одной станции будем иметь

т -
у 1000 \

343
1000

=  riz 0,00059 саж.

Для средней квадратической ошибки на версту будем иметь 

ть =  т • у/10 =  — 0.0018 саж.

Таким образом, предельная ошибка на версту в исследуемых хо
дах возможна до 0,006 саж.



№№
ходов

Разности
d

в тысячи, 
долях 

сажени Чи
сл

о 
ш

та


ти
во

в

1000 
р =  п

d2 pd2

1 +  2тсЛ ' 30 33 5.76 190.08

2 + 6 .2 . 25 40 38.44 1537.60

3 +  1 .6 31 32 2.56 81.92

4 +  4 .9 17 59 24.01 1416.59

5 ! — 1 .3 37 27 ’ 1.69 45.63

- 6 — 7 .9 21 48 62.41 2995.68

7
- 3 .4 31 32 11.56 369.92

8
1

! - 1
.8 7 143 3.24 463.32

9 -t-6 .8 31 32 46.24 1479.68

10 +  3 .4 11 91 11.56 1051.96

11 — 4 .2 36 28 17.64 493.92

12 _9 .4
ч

9 111 ! 5.76 639.36

13 - 2 .2 16 62 4.84 300.08

14 +  1
о • О 31 32 1.69 54.08

15 4 -2 Л 31 32 1 4.41|
141.12

16 ! — о! , .6 ! 14 71 0.36 25.56

17
!
! - 4 .0 23 43 16.00 688.00

18
!i

-г 1 .4 22 45 1.96 88.20

19 j — 4 .5 21 48 20.25 972.00

j . 13034.10

П р и м е р  2. Пронивелированы дважды 20 нивелирных ходов. 
Выяснить меру систематического и случайного влияния (см. таблицу 
на стр. 77).

Преобладание в графе разностей знака -}- над знаком — указывает 
на присутствие в этих разностях систематического влияния. Сложив 
все разности d, мы получим

S  d — 90,0 тысячи, долей сажени.

V w =  517.JuJ
^  d представляет сумму всех систематических и случайных ошибок в 
разностях на всех 517 станциях. Полагая измерения на каждой станции



ходов

Разности
d

в тысячи, 
долях 
саж.

Число
штативов

п
— 1000|

Система-
тич.

ошибки
ч

d' = d—а <f2 pd'2

1 — 7.6 27 37 +  4.6 — 122 148.84 5507.08

2 + L4.5 27 37 +  4.6 + 9.9 98.01 3626.37

3 + 5.7 15 66 +  2.6 + 3.1 9.61 634.26

4 + %2 39 26 +  6.6 — 4.4 19.36 503.36

5 + 1.4 30 33 +  5.1 — 3.7 13.69 451.77

6 + 9.4 23 .44 +  3.9 _L 5.5 30.25 1331.00

7 + 11.3 13 77 +  2.2 9.1 82.81 6376.37

8 + 5.3 24 ч 42 +  4.1 + 1.2 1.44 60.48

9 + 3.2 27 37 +  4.6 — 1.4 1.96 72.52

10 + 12.9 20 50 +  3.4 + 9.5 90.25 4512.50

11 — 3.4 38 26 +  6.5 — 9.9 98.01 2548.26

12 + 8.1 14 71 +  2.4 + 5.7 32.49 2306.79

13 — 0.7 20 50 +  3.4 — 4.1 16.81 840.50

14 — 1.8 32 31 +  5.4 — 7.2 51.84 1607.04

15 + 11.7 38 26 +  6.5 1~г 5.2 27.04 702.04

16 ' — 1.6 8 . 125 +  1.4 — 3.0 9.00 1125.00

17 + 9.6 23 44 +  3.9 + 5.7 32.49 1429.56

18 — 3.9 20 50 +  3.4 — 7.3 53.29 2664.50

19 + 2.0 36 28 +  6.1 — 4.1 16.81 470.68

20 + 11.7 43 23 +  7.3 — 4.4 19.36 ' 445.28
1

+  90.0 517 — 6.8
i
| 37217.36
j

равноточными, можно считать, что в случайные ошибки в значи

тельной мере взаимно компенсировались, так что эта ^  представляет
собою преимущественно сумму систематических ошибок. Если пред
полагать, что систематическое влияние на каждую станцию достаточно 
устойчиво, то, обозначая его через Я, мы будем иметь



по подсчету '

Я =  +  9О. СГ с=  ол у,". < =  0.00017 саж.
517 1

Влияние этой ошибки на разность нивелирного хода при двух 
измерениях пропорционально числу станций этого хода, так что

/ б — Хп. (196)

Вычитая величину б из каждой разности d, мы получим
d' =,d — б,

где d' будет влияние случайных ошибок на разность двойных измере
ний. Эти значения d! будут не истинными, а вероятнейшими ошибками; 
поэтому к ним применима формула i

а так как по (193)

(197)

ТО

Применяя эту формулу к нашему случаю, будем иметь

!1\000-V ’37217,36
38 =  ±1/979,50 =  ^ 3 1  тыс. саж.

Отсюда на одну станцию

т -  — 1' 1000 

а на Берету

dz у  0,980 — dz 0,99 тыс. c. =  dz 0,00099 саж.,

гпь =  /п y'lO =  dz0,0031 саж.



ЧАСТЬ ВТОРАЯ.

СПОСОБ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ.

ГЛАВА I.

§ 31. Принцип наименьших квадратов.

В теории ошибок мы установили, что вероятнейшим результатом 
равноточных измерений является арифметическая средина, для неравно
точных измерений — общая арифметическая средина. Первая есть част- 
ный случай второй, когда все веса измерений одинаковы.

Остановимся на выяснении свойств общей арифметической сре
дины.

Пусть имеем ряд неравноточных измерений

1̂ > , . . . . ,  йя (1)

одной и"той же величины X  с весами

Pi, Рг,----  (2)

Общая арифметическая средина получится по формуле

v _ М
* ~  \Р) '

Вероятнейшие ошибки измерений будут соответственно 

x 0 — ai =  6l |
.ve — a2 =  rf2 |  (3)

х, — ая =  4н )

При чем нами в III главе первой части настоящего курса (фор
мула 105) было установлено, что

[рд] =  0. (4)

Возьмем вместо общей арифметической средины какое-нибудь 
другое значение х.



Обозначая разности между этим значением х  и каждым отдельным 
измерением ряда (1) соответственно через

будем иметь
д;— a« ■V,

х  — а == vrt

(5)

Вычитая из частей равенств (5) соответствующие части равенств 
(3), получим

x  — x 9 =  vl — 6l 1
* — x9= v %— d.2

x — x0= v n— 6n )

Обозначив -x — x„ через s, можем написать на основании этих ра
венств, что

vt =  dj -j- £
Vi —

*>»+ <*„+£,

откуда, по возведении в квадрат,

vj2 =  d,2 -|- 2dj£ -f- £2 
«** =  ^ * + '2 ^  +  **

T>„2 =  d„2 +  2d„£ +  £2.

Помножив все члены каждого равенства на соответствующий вес 
получим •

A V  =  Pi V  +  2f t  d,£ Н- А8*
Л  V  =  Д А *+  2p*rf,e + f t£ 2

/W.* = АЛ*+ 2ftA£-fря£2.
Сложение соответствующих частей этих равенств дает 

[pv*] =  [pd2] +2б [рб\ -|- [р]£2.

И ) - 0 ,

[pv*) =  [pd2] +  [р]£2. (6)

Но, по (4), 

а потому

В написанном равенстве все три члена существенно положительны. 
Поэтому можно вывести заключение, что

И 2] <  [pv\ (7)



Так как значение х  взято было нами произвольно, то, значит, не
равенство (7) справедливо для всякого значения величины х, отличаю
щегося от общей арифметической средины х„.

Следовательно, при x  =  x t , выражение ] принимает наимень
шее из всех возможных для него при данных условиях значений, т. е.

[рд*] =  тт\pv*].  (8)
• В случае равноточных измерений нужно положить

Pi == Рч~  • • • • — Рп =  1 > 
и формула (6) принимает вид

[t/4] =  [d2]-j -пе\(9)

. § 32.
Выражение (8) обладает свойством обратимости. В самом деле, 

пусть имеем ряд неравноточных измерений
. alt ait--- ап ' (10)

одной и той же величины X  с весами

Pi> ..............  (11)
Требуется найти на основании данных измерений такое значение 

л;, для которого
[pv'1) =  minimum,. , (12)

Имеем
х  — ai — vl

, , х  — ai =  vJ

Подставляя эти значения v  в (12) и обозначив [pv*] через у, будем 
иметь

у  =  [pV*] =  р м *  +Р№* =  (13)

=Pi {x — a j 1 (x — - f  . . .  aj* =  minimum;

у  есть функция аргумента х.
Для отыскания момента, когда у  примет наименьшее значение, 

возьмем производную ^  и приравняем ее нулю. Получим

% ==2Pi(x — я,) +  2М *  — «■)+• • • •  +2р»(х  — «п) = ° ,
или

Pi(x — al) + p i (x— at)-{- a j  =  0.
Решая это уравнение относительно х, будем иметь

у  +  <ьь + .......... +  ̂ пРп^ Х М
---- \Р\

Способ наименьших к&азратов. 6



Отсюда мы видим, что выражение [pv*] обращается в ,
когда вместо истинного значения измеренной величины мы берем об
щую арифметическую средину.

Если все измерения равноточны, то, принимая

• ' ■ Pi = Р г = --------—Рп— г̂

мы из формулы (15) получим
х _[а\Л — •П 9

а выражение (12) принимает вид
[v2] =  minimum.

Таким образом, принцип „ н а и м е н ь ш и х  к в а д р а т о в "  является 
основным принципом всей теории ошибок/

§  зз.
Выведенные в предыдущих параграфах формулы имеют пра

ктическое значение при вычислении средней квадратической ошибки 
из достаточно большого ряда измерений, что видно из прилагаемого 
ниже примера обработки результатов определения времени по ритми
ческим сигналам.

Арифметическую средину в данном примере имеет смысл взять с 
округлением до 0‘,001. Получим £0 =  20'!19”‘25*,154. Вычисление средней 
квадратической ошибки ряда по вероятнейшим ошибкам 6 дает

т =  d z j / - =  — ] /  Q’° 1/0^000785 = ^0 ',0 2 8 .

По вычисления эти можно упростить, взяв для подсчета уклоне
ний v, вместо арифметической средины , значение t, округленное до 
0',01, ’т. е. £ =  20Л 19m25s,15. Подсчет v  и г/2 становится значительно 
проще, при чем [г/2] оказывается равной 0,0120. Для определенйя по 
ней [<52] воспользуемся формулой (9):

[г'2] =  [d2] -f-
В нашем случае

Определяя [d2] по этой формуле, будем иметь

[d2] =  0,0120 — 16. (0,004)2 =  0,011744.

Полученный результат несколько отличается от того, что нами 
получено непосредственным подсчетом вероятнейших ошибок d, так 
как значение арифметической средины мы взяли тоже с известным 
округлением; но это не имеет никакого практического значения, так

(16)

(17)



как не оказывает заметного влияния на величину средней квадратиче 
ской ошибки.

т =  I i=j/=  d t j/0,000783 =  =£ 0s,028.
i \ . . •

Получился тот же результат, что и раньше.

№ Я»
Измерения

t
l £2- и и2

1 20"19m25s.12 +  0*.034 0.001156 +  05.03 0.0009

2 25 .16 — 0 .006 36 — 0.01 1

3 25 .18 — 0 .026 676 - 0 . 0 3 9

4 25 .15 +  0 .004 16 0.06 0

5 25 .21 — 0 .056 3136 — 0.06 36

б 25.14 +  0 .014 196 +  0.01 1

7 25 .15 +  0 .004 16 0.00 0

8 25.14 +  0 .014 196 +  0.01 1

9 25.17 — 0 .016 256 — 0.02 4

10 25 .11 +  0 .044 1936 +  0.04 16

11 25 .20 — 0 .046 2116 — 0.05 25

12 25.13 +  0 .024 576 +  0.02 4

13 25 .16 — 0 .006 36 — 0.01 1

14 25 .13 +  0 .034 1156 +  0.03 9

15 25 .15 +  0 .004 16 0.00 0

16 25 .17 — 0 .016 256 — 0.02 4

20 19 25 .154 +  0 .004 0.011776 — 0.06 0.0120

*



ГЛАВА II.

Посредственные измерения.

§ 34. Общие основания уравновешивания посредственных
измерений.

ч
Бывают случаи, когда непосредственно измеряются функции не

которых неизвестных величин (аргументов) и требуется на основании 
этих измерений определить вероятнейшие значения означенных неиз
вестных аргументов.

Пусть измерялись п величин, истинные значения которых суть

Q ,, Qi,--- ,Q„-(18)
Пусть при измерении этих величин получились результаты соот

ветственно
Ях ,? а >• •• •?« (19)

с истинными ошибками
4  > Л  ......... 4,- , (20)

Предположим, для общности, что измерения наши были неравно
точными и обозначим веса их соответственно через

Рх» Р г >--••>/’«• , (21)

Пусть каждая из величин ряда (18) есть функция k неизвестных 
величин, истинные значения которых суть

- X , Y , . . . . \ V,(22)
так что »

Qx=fx(x > У----W) )
Qa = /а  (X,| • (2 3 )'

Y .I . .W )  )

С другой стороны, на основании обозначений (18), (19) и (20), мы 
можем написать, что

Qx Я =  4Qa —  ? а = ^ 4  
Q„ — <7»=4,-



Откуда, принимая во внимание (23), будем иметь

/» (* . Y , . . . . W ) - q x
¥ , . . . . Щ - д г I ►

Истинных значений X, Y,---- W  мы не знаем. Возьмем вместо
них некоторую группу значений (пока произвольную) , . . .  и под
ставим в уравнения (24).

Тогда, с изменением левых частей этих равенств, изменятся соот
ветственно и правые части их. Обозначим правые части равенств (24) 
после указанной подстановки через v x , v %, . . . v n 

Будем иметь

Уравнения (25) называются начальными уравнениями ошибок. 
Зададимся целью отыскать вероятнейшие значения аргументов
у,---- w. Для этой цели воспользуемся выведенным в предыдущем

параграфе основным принципом теории ошибок „ п р и н ц и п о м  наи* 
м е н ь ш и х  к в а д р д т о в "  (12) и применим его к нашему случаю.

Обозначим величину [pv̂ ] через б. Так как уклонения v  по 25) 
суть функции аргументов х, у, . . . .  w,то и величина б есть тоже не
которая функция этих аргументов.

Так как аргументы х, у , . .  . .wнезависимы между собою, то для 
отыскания значений этих аргументов, при которых функция б прини
мает наименьшее значение, нужно по правилам высшего анализа взять 
от этой функции частные производные по каждому аргументу и при
равнять каждую производную нулю.

/ ,(* , y , . . . . w )  — <7, =z/j
f t (x, y , . . . . w )  — q%=*v%

(25)

/» (* >  У.« О —

[pv*] - minimum. (26)

б = ‘ [pv*] == F(x, у , ---- w) =  minimum. (27)

Получим

Так как
б ==  />i V +  РчХг +  • + P nv,



то написанные частные производные примут вид
дбг. . dv ., „ 4 , I о &°п л

= 2 А'»1^г + 2/Ws-^r + • • • • +  2Р Л ~ ^  =  Одл;

| = 2 ^ 1| i + 2 ^ 4^ + . . .  ..4- 2 / W . f ^ O

дб
дда =2Pivi

(h\ dv, <b„
2PiVi~dw + • • • • +  2P«v«n™,=  °-

Сокращая на 2 и применяя сокращенные обозначения, будем иметь

^ зйН °

(29)

Полученные уравнения называются н о р м а л ь н ы м и .
Нормальных уравнений столько, сколько и неизвестных аргумен

тов. Решая их, мы и найдем искомые вероятнейшие значения аргумен
тов.

Если все измеренные значения функций равноточны, то, принимая 

мы приведем условие (27) к виду

б =  [г/2] =  , ---w)--

а нормальные уравнения примут вид

t ' l M

= minimum,

["ISM

(30)

(31)

Надо заметить, что определение значений аргументов из нормаль
ных уравнений возможно лишь тогда, когда число измеренных функций 
больше числа неизвестных, т. е. когда

я >&.  ' (32)

Если я <&,  то задача становится неопределенной. Если n — k, то 
неизвестные определяются из начальных уравнений ошибок приравни
ванием правых частей их нулю.



§ 35. Вывод нормальных уравнений для случая линейных
функций

Пусть измеренные непосредственно величины

Ql 9 Qi !••••* Qn
суть линейные функции аргументов вида

Q =  a X + b Y + . . . . + g W + r .  (33)

Если ввести обозначение

Гх~ <h =  к >
то начальные уравнения ошибок (25) примут вид

а\ хt- У~Ь “bSi 1
а2х ~\-----  I

.......................................................................................(  (З э )

<*ях +  Ьяу +  . . . .  + g Kw +  ln=*vn

Пользуясь этими уравнениями, составим нормальные уравнения 
(31) для случая равноточных измерений. Возьмем первое из них

или в раскрытой форме

dv . dv<y , ,
дх

dv.
дх-= =  0.

На основании уравнений (35) имеем

dv. dv.. dv„
=  я .» -И- =  я®, • •, -г" =  я„,дх 1 дх 4 дх ” . (36)

так что первому нормальному уравнению можно придать вид

+  -----г>„ =  0
или

[вг»]=0. (37)

Точно так же для второго нормального уравнения получим

[bv] =  0 (38)

и т. д., и, наконец, для последнего

{gv] =  0r (39)

Произведем в уравнении (37) показанные в нем действия, для чего 
помножим все члены начальных уравнений (35) соответственно на ко
эффициенты ах, as , . .  , апи результаты сложим.



Будем иметь

a i ^ x - f  M j i y - f - ------+  /1
а2агх-\- а^Ь2у  + ----+ a 2̂ 2tiy4-fl24 =  a2T/2

д» ап X +  <Кh i  + • • • • +  Д,& ™ +  А, 4  =  Д, _
[да] ^ -f- [ ab] y  . . . . - [ -  [ag-] w  -f- [а/] =  [av]

Таким образом, первое нормальное уравнение принимает вид 

[аа)х-^[аЬ)у-{----- -\-\ag]w-\-[al\ =  0. (40)

Таким же путем можно раскрыть и все другуе нормальные урав
нения, так что вся система нормальных уравнений представится в сле
дующем виде:

М
[ad\x-\-[ab)y-\-----+  [ag“] +■  [а/] =  О
[ab)x-{-{bb]y-\- .... Л-[

......................................................................................  (41)

[а5"] х [bg)y + ----+  [ggl w +  [gl] = О

V
Рассматривая эту систему, мы видим, что в ней, по диагонали MN 

направо и вниз, расположены квадратические коэффициенты. Все эти ■ 
коэффициенты положительны. Далее, коэффициенты, расположенные 
симметрично относительно этой диагонали, попарно равны между собой.

Составим теперь нормальные уравнения для линейных функций, 
измеренных с различной точностью (29). Тогда, зная, что по (36)

dv, dv2
-дх= а ^ ^  =  аи̂ т‘ д-

мы можем придать уравнениям (29) вид

[pav]— О| (42)

• [ге »] =  о .
\

Раскрывая эти уравнения только что описанным способом, мы 
придем к таким результатам:

[paa] x - \- [p a b ]y-|--- -\-[pag]it)-\-\pa l] =  Q
[pab] x -\-[p b b ]y -j- .. -j- =  0

[pag] x  +  [pbg]y - f  . . . .  - f  [pgg] w -j- [pgl] =  0 ,



Полученную систему нормальных уравнений для случая неравно
точных измерений легко привести в связь с системой нормальных урав
нений при равноточных измерениях. Для этого введем обозначения:

' ' a,VVi =  а';; Ь1 \/p, =  b;t ,g(Vpt = & t l\
Тогда уравнения (43) примут вид

[а’а 1] х-\- [а'Ь']у +  [a'g'\ w +  =  О
[a 'V)x+  [Ь'Ь’) у +  . . . . ^ - [ b ’g']w-\-[6Т] =  0

[а£'] х - f  [b'g] у. . . .  - f  \gg] w +  [£'/'] =  0 ,

Мы получили уравнения, совершенно аналогичные уравнениям (41). 
Более того, если мы помножим члены начальных уравнений (35) 

на корень квадратный из соответствующего веса, то будем иметь

(44)

(45)

Щ VPi x  +  bt 1 / р хуVPi w +  /, ]/Pi =  v\
V 7 i x +  ьг \Zg2 у-i-.... -f g2 VP,.w V F i = V K

«„ V7n x + ьп i /p ny  + • • • • - j-g n VJn® + L V in = *>»
Принимая во вниманае обозначения (44) и, кроме того, обозначив

^  ]/>i =  v \; \/ръ =  , . .  , vn у р п =
получим

a \x - \ -b \y - \ -  .. g \  w -|- L\ =  v \  ) 
a \ x - \ - b \ y - \ - . . . .  g \w - \ - l \  — v't l
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  (

a'nx  +  b'ny +  . . . . + g ' n j

Определим веса свободных членов

(46)

(47).

•Согласно наших обозначений

Вес lt есть р{. Значит, вес величины , который мы обозначим 
через р \,получится по формуле (112) первой части настоящего курса 
равным

Р -4 = -  =  1.

Значит, величины 1\1'п являются равноточными, каждая с 
весом единица.

Таким образом, вводя обозначения (44), мы свели дело к равно
точным измерениям не только по форме, но и ^ о  существу.

Рассмотрим теперь более детально случай равноточных изме
рений.



§ 36. Решение системы нормальных уравнений.
Нормальные уравнения представляют собой систему k линейных 

уравнений с k неизвестными. Такая система дает для.каждого неиз
вестного, вообще говоря, одно значение, т. е. приводит нас к вполне 
определенному единственному ответу на вопрос. Решение нормальных 
уравнений является с теоретической точки зрения делом весьма простым 
и может быть выполнено любым из указанных в алгебре способов. Но 
по ряду соображений, которые будут ясны в дальнейшем, принято ре
шать систему нормальных уравнений способом последоватальной под
становки, начиная с первого неизвестного первого нормального уравне
ния. При этом не допускается ни умножения, ни деления обеих частей 
уравнения на какое-нибудь число за исключением случая деления на 
коэффициент при определяемом неизвестном. Такой способ решения 
нормальных уравнений был предложен Гауссом и носит его имя.

Для простоты рассмотрим сначала случай трех нормальных урав
нений с тремя неизвестными.

[i аа] х  -f- [ab]y-\- [ас] z  -j- [al] =  0
[ab] х  - f  [bb] у  - f  [be] z - f  [bl\ =  0 } (48)
[ac ] x  —j— [ bс] у  "I- [cc J z  [ ■— 0 J

Определим из первого уравнения значение неизвестного *.

[ab] [ас] ,  [а/] ^
[аау [яя] [ая] ’ (49)

Подставляя это значение во второе, и третье уравнения, мы по
лучим после приведения подобных членов

( т ~
[ab] [al] 

[яя] Ь °

( [Ьс] —■
[ас] [al] 1 

[яя] ! -  °-

Введем для удобства обозначения

[Щ И 1 И ]  =  [4 4 . а1 |  

[Ьс]_[а1Л Ш  =  [Ьс. ц \
(50)

и т. д. Будем иметь

[ b b - l ] y + [ b c - l ] z  +  [bl-l] =  0| Г5П 
[bc-\]y +  [cc-X\z +  [cl.\] =  Q j

Получилась новая система уравнений, которая обладает всеми 
свойствами системы нормальных уравнений.

Что в уравнениях (51) коэффициенты при неизвестных симметрич
ны относительно диагонали, проходящей через квадратичные коэффи-



циенты,—это [очевидно. Для [того же, чтобы убедиться в том, что 
коэффициенты, расположенные по этой диагонали, положительны, раз
ложим какой-нибудь из них, напр. 1]. Будем иметь последова
тельно

[М.. 11 - м -  =

_  '[fl^8J+  [ajiJbM+ [ Д ^ Л ] — [а**8]—[дД^Л] — М М  1 =
[яа]

[afir{afir — «А) — ajbt(afir — а А)] — °А)*] /=оч
~  • [аа] _  [яя] ’  ̂ ;

т. е. • 1] всегда положительно.
„ Определим теперь из первого уравнения новой системы (51) урав

нений значение неизвестного у:
[bc^l] 
[bb 1] z [W ill

[bb !]• (53)

Подставляя это значение у  во второе уравнение системы (51), 
получим по преобразовании

([сс - 1] —[Ьс- 1 ][ 1]
[bb 1] ) z + ( [ c l -  1] [be- \][Ы 1]' 

[bb1] , : 0.

Введем обозначения

[сс 1]

[cl 1]

[be- \][b 1]
[bb 1]

[be - 1 ][Ы 1]
[bb- 1]

=  [сс - 2]

=  [cl - 2]

Будем иметь
[сс-2]z-^[c l-2] =  0.

(54)

(55)

Из этого уравнения определяется величина неизвестного с:

[d-2] 
[сс - 2]' (56)

В правой части этого уравнения все величины известны и потому 
неизвестное z  может быть вычислено.

Зная величину z, можно определить из (52) уравнения значение неиз
вестного у, а после этого из (49) уравнения найти значение неиз
вестного х.

Из сказаного видно, что систему нормальных уравнений (48) можно 
заменить эквивалентной системой

[яя]лг-)-[я&]у +  [яг] z [я/] =  0 )
[bb • 1]у -\-[Ьс - 1] z-(- [Ы * 1*1 =  0 ,

4 [сс - 2\z-\-[cl -2] =  0 '

(57)



которая в порядке отыскания величин 
ставлена в виде

[cl • 2]

неизвестных может быть пред-

[сс

У =  —
[be

2]

____1]
[ЬЬ • Г]
И 1

[Ы • 1]
[ЬЬ-

М
1]
М
[аа]

(58)

[аау [аа]

Теперь не трудно' приведенный метод преобразования системы 
трех нормальных уравнений и связанные с ним символические обозна
чения распространить на систему с любым числом уравнений.

Так, систему k нормальных уравнений

[aa] х  - f  [ab]y +  [ас] z + --\-[ag]w-\- [at] =  О
[ab] x  +  [bb]y +  [bc] z+  . . . .  +  +  0

[bc]x +  [bc]y +  [cc]z-\- .. .  • + [fg ]®  +  [rf] =  0(59)

M  +  [bg\y +  [<#] z + • • • • +  fer] w +  fed =  o
можно заменить для решения их следующей эквивалентной системой 

[аа] х  +  [ab]y-\- [ас] z - \ - ---- +  [rt̂ ]w +  W] — О
[bb 1 ]У+  •

[СС
1 ] Z +
2]^ +

■ ■■+№ 
■■■-\-[eg 2 ]w +  [cl-

1] =  0
2] =  0

[gg ■ ( k - l ) ] w  +  [gl ■ ( k - l ) ]  =  0

(60)

Что касается символических обозначений, то они весьма просты 
и однообразны. Так, например, для раскрытия символа - 4] мы прежде 
всего по числу 4 определяем, что это выражение получилось после 
йсключения 4-го неизвестного. Четвертому неизвестному соответствует 
коэффициент d со значками.

Поэтому, по аналогии с (54), мы можем написать, что
[df • 3] [dr • 3]

[fr • 4] =  [fr-Z] ■ (61)[dd • 3]
Раскрывая, в свою очередь, символические обозначения в правой 

части этого равенства, мы можем довести это раскрытие до того, что 
в правой части будем иметь алгебраическое выражение, состоящее и3 
коэффициентов и свободных членов основной системы нормальных 
уравнений. В качестве контроля полезно при раскрытии символов иметь 
в виду, что если, по раскрытии символа в правой части, опустить ква
дратные скобки и рассматривать полученное выражение как алгебра
ическое, то оно будет тождественно равно нулю. Так, для выражения 
(61), опуская квадратные скобки в правой части, будем иметь

d f  • 3 • dr  г 3
dd-3

f r  - 3 — ►0.



Если в правой части равенства (61) раскрывать постепенно только 
первый член, то будем иметь последовательно

Ur 11 Г fr 91 W ' 2U c r - 2 ] [ r f / . 3 ] [ r f r . 3 ]\ j r  • 4j — [ j r  z\. 2) ’

[bf- 1] [br • 1 ] [cf • 2] [cr • 2] [rf/ • 3] • 3]
[ / r . 4 ]  =  [fr. 1]-

[ A- 4]  =  [/r]

[66 • 1J

[«/][«/-]

[cc • 2]
[*/.!][*/■■ 1]

[rfrf • 3]

[aa] [bb • 1]
[с/ • 2] [cr • 2] [df • 3] [dr • 31 

[СС • 2] [rfrf • 3]
(62)

§ 37. Связь между вероятнейшими ошибками и результатами 
непосредственных измерений.

Возьмем начальные уравнения ошибок

ацХ-\-ЬъУ -\-• • • • S t w 1-1 — V1

anx  +  bny + . - - - + g « w  +  l« =  vn.
Помножим члены каждого уравнения на соответствующую ошибку 

v  и сложим результаты. Получим

[civ] х  +  [bv\y - j - ------|- ]gv] w -f- —

Но, согласно формул (37), (38), (39),

[av] — 0; [bv] =  0; . . .  [gv] =  0,
а потому

[lv] =  [v% (63)

Помножим теперь члены каждого начального уравнения ошибок 
на соответствующий свободный член / и результаты сложим.

Будем иметь

[а/] х  +  [Ы\у+  . . . .  +  [gfl да +  [И] =  [Iv] • (64)
Мы получили добавочное уравнение к k нормальным уравнениям. 

Если при решении нормальных уравнений мотодом Гаусса мы будем 
подставлять значения исключаемых неизвестных в уравнение (64) и при
менять символические обозначения, согласно § 36, мы будем иметь, по 
исключении (к—1) неизвестных, уравнение (64) в виде

[ g l . ( k - l ) ] w  +  [ U -(k - l ) ]  =  [lv].(65)

А последнее нормальное уравнение в это время будет иметь, как 
известно, вид

[££. (* -!)]«> -}-& /• (А -1 )] =  0.



Определяя значение неизвестного w  из этого уравнения и подстав
ляя его в уравнение (65), получим

[И • (k — 1)] =  [lv].

Но, левая часть полученного равенства может быть обозначена 
символом [// • к], вследствие чего равенство примет вид

[II - k\ =  [lv]. (66)

Объединяя равенства (63) и (66), можно написать

[t>2] =  [lv] =  [ll • k](67)

Символ [// • k) можно раскрывать так, как это сделано в отноше
нии [fr • 4] в выражении (62).

Будем иметь

M  =  [fo] =  M - E ........ _  '[ аа] [ЬЬ • 1]

[^  • ( £ - 1)Н ^ • ( * - ! ) ]  ,соч
t e r - ( f t - 1)1 ■  ̂ }

Проверим полученные формулы на случае одного неизвестного, 
измеренного непосредственно п раз.

В этом случае =  а ,=  . . . .  =  ап =  1 и начальные уравнения оши
бок будут иметь вид

л: -f- =
x Jr k  =  vi

x +  l» =  v».

где /, — (ji/2 =  62, • • • 1«=  би
нормальное уравнение в этом случае будет одно, а именно:

Отсюда
пх +  W — 0.

(69)

Мы пришли к арифметической средине, как и должно быть. Скла
дывая начальные уравнения ошибок и принимая во внимание (69), мы 
получим

М =  0, (70) ‘

т. е. известное нам свойство вероятнейших ошибок.
Для поверки равенства (63) заменим в нем из начальных уравне

ний ошибок все I через (v — х).



Будем иметь
[(v— x)-v] =  [v*]t

откуда, вынося во втором члене левой части за скобки,

[г»2] — х [v — [г/2] . 

А так как, по (70), сумма [v] =  0, то наше равенство примет вид

т. е. оно обратилось в тождество.
Переходим к певерке равенства (66). В нашем случае k = l  и все 

а равны единице.

[// * 1] =  [//] —

' Пользуясь начальными уравнениями ошибок и формулой (69), на
писанному выражению можно придать вид

[// • 1] =  [(v — х) (у — х)] — пх2 — [(г*2 — -f- х2)] — пх1 =
=  [г»2] — 2х [v] -)- их2 — 2 =  [г/2] .

Таким образом, и здесь мы опять пришли к тождеству.

§ 38. Связь между истинными и вероятнейшими ошибками 
v измерений.

Возьмем снова начальные уравнения ошибок
atx  -(- -f - . . . . + g lw +  ll = v 1
aax +  b ,y - f  . ■ • • =

a»x +  bny- \- . ■■•+gnw-\-ln =  vn
Если в этих уравнениях заменить вероятнейшие значения неизвест

ных их истинными значениями X, . . ,  то вероятнейшие ошибки 
vr, va, . . ,  vn в правой части уравнений заменятся истинными ошиб
ками измерений Ах, J 2, . . , Ап

я, Х-\- bi Y - ( -----
a2X + b aK +  . . . . + g i W + l a =  Aa

..................................................
anX + b nY + . . . . + g n W + l n = An

Вычитая из частей уравнений (71) соответствующие части урав
нений (72), будем иметь

ах( х - Х ) +  bl ( y - Y ) + . . . . + g i ( w - W )  = vl -A  
аа(х — X )-(- Ь% (у — Y)-I- . . . .  -{-g'jj (w— W) — va — Аг

an( x - X )  +  bn( y - Y ) + . . . . + g n( w - W )  =  vn- A



откуда, вводя для краткости обозначения
х  — X  =  а
у - У = Р

w - W = S ,
получим

ai а ~Ь ^4" • • • • “bS i £ — v i
ai а~Ь 0  “f~ • • • • ""biTa £ 4 ~

в (74)
. <*n« +  M + - - • •+ £ „ $  +  4 , =  .

Получилась, взамен начальных уравнений (71), новая эквивалент
ная система уравнений (74).

Эта новая система уравнений отличается от первоначальной тем, 
что в ней роль свободных членов играют истинные ошибки измерений. 
Но уравнения системы (74) обладают всеми свойствами начальных урав
нений ошибок и, в частности, свойствами, установленными в предыду
щем § 37.

Применяя формулы (67) к системе уравнений (74), получим 
[г/2] =  [Av] [АЛ k] (75)

или, по (68)
[г/2] =  [Av] =  [Д2]

[аА]2 [ЬА • I]2 №  • (k -  I)]2
[gg> ( k — 1)]’[ad] • 1] 

Вероятнейшие значения неизвестных мы определяем при условии 
- [‘ v2] - minimum.

Отсюда явствует, что всегда должно существовать неравенство
[v*]<[A2] (77> .

Равенство (76), в котором выражения
[аА]2 [ЬI]2
[ad] ’ [bb 1]

и т. д. суть существенно положительные величины, находится в полном 
соответствии с основным неравенством (77).

§ 39. Средняя квадратическая ошибка непосредственного
измерения.

Согласно принятых нами обозначений , представляют
собою истинные ошибки непосредственно измеренных равноточных ве
личин Q,, Q, , . . ,  Q ,.

Если бы эти ошибки нам были известны и если бы число их было 
достаточно велико, то мы могли бы по ним определить среднюю квад
ратическую ошибку 7га отдельного измерения по обычной формуле

т
- и ? - (78)



Но, не 'зная истинных ошибок, мы можем сделать попытку опре- 
делить величину т при помощи вероятнейших ошибок v l , v i , . .  , v n 

Для этого воспользуемся установленной в предыдущем параграфе 
связью между истинными и вероятнейшими ошибками измерений (76).

[«*] =  [*] М Г
[аа]

[ЬА • 1]* 
[bb • 1] 1)] . (79)

Если бы число п измеренных величин было неограниченно велико 
то очевидно, что на основании этих измеренных данных мы получили 
бы для неизвестных аргументов значения х , у , . . ,  настолько близкие 
к их истинным значениям Х , У , . . .  W,  что вероятнейшие ошибки 
v l f v a, . . .  v„ в этом случае можно было бы считать равными их истин* 
ным ошибкам, а это возможно лишь при условии, что члены

[аА]2 , I]2
\аа\ ’ [bb, 1]

и т. д. порознь равны нулю. >
Если число измерений п хотя и не бесконечно велико, но все же 

достаточно велико, причем, по сравнении с ним, число аргументов k 
незначительно, то все члены правой части равенства (79) и порознь и 
вместе' можно считать второстепенными по сравнению с первым членом 
[А*], который является главным членом. В таком случае второстепен
ные члены можно заменить с достаточной степенью приближения их 
средними значениями.

Займемся отысканием этих средних значений
[«4Р =  [а1Л1 +  аъ Лг-(-------- апАп]2 —

=  (a\Aii -{ -a \A \- lr ---- -\-а?пА2̂ - \-2 (а 1ааА1Аа-\-
aia3A^s~\~ • • • • -\~an-i<̂nAn-i^n). (80)

Предполагая, что нами сделано бесконечно большое число s рядов 
измерений данных п величин и притом с одинаковой точностью, мы 
можем для каждого такого ряда написать равенство (80) и затем из 
левых и правых частей таких 5 равенств взять среднее арифметическое. 
Так как коэффициенты а1гаа, ..  ,а пво всех этих равенствах одинаковы, 
то среднее придется брать из квадратов и произведений случайных 
ошибок. Но мы знаем, что среднее из квадратов бесконечно большого 
числа случайных ошибок равноточных измерений есть /и2, а среднее 
из бесконечно большого числа парных произведений случайных ошибок 
равно нулю

И2]
S

[4 4 ].

: т-

0

Таким образом

Z t u Z  [аА]2 =  [ау«? +  а \:п - +
Способ наименьших квадратов.

ПрИ 5 =  0 0 .

+  а2п/й2] +  0 =  [й2]^ 2, (81)



а следовательно,
[аЛГСреднее 

значение =■. t u  r n

Переходим к следующему члену

№  М ]2 о М ]=  [М 4 + M s - 2 Н ^ - 1 М . (83)

Среднее значение [аА]г нами найдено. Оно равно по (81) [а2] от2. 
Среднее значение [ ЬА)2 найдется аналогичным путем и окажется 

равным [ft2] от2. -
Остается определить среднее значение произведения

[аА] • [ЬА\ .
Имеем » t

[аА] • [ЬА] =  (â zl, -j- а3А2 —}— . . . .  —]— апАп) • (Ь1А1
4* + • • • • +  bnAn) =  (a,ftjZ12х +

4" А  +• • • •+  «АА) 4" (rtA 44  4“
4~ А  4- —  4" flA -A A i)-

Рассуждениями, совершенно одинаковыми с вышеприведенными, мы 
найдем, что

значение ([аА] • [ЬА]) =  Aft, от2 +  «Лот2 +
+  . . . . +  апЬпт2) =  • от2. (84)

На основании этого, среднее значение [ЬА • I]2 по (83) оказывается 
равным

3Cn£?eZ [ЬА-I]2 =  т  , от2 + [а2] • от2 -  2 ^  • [а*] - от2. ,

или, по преобразовании,

Отсюда
Среднее значение [ЬА • 1]** — [ЬЬ • 1] • ОТ .

Среднее ^ А  • I]2 __ ̂  
значение . Ц

(85)

(86)

Точно таким же образом можно убедиться, что и для каждого из 
остальных членов правой части равенства (79), кроме первого, среднее 
значение равно от2. Поэтому, [v2] можно представить с достаточным 
приближением в виде

А ] =  [zl2] — от2 — от2 — . . . .  — от2 ( раз).

[А2] — пт2,



то

откуда
[г/2] =  п • /гг2 —- k • /гг2 == /я2 (/г — А),

/гг =
| /

В частном случае одного неизвестного аргумента, т. е. когда 1, 
формула (87) принимает известный нам вид . -

т = ±1/J®!L. 
| /  « — 1

§  40. Вес п о с л е д н его  н еи звестн о го .

Для оценки точности уравновешенных по способу наименьших 
квадратов элементов х,у, .. , wнеобходимо знать вес каждого из них, 
принимая за единицу веса вес непосредственного измерения.

В этом отношении метод Гаусса имеет чрезвычайно ценное до
стоинство: при решении этим методом системы нормальных уравнений, 
вес последнего неизвестного получается попутно. Он равен коэффи
циенту при последнем неизвестном в последнем уравнении эквивалент
ной системы.

Докажем это для случая трех неизвестных. Согласно (58) в этом 
случае

Z =  -W7|  <88>
Отсюда видно, что г есть функция измеренных значений lt , ,

так что можно написать
z =  Ф (li, 1.2, . . ,  /„). (89)

По выведенным в теории ошибок правилам вес величины z  можно 
определить по формуле

/дФУ
1 _ U / J  , Щ / ._ I v 17 *2 ' ■ I IР ~~ р ' Р i ---- “Г р  .

Так как в нашем случае все измерения /t , /2, .. , / я равноточны, то 
можно принять

Ph = P h =  —
после чего написанная формула примет вид

1 I ( дФ\4 , , (дФ\*
P ~ \ d l J  + UJ + •••• + 15/J *

откуда

т + т г + - - + т ‘-



Для получения производных раскроем символ [cl • 2] в формуле 
(88). Будем иметь

1
И ) ) -  (91)[СС- 2]{

Из полученного выражения видно, что z есть линейная функция 
измеренных величин /х, /2, ___/я .

d<pНайдем теперь производную -jj -

1 \ [ас] [Ьа • 1] / . [aft] \ I
с*[аа]" а‘ [ftft ̂ "Tj [аа] Я< / Г

дФ
dl'' [сс • 2]

Отсюда

(дФ\\ 1 - f
\с)/г/ [сс • 2]2 \ [аа]а"

[ас]
[ftft-l]2V< [яа]

_ 2/ с - ^ а  ̂. Р £ 1 Л ( ь  _ ^ я V
2 1 ‘ [аа]аЧ  [b[аа]аЧ \ '

д_Ф\-__(дФ
U ,

1
) ~[сс - 2]2

[be • l ] 2

. [ас]2 _[ac] i
31 c' с‘+ щ т а‘а‘~ 2 Ы а

• 1]2 / , . , [ab]* 0 , \
1 [bb - 1]2 ( b‘ bi +  [aa]2 a* •' 2 [aa] a‘ b‘ )

> P £lU (b  c4-[ftft • 1]{ ‘̂ Ш М а a - [̂ a  - ^ a  6[aa] 2 4 * [aa] * 4 [aa] 4 *)}•
Найдя все производные по указанному правилу, возведя их в 

квадрат и сложив результаты, мы получим

[(3 ) 1
, [Ьс-\] 
Г [ЬЬ • 1J

,[Ьс ■ 1]

1
[сс • 2].та т -

[я с]2 г ■,
к  [аа\ ■[яя]2

I ( т [aft]2 1 Tii [aa] ■
[ab]

[aa]2 l”“,J “ [aa]
[я ft] [ас]

2 [-£ £ lrac l- z [яя][aq

[ab]) -

Постепенно преобразовывая правую часть равенства, будем 
иметь

к е т [СС • 2J2 [сс - 1] +  №  И -  ■2 г Й -Л  ‘ 1][ftft • 1] [ftft • 1]1
И . »  .[ ь с -т ь с -р  1 д  1 . Гсс. 21 я _ 1 _ .

1 J r "  I [сс • 2 ]2 J [СС • 2][сс • 2J 2 [ 1 J [ ftft • 1]

Вследствие этого равенство (90) примет вид



Подобным же образом можно доказать, что и в случае неиз
вестных

P „ = Jg g -(k -l)] .  (93)

§ 41. Случай уравновешивания посредственных измерений
с одним неизвестным.

Пусть неизвестное связано с измеренными равноточными значе
ниями /,, 4 ......... /я непосредственно измеренных величин уравне
ниями

al x - \ - l i =  v i)
«2  *  +  4  =  |  ( 9 4 )

а»х+1п =  *н j
В этом случуе будем иметь одно нормальное уравнение вида

[av]\=0,

которое в раскрытой форме представится в виде

[««] х  -}-[«/] =  0; 

решая это уравнение, найдем
х_ _ ш

И ]*

Вес Рх найденного значения X  будет

Рх =  [аа]

(95)

(96)

(97)

(98)

Средняя ошибка непосредственного измерения представится в виде

(99)т . ±1/JEL
— У П— 1

Определим вероятнейшее значение х  другим путем. 
Из формул (94) явствует, что

'
«1 «1 

X = --- ——}- —
а 2 «2

Х =--------« - L

(loo)

Следовательно, для л' имеется измеренных значений



Если веса lltlv ____ ,/„ будем считать равными единице, то для
значений (102) веса будут, по формуле (112) первой части настоящей 
книги, соответственно

А =  V ; Р> =  <; . . .  . - р п =  а„ \

а потому по формуле общей арифметической средины (93) найдем, 
что

л: =

или
(102)

Вес полученного значения получится по формуле (98)

P — Pi + А ~ г - - + А . )
что в данном случае даст

Р =  ал2 -(- а.22 —j— . . . .  — я,,2 =  [ я я (103) 

Вероятнейшие значения ошибок в данном случае будут

1 ах

а потому, применяя формулу (106), получим

Таким образом, по способу наименьших квадратов и по принципу 
арифметической средины мы получили совершенно тождественные ре
зультаты.

§ 42. Вес остальных уравновешенных элементов.

Продолжим обследование случая уравновешивания трех неизвест
ных аргументов.

По исключении неизвестного х  мы имели систему уравнений

[ЬЬ • 1 ]y +  [bc- 1 ] 1] =  0
[be - 1]у/ +  [сс- 1 ] • 1] =  0.



Исключая неизвестное у,мы и пришли к уравнению 

[c c 2 ]z  +  [c/*2] =  0,

которое исследовали в предыдущем параграфе.
Но мы можем переставить написанные два уравнения менСду со

бою, а в них переставить члены с неизвестными. Будем иметь

[сс. \]z +  [ b c - \]y +  [cl‘ 1] =  0 .
[bc- l ]z - \ - [bb- l ]y  +  [bl-\] =  0.̂ v

Написанная система уравнений сохраняет все свойства системы 
нормальных уравнений.

Определяя из первого уравнения неизвестное г и подставляя 
найденное его значение во второе уравнение, получим

(I»  • » - !̂ т г ] > + . ( [ «  • Ч - -  ° - (105)

По доказанному в предыдущем параграфе, мы можем теперь ска
зать, что коэффициент при у  в этом уравнении есть вес неизвестного 
у, т. е.

1] [be • 1]
. Р.̂ьь.ц[сс. п  .

Полученное выражение можно преобразовать,

(106)

или, по (92),

V 1] (107)

Для определения веса Рх уравновешенного элемента л: нужно 
сделать перестановку уравнений и членов в них с тем, чтобы неизве
стное х  было последним, и при непременном условии, чтобы система 
уравнений сохраняла все свойства системы нормальных уравнений.

Уравнения представятся в виде

[bb] у  -f- [be] z  -f- [ab] x  -f- [bl] =  0
[be] у-j- [cc] z-f- [ =  0

[ab]y-\- [ac] z  -f- [aa] x  -f- [al] — 0.

Решение этой системы уравнений и даст нам в результате вес 
неизвестного х, как коэффициент при х  в последнем уравнении после 
исключения неизвестных у  и z.



Можно перестановку неизвестных. и уравнений сделать иначе, 
а именно /

[сс] z  +  [Ьс]у - f  [ас] х  -f- [cl] =  0 ,
[be] z  - f  [bb] у  - f  [аЬ] +  М  =  О 
[ас] z +  [аЬ]у-\- [яа] х  +  [al] =  0.

И в том и в другом случае уравнения фактически можно и не 
решать, ограничившись вычислением .коэффициентов • 1] и • 1] 
и применив после этого формулу (97), но в обратном порядке:

_  [ С1  • 3 Р„ 
[bb- 1]

последи. -- --  предпосл. , (108)'

имея в виду, что веса элементов у  и z уже известны.
Подобным же образом можно поступать и при определении весов 

уравновешенных элементов в случае любого числа их.

§ 43. Пример на уравновешивание углов, измеренных по
способу Шрейбера.

Имеем шесть равноточных измерений углов, представляющих все
возможные комбинации четырех направлений (черт. 13) '

. /_ АОВ =  13° 8'20"
Z  АОС — 38° 17'38"
Z. ВОС =  25° 9'15"
Z  COD — 38° 23' 45"

/_ BOD — 63° 33' 10"
Z  AOD=76° 41'27"

Требуется определить вероят
нейшее значение углов х, у  и z 
и оценить точность полученных ре
зультатов.

По числу непосредственных
измерений составим шесть началь
ных уравнений ошибок

1) х — 13° 8' 20" =
2) 38° 17'38" =  ^
3) 25° 9’
4) z — 38° 23'
5) — 63° 33' 10" =

x + y J f-  76°41'27" =  г/6.

Для удобства отыскания нужных коэффициентов расположим эти 
уравнения в схеме, а чтобы избавиться от больших свободных членов



введем приближенные значения неизвестных, сводя вопрос к отыска- * 
нию поправок 6х, ду и dz. Положим

* = 1 3 °  8' 20" 
у ==25° 9' 15" =  ‘
z  =  38° 23' 45" -j-

Будем иметь такую таблицу коэффициентов начальных уравнений

N. К0Эфф. 

уравн. N.

а Ъ с / V V2 lv

1 1 _ _ 0 0.00 0.0000 0.00

2 1 1 — — 3 +  0.25 0.0625 — 0.75

3 — 1 — 0 +  3.25 10.5625 0.00

4 — — 1 0 +  3.50 12.2500 0.00

5 — 1 1 — 10 — 3.25 10.5625 +  32.50

6 1 1 1 — 7 - 0 .2 5 0.0625 +  1.75

33.5000 +  33. эО

Столбцы, начиная с 6-го, заполняются в последствии.
На основании этой таблицы составляем таблицу коэффициентов 

нормальных уравнений

Коэфф. 1i

№№ N. 
уравн. N^

аа ab ас al bb be bl СС 1 cl
I
1

1 1

2 1 1 — — 3 1 — — 3 — —
3 — — — — 1 — — — —
4 — — — — — — — 1 —

5 — — — — 1 1 — 10 1 — 10

ч 6 1 1 1 — 7 1 1 -  7 1 — 7

£ 3 2 1 — ю | 4 2 — 20
3 j

-  17



Таким образом, система нормальных уравнений в нашем случае
будет

3dx-j-2dy-{- — 10 =  0
26x +  46y-\-26z — 20 =  0 

Ac-f 2dy +  3Az — 17 =  0
(ПО)

Эта система уравнений решается весьма просто способом сравне
ния коэффициентов. Складывая 1-ое и 3-е уравнения и деля в полу
ченном уравнении все члены на 4, найдем

Из найденных двух уравнений следует, что

ду = 3".25. 

Сравнение 1-го из ур-ний (110) с уравнением (112) дает

дх =  0 .  

Сравнение 3-го из ур-ний (110) с уравнением (112) дает

Аг =  3'\5.

Таким образом, окончательные значения неизвестных по (109) 
будут

Но приведенный способ решения не дает нам данных для оценки 
той степени доверия, которой заслуживают найденные значения не
известных.

Решим теперь систему нормальных уравнений (110) методом 
Г аусса.

Из 1-го уравнения имеем

Подстановка этого значения дх во 2-ое и 3-е уравнения дает

дх +  ду +  дг — 6.75 =  0.

Сокращая все члены 2-го уравнения на 2, получим 

дх -)— 2 ду —|— dz — 10 =  0. ( 112)

(П 1)

х — 13° 8'20''.00 
у  =  25° 9'18".25 
2 =  38° 23' 48". 50.

(ИЗ)



Мы видим, что полученная система уравнений обладает всеми 
свойствами системы нормальных уравнений.

Определяем из 1-го уравнения системы (114) неизвестное ду:

6у. 1 <5z-{- 5. (115)

Подстановка найденного значения 6у во 2-е уравнение дает

2fe — 7 =  0 (116)
Отсюда

6z =  3". 5,

а из уравнений (115) и (ИЗ) получим последовательно

6у=  3".25 
дх =  0.

Из уравнения (116) непосредственно следует по (Г02), что

Р = 2 .
Применяя для определения веса Ру формулу (107), получим

Р — 2л р  — р  =  2Г у 8 у  г̂ ■' /3
Для определения веса Рх переставим уравнения системы (ПО), 

с одновременной перестановкой неизвестных.
Получим

ЗсУ̂г —(— 2<Уу —{— <5х— 17 =  0 
2 6z-j“ 4 <fy-j- 26x — 20 =  0

dz-\-26y-\-36x— 10 =  0.

Решая эти уравнения методом Гаусса, мы найдем в результате

2<Ьс =  0.
Отсюда

Р. =  2.

Найдем Рх иначе, не решая уравнений. 
Имеем

[ЬЬ • 1 ] =  [ЬЬ]-

[сс • 1] =  [сс] —

[аЬ] [ab\ _4 8_
[аа] 3 3

[ас] [ас] „ 1 8
[аа] ~3 3 3

р = [££_1_Ир — р  — 2
1 [ЬЬ • 1] » »



Таким образом) все наши уравновешенные элементы х, у  и z  яв
ляются равноточными с весом, равным 2.

Для определения средней квадратической ошибки непосредствен
ного измерения, (вес его нами принят за единицу), подсчитаем вероят
нейшие ошибки (см. таблицу выше) и применим формулу

Получим

Для поверки вычисления вероятнейших ошибок применяем то
ждество (63)

[v'\ =  [lv]. (117)

В нашем случае оно в точности выполняется. Если бы величины 
неизвестных или ошибок v  были вычислены нами с округлениями, то 
в тождестве (117) левая и правая часть могли бы несколько не совпа
дать между собою.

§ 44. Обработка посредственных измерений по принципу
арифметической средины.

Для определения в нашем примере вероятнейших значений неиз
вестных можно применить принцип общей арифметической средины, 
не прибегая непосредственно к способу уравновешивания посредствен
ных измерений.

В самом деле, из данных 6 измерений можно, например, для 
неизвестного у  найти три самостоятельных значения: по третьему из
мерению, по разности второго и первого и по разности пятого и чет- 

-вертого, при чем последние два результата будут с весами, равны
ми V,.

Таким образом, для-у мы будет иметь значения -

1) 25° 9'15" с весом 1
2) 25° 9'18" „ >4 =  */а
3) 25° 9'25" „ />з =  7 2

По формуле

__РгУ,-\~Р*Р* +  Р»Уг 
У* А + А + А

найдем
у0 — 25° 9' 18". 25,



при чем вес

Ру — Pi +  Pi Л~Рз = = 1 + 2 " + " 2 ==:^'

Мы видим, что для у  получен тот же результат, что и по спосо
бу наименьших квадратов и с тем же весом.

При вычислении у  при помощи арифметической средины мы со
вершенно не использовали 6-е измерение (измерение угла AOD).

Можно для вычисления значения у  подыскать и другую комбина
цию из данных измерений, а именно, третье измерение и разность 
между шестым и суммой первого и четвертого измерений. Останутся 
неиспользованными второе и пятое измерения. Но тогда для у  полу
чится 25°9'16".75, с весом */3*

Этот результат менее надежен, так как вес его . меньше, чем в 
первом случае.

Таким образом, способ наименьших квадратов автоматически ком
бинирует данные результаты измерений так, чтобы из них для каждого 
неизвестного получить наиболее надежный результат.

§ 45. Контроль составления и решения нормальных урав
нений.

В рассмотренном нами примере мы не встретили особых труд
ностей при отыскании уравновешенных элементов в виду малости 
числа их и простоты конструкции нормальных уравнений. Но в тех слу
чаях, когда число измеренных данных и самых неизвестных значитель
но, решение системы нормальных уравнений и даже их составление 
становится столь громоздким, что является настоятельная нужда в упо
рядочении расположения самых вычислений по схемам и в организации 
солидного контроля этих вычислений.

Правда, выведенные нами формулы (67)

И  =  №  =  [и • k],

являются отличным средством контроля всех вычислений по уравнове
шиванию в качестве заключительного аккорда. Но этого недостаточно* 
Необходимо организовать контроль таким образом, чтобы проверялась 
каждая строка вычислений, дабы иметь возможность своевременного 
устранения допущенных промахов.

Таким способом контроля является метод сумм.
Сущность его сводится к следующему.
Если мы в начальных уравнениях ошибок

ai x J r b vy-\-c1z - j - ----
а2 Х~\~̂2 y~TCi Z~{~• • • • ~b^2 ~}~ 4 =

Я» * +  Ьлу  +  Си z4- • • • • + £ »  W  4- /„ =  v



произведем суммирование в каждом из них коэффициентов и свобод.
ных членов, то получим ряд равенств

ci +  • • • ■ 4- К — si ]
+  •• • • +  g‘2 ~f" К =  S1 (

i (118)

rt« +  -f- cn -f- . ■■■+gn-\-ln =  Sn >

Произведем умножение членов этих равенств на соответствующие ко
эффициенты айУ . . .  ап и результаты сложим. Будем иметь

[аа] -f- [ab] [ас] - f ------ [аё\ \а — [а5] • (119)

Подобным же образом мы получим равенства

№] +  т + [ьс]+ • • • • + т  +  =  т
И  +  [Ьс] +  \сс\ +  . . . . +  [cg] +  [Cl] =  И

м  нь т  +  [ci] + . . . .  +  И +  т  =  [/5]

Эти тождества показывают, что если иметь суммы sit s4, . . . s n и 
с ними попутно при составлении нормальных уравнений производить 
те же операции, какие производятся над членами соответствующих 
начальных уравнений, то получатся количества [as], [bs]........ [/s], кото
рые дадут возможность проверить по формулам (119) и (120) правиль
ность составления нормальных уравнений и добавочного уравнения 
(64).

Для проверки вычислений при составлении уравнений эквивалент
ной системы докажем, что

Имеем
[bb • 1] -)- [Ьс • 1] -)- . . .  -(- • 1] — [&s • 1].

[ЬЬ-\] =  [ЬЬ]

[Ьс ■ 1] =  [Ьс]

[ab\ [ab\ 
[aa]

[ab] [ас] 
[aa]

(121)

[Ь1 • 1] =  [Ь1] [ab] [al] 
\аа]

Сложение членов этих равенств дает

[ЬЬ- 1] +  [Ьс- 1] +  . . . .  1] =

=  [bs] — [ab] -  | ^ j  • ( М  -  М )  =

[ab] [as] 
[aa] +  [ab] = [bs. i |.= [bs]-[ab]



Точно так же можно установить, что

[сс • 2] +  [erf • 2] +  . . . .  +  [cl • 2] =  [cs • 2] V
[ r f r f - 3 ] + . . . . + [ r f / - 3 ]  =  [ r f 5 . 3 ]  I 

....................  ... ........................................  \ ( 122)

[ / / . =  [Zs • j

Отсюда видно, что если при решении системы нормальных урав
нений над суммами [as], [is], . . . .  производить надлежащие операции, 
считая их как бы коэффициентами соответствующих уравнений, то по 
формулам (122), можно проверить привильность вычисления коэффи
циентов каждого вновь составленного уравнения.

Последняя из формул (122) может быть объединена с формулой 
(67), что даст ряд равенств

[®*] =  [lv\ =  [И• =  [Is • (123)

Этот ряд равенств можно дополнить еще нижеследующим.
Помножим все члены начальных уравнений ошибок на соответ

ствующие суммы Sj, s2, . . . .  s„ и сложим результаты. Получим урав
нение

[as] х +  [is] у  + --------- +  w - f  [Is] =  [vs). (124)

' Контрольное равенство для этого уравнения будет

[as] +  [is]+ . . . . + fes] +  [/s] =  [ss], (125)

Производя последовательную подстановку неизвестных в уравне
ние (114), мы убедимся приемом, указанным в § 37 в отношении урав
нения (64), в существовании равенства

[Is ■ k) =  [г/s]. (126)

Контрольное равенство (125) приведет нас к тождеству

[Is • &] =  [ss • Щ. "  (127)

Объединяя (123), (126) и (127) равенства, мы получим ряд кон
трольных заключительных соотношений

[®*] =  [vl\ =  [vs] =  [ll • k) =  [Zs • k] =  [ss • k). (128)

В некоторых случаях уравновешивания, как мы увидим в даль
нейшем, может быть полезным соотношение, которое можно получить 
из тождеств (128).

Имеем
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I | а/] \aa\ [ab] [eel [as]

2 lg [a/[ lg [aa] i g H l lg \ac\ lg [as]

* i l£il
& \aa\

, M  
g [

, If£l
g [да]

. [«] 
lg [aa]

м [a/[ 
[aa]

8 M m [te] [6s]

39 \ac\ 
~ z \aa\

9 \al\ ] \ab\ \ab\ , fa»] ]ac] [a6] |as] .
[aa] I [aa] [aa]

*o \ab\ 
— y [aa\

10

11
IW1J 

lg [6/1]

[M il
lg[M l]

• [6cl] 

lg[6fl]
[tell

lg [tel]

д: = 12 , №  1 
Je [661]

, 1М1]. 
l g [661] l g [66i]

33 [Wll
[661] 16 [c/] [cc\ И

36 [Mil
~ z m \

n  [ac| [a/J 
laaj

i* [6d][6/n

[ac] [ac| 
|aaj

\bc\\[bc\\

[ac] las] 
[aa]-

[6cl] [6sl]
37 V = т \

и 21

lg[W2]

. \сЩ
lg [м2|

\cl2\
' [сс2\

№ \

[сс2\
\g[cc2\

№ )

[ « 2]

lg [м2]

lg
[м2]
[м2]

21 m l&l
25 |a/| \al\ |a/| as|

\aa\ |aaj

26 [6/1][6/1] |6/1] [6sl]
[661] [M l|

21 [c/2| \cl2\ [c/2| [м2]
\cc [cc‘2\

28 [//3] ’ [/■S3]

29 [ss]
30 _[as[]as|

[aa|
81 [6sl[|6sl]

[66Ц
32 [м2] |m2]

[м2]

33 \sso\



л и с т  в.

• lgM
,Aal\[a

& [ад)
. . [at M  
g [да]

•  V .  ■ . 7;-

*" lg [Щ 
■ . \ab\[al\
. g [де]
, [д6][д6]

 ̂ [да]
. И] [дс1 
g [да]

|Д6]]Д5]
g |дд)

5 lg [а 
[ас] [д/]

2‘ т
, \<*с\[ас\ 
lg [аа]
, _ [ас] [as] 
g \аа\

7 lg I'M]
И! [Д5| 

g [аа|

и Ig [6/1]
[б/1][б/ц 

tg [661]
[6/1] [6sl]

\ьы\

« lg
[6с1][6/1] 

lg [661]
|6cl][6cl] 

g [ЪМ\
[bcl][bsl( 

lg [bb 1|

15 lg[fol| 
[toll [toll

lg [Щ

22 lg [Cl2]
[с12]

lg [сс2\
[сЩ [м2]

, g [с '

23 lg [«21
[«2] [«2] 

lg [cc2\

Развернем левую и правую часть равенства в строку по формуле
(68)

г/л_ М И _ [Ы- ц ы - 1 ] _  \ g i ( k - \ ) ]\gi(k — \)\
[аа] [bb ■ \] [g g - (ft — 1)]

= r/sl МИ] _  [Ы- 1] [fo. 1] _  _  [g/(ft—i)jfes(ft—1)]
[аа\ [bb- 1] • • • ’ [gg--(ft— 1)]

С другой стороны
[/s] =  [/(а -(- b. + £ + / ) ]  =

> =  ИН-[ЭД + • . ■. +&/ ]  +  №
Поэтому, написанное выше равенство можно представить в виде

М М . | [Ь1 • 1] [ft/ • 1] , , (ft- 1)]Eg-/ • (ft—l)]
[aa] [bb - 1] ^  ‘ ‘ ‘ ' ^  • (ft — 1)]

[a/] [as] [ft/ - 1] [fa. 1] fe/- (ft— l)]fes-(ft— 1)]
[aa\ [bb • 1] ' ‘ [gg- • (ft — 1)]

Способ наименьших квадратов. 8



§ 46. Схема решения системы нормальных уравнений.
Для придания решению системы нормальных уравнений возможно 

большего порядка и ясности и для облегчения вычислительных дей
ствий, эти вычисления следует располагать в определенной схеме. 
Одна из таких схем приведена на стр. 112 и 113 для случая трех 
уравнений, т. е. для системы уравнений

[яа| х-f \аЬ\у 4  \ас\z ~Ь fad =  О
\аЬ\х +  ( ЬЬ\у +  [bc\ г  +  =  О

(«<•] -V 4  \bc\y 4  [сс\ z 4  (г/] =  0.

Лист А этой схемы является основным, а на листе В, отдельном 
от листа А, производятся вспомогательные подсчеты. При этом на ли
сте А вычисления ведутся по горизонтальным строкам, а на вспомога
тельном листе В — по вертикальным слолбцам. Порядок заполнения 
строк и столбцов показан цифрами.

Некоторые вычислители предпочитают столбцы, соответствующие 
свободным членам, помещать не на первом месте, как это сделано 
в прилагаемой схеме, а на предпоследнем месте. Это не меняет суще
ства дела.

Приведенная схема рассчитана на пользование логарифмическими 
таблицами (обычно четырехзначными или пятизначными). В настоящее 
время для вычислений при решении системы нормальных уравнении 
нередко прибегают к помощи арифмометра.

В этом последнем случае общий вид схемы остается тот же, 
только она приобретает болеее кампактный вид.

§ 47. Пример на определение постоянных для барометра-
анероида.

Даны сравнения показаний барометра—анероида с ртутным баро
метром (стр. 115).

Д л я  барометра—анероида известна формула
В, = А4  а4 b • 14 с (760 (131)

Здесь коэффициенты а, bи с неизвестны. Обозначим их через 
,v, у  и z и определим их значения по способу наименьших квадра
тов.

Начальные уравнения ошибок в нашем случае будут иметь вид 
-V 4  t• у4 (760 — Л) • Z 4  (А (132)

Введем обычные для нас обозначения коэффициентов этих урав
нений и свободных членов:

b =  t
с =  760 — А 
'■ =  А - В 0.



по
порядку

t
(темпера

тура)

Л
(анероид)

Вщ
(ртутный

баром)

1
+  10°.0 С

тт

749.0

тт

744.4
2 +  6.2 46.1 41.3
3 +  6.3 56.6 52.7
4 +  5.3 ' 58.9 54.7
5 +  4.8 51.7 4 47.9
6 +  3.8 57.5 54.0

7 +  17.1 52.4 47.8

8 +  22.2 52.5 48.6

9 +  20.8 52.2 47.7

ю  1 +  21.0 59.5 55.6

Коэффициент а везде равен 1.
Располагаем начальные уравнения в таблицу, как в § 43, добав

ляя графу для сумм s. Суммирование по столбцам даст контроль вы
числений этих сумм по формуле

[*] + [*}+ ....+М = И-
В результате получим нижеследующую таблицу

N. Коэффи- 
X. циэнты

по .
порядку \ ч

а ь с /

1 1 10.0 11.0 4.6 26.6

2 1 6.2 13.9 4.8 25.9

3 1 6.3 - 3.4 j 3.9 14.6

4 1 5.3 1.1 4.2 11.6
5 1 4.8 8.3 3.8 17.9
6 1 3.8 2.5 3.5 10.8
7 1 17.1 7.6 4.6 30.3
8 1 22.2 7.5 3.9 34.6
9 1 20,8 7.8 4.5 34.1

10 1 21.0 0.5 3.9 26.4

V  ___
— 10.0 117.5 63.6 41.7 232.8



. , — 116 -  • - - й .L . ' . ■ • .

Вычисление коэффициентов нормальных уравнений производим в 
таблице, помещенной на стр. 117, уже знакомым нам приемом, но с 
применением контрольных формул.

На. основании результатов вычислений в этой таблице полу
чается такая система трех нормальных уравнений с тремя неиз
вестными.

10 * +  117,5 у-(- 63,6 41,7 = 0  
117,5* +  1902,59з/ +  741,97г +  494,87 =  0
63,6*+ 741,973 +  577,22* +  276,75 =  0.

Решение этих уравнений в схеме приведено ниже на стр. 118 и 
119 применительно к общей схеме, данной на стр. 112 и 113.

Из основного листа А на стр. 118 видно, что контроль по 
формуле

[// ■ k] =  [Is •
дает вполне согласные результаты; по [55 • к] результат не вполне со
гласуется с [// • k\ и [Is ■ k\. Это происходит потому, что [55 • k] полу
чена путем алгебраического сложения больших чисел. Это обычно имеет 
место в отношении [55 • k]. Поэтому контроль [55 • k\ нередко опускается. 
В таком случае пропускается и последний столбец 55 в таблице коэф
фициентов нормальных уравнений, а также последний столбец вспо
могательного листа В.

В результате вычислений мы найдем, что
тп

х  =  — 3.625 
3 =  — 0.0100 
* =  — 0.0671.

Следовательно,
тт

В0 =  А— 3.625 — 0.0100 • г1 —0.0671 • (760 —Л).

Для определения вероятнейших ошибок v  и оценки точности срав
нения барометров составляем таблицу (стр. 119 нижняя).

Схождение итогов столбцов и vl служит контролем вычислений. 
Кроме того, эти итоги должны сходиться с результатами контрольных 
заключительных вычислений по схеме.

Для средней квадратической ошибки непосредственного сравнения 
барометров получим

'  + .,/0 7 8 5 7 0 .
' - - у  То=7т : ’ =  ±0 ,35 .

Для оценки точности найденных значений постоянных барометра 
имеем непосредственно из вычислений

Р ='173.

Р„ =  Щ .  173 =  522.
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О С Н О В Н О Й  Л И С Т  А.

41.7 10 117.5 63.6 232.8

1.62014 1.00000 2.07004 1.80346 2.36698

0.62014 , 1.07004 0.80346 1.36698

— 4.17 494.87 1902.59 741.97 3256.93

— 6.36.Z =  +  0.427 — 489.98 -  1380.62 — 747.30 — 2735.40

— 11.75з/ — +  0Л18 4.89 521.97 ‘ — 5.33 521.53

0.68931 2.717.65 0.72673л 2.71728

х  =  — 3.625 7.97166 8.00908л 9.99963

— 0.00937 "  276.75 577.22 1659.54

0.0102.2 =  0.00066 — 265.21 404.50 — 1480.61,

у =  -  0.0100 +  0.05 — 0.05 4-5.33

11.59 172.67 184.26

1.06408 2.23722 2.26543

8.82686 0.02821

г =  — 0.0671 175.57 988.89

— 173.89 — 970.78

— 0.05 — 4.89

— 0.78 — 12.36

- 0.85 0.86

6138.16

— 5419.50

1 — 521.09

-
— 196.63

0.96
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В С П О М О Г А Т Е Л Ь Н Ы Й  Л И С Т  В.

1.62014

2.24028

2.98712 }

2.07004 

. 2.69018 

3.14008 / 

2.87350 

3.43702

1 .
1.80346

2.42360

2.60692

3.17044

2.36698

3.73396

0.68931 0.72673 2.71228

8.66097 8.69839 2.71191

• . 0.68894 8.73581

0.72636

1.06408 2.26543

• 9.89092 2.29364

. 1

1.09229

№№

по
порядку

ах by CZ /

1

V V2 lv

----------- *—

1 — 3.625 — 0.100 — 0.737 +  4.6 +  0.14 0.0196 +  0.644

2 я — 0.062 — 0.931 +  4.8 +  0.18 0.0324 +  0.864

3 ■ я — 0.063 — 0.228 +  3.9 — 0.02 0.0004
j

— 0.078

4 я ч — 0.053 -  0.074 +  4.2 +  0.45 0.2025 +  1.895

5 Я — 0.048 -  0.556 +  3.8 — 0.43 0.1849 — 1.634

6 » — 0.038 — 0.168 +  3.5 — 0.33 0.1089 — 1.155

7 0 — 0.171 — 0.509 +  46 +  0.29 0.0841 +  1.334

8 » — 0.222 — 0.502 +  3.9 — 0.45 0.2025 — 1.755

9 » — 0.208 — 0.523 +  4.5 +  0.14 0.0196 +  0.630

10 0 — 0.210 -  0.034 +  3.9 +  0.03 0.0009 +  0.117

' V 0.8558 +  0.857



Отыскивание веса Рх производим после соответствующей пере
становки нормальных уравнений.

Получим
/> ,=  1,72.

§ 48. Оценка точности результатов уравновешивания при 
неравноточных посредственных измерениях.

В § 35 мы установили, что в случае неравноточных посредствен
ных измерений можно представить начальные уравнения ошибок в виде

а \х  +  Ь \у + ..
(I t̂ X | Ь^ Ч [ • •

+ g 'iw +  r i =  v \  
-\-g'i w + l'i =  v',z

где
а\ =  a, VPi; а \  =  а.2 
b\  =  VPx I b\ =  bt y/Pv

l\  =  liVpi ; i't li VPr
v \  =  v, ]/px; v \  =  v, ]//»,;

(134)

Таким преобразованием дело сводится не только по форме, но и 
по существу к уравновешиванию равноточных измерений, так как 1\ ,
/4, ---- все имеют одинаковый вес, равный единице.

Для средней квадратической ошибки единицы веса будем иметь 
формулу

< = ± w m
V

которую на основании обозначений (134) можно представить в виде

P =  ± W \ P V3(135)
У п— k

Вес последнего неизвестного будет равен

р * = \ ё ё Л к ~  i)i,
или по (134)

P„ =  [p g g -(k -  1)1. (136)

Таким же образом изменятся и другие выведенные нами ранее 
соотношения.

Заключительные контрольные формулы примут вид
\pvl\ =  [pvl] =  [pvs] — \pll • k\ =  [pis • k] =  [pss ■ k\. (137)

В практическом отношении, в случае неравноточных измерений, 
порядок уравновешивания, схемы, контроль,—все остается в том виде, 
как это изложено выше для случая равноточных измерений.



§ 49. Вес функции уравновешенных элементов.

Имеем функцию уравновешенных элементов

и =  ip(x, --------  w)(138)

Требуется определить вес вычисленного значения этой функции. 
Какого бы вида ни была функция и,—ее всегда можно перевести пу
тем дифференцирования на линейную, введением приближенных значе
ний уравновешенных элементов.

Будем иметь

da= % d x + % dy + - ' - - + d£ dw- <139>
Для решения вопроса можно определить из равенства (139) ка

кое-нибудь из неизвестных, подставить это значение в начальные урав
нения ошибок, в которых неизвестные также заменены их поправками, 
и по приведении членов расположить их так, чтобы был последним 
неизвестным.

Составляя теперь по начальным уравнениям систему нормальных 
уравнений и решив эту систему по методу Гаусса, мы найдем непо
средственно вес du, как вес последнего неизвестного.

Такой способ решения вопроса особенно удобен тогда, когда 
главной задачей уравновешивания является именно отыскание по дан
ным измерениям вероятнейшего значения функции и ее веса.

В тех случаях, когда требуется отыскать вес нескольких функций, 
или когда вообще задача уравновешивания является сложной в виду 
значительного числа неизвестных аргументов,—вопрос о весах этих ар
гументов и их функций решается при помощи так называемых в е с о 
вых к о э ф ф и ц и е н т о в .

§ 50. Определение весов уравновешенных элементов при 
помощи весовых коэффициентов способом неопределен

ных множителей.

Для ознакомления с идеей способа весовых коэффициентов и при
менением его к целям практики, рассмотрим случай четырех неизвест
ных при неравноточных измерениях.

Имеем систему нормальных уравнений

\pad\x - f  [pab]y -(- \pac\z - f  [pad]t -j- [pal] =  0 )
[pabjx +  [pbb]y +  [pbc}z +  \pbd\t +  \pbl] =  0 I (140) 
[pac\x +  [pbc]y - f  [ pcc]z-f  [ +  [pel] =  0 [ 
\pad\x -j- [pbd]y 4- [pcd\z -j- [pdd\t -f- [pdl] =  0. J



Эквивалентная этой системе уравнений, при решении по методу 
Гаусса, будет

х + \ Р » \  у + \ £ Е \ г + р * \ , +  М  = 0
1 \pcia] [ раа\[раа\

\ .  , \pbc- \ \ z| \pbdjJ^ \p b l - l ] г _ 0
\РЬЬ- 1] [рЬЬ.Ц

\pcdj_2]
[рсс • 2]

f pbb• 1]

< +  j£ £ ^ 2 |= o

t  +

[pec • 2] 
\pdl - 3] 
\pdd - 3]:

1

A i l

A . A  . 1

A R Cл 3 » ^3 > '-'3 е

(141)

Помножим члены новой системы уравнений соответственно на 1, Л ,, 
Л2 и 4 , и сложим. При чем количества Л ,, Л4 Л3 подберем так, чтобы 
в результате коэффициенты при у, zи обратились в нуль. 

•Получим

\pat\ I \РЫ • 1]
\раа[ . u Ai +  r ^ i l  А  +  гт пг^л  А  =  0, (142)[pbb -1] 1 ' [рсс -2] | Т  \pdd • 3] 3 4 '

а условия неопределенных множителей будут

[pab]
[paa]
[pab]
[Р^]
[pad]
[раа]

Л, =  О

[pbc- 1] 
[pbb- П
[pbd - 1] 
[pbb - Т]

Л , + Л 2 =  0

Л‘ + [ ^ Т '2 1 Аз +  Лз =  0-

I- (143)

Из уравнений (143) видно, что они уже решены относительно не
известных множителей At, Л2 и Л ,, при чем все коэффициенты и сво
бодные члены этих уравнений нам уже известны попутно, из решения 
нормальных уравнений методом Гаусса.

Зная множители Л ,, Л2 и А3, мы можем из уравнения (142) опре
делить неизвестное х, что будет служить поверкой вычисления этих 
множителей, так как уравновешенное значение х  нам уже известно из 
решения нормальных уравнений.

Если мы помножим члены второго, третьего и четвертого урав
нения системы (141) соответственно на 1, В.,, В3 и наложим условие, 
чтобы при сложении членов всех уравнений коэффициенты при неиз
вестных z к t обратились в нуль, то получим уравнение

и условия

у +  Ш i l l  у ^[рЬЬ ■ 1]
I [pci • 2] д , [рЫ • 3 [
' [.рсс -2] 2 [pdd • 3| 3=  0

[pbc• 1 ] 
[pbb- 1] 
\pbd • 1] 
[pbb - 1]

f  Д ,  =  0

■ [pcd-2] 
' [рсс • 2] в* -\~в3= о.

(144)



Мы видим, что множители Я, и Я, определяются из уравнений 
(145) также легко, как и множители Ait Аа и А,, что для определения 
их все данные у нас уже имеются.

Уравнение (144) служит контрольным.
Помножим члены третьего и четвертого уравнения на 1 и и 

сложим, наложив условие, чтобы коэффициент при неизвестном t об
ратился в нуль. Будем иметь

и

7 , [pet2]
^  [рс

[pdl • 3] 
[pdcL • 3] 3=  0 (146)

[ped • 2] 
[рсс • 2 ] f C s =  0. (147)

Применим теперь множители АА3,*А3, Я4, Я, и С3 к отыски
ванию весов уравношенных элементов.

Так как уравновешенные элементы у, z, t суть линейные 
функции измеренных значений llt I, , 1п, то мы можем представить 
их в виде

х  — а ^  -|~ а2/, - f - ------[- ап1п — [а/] \
У — /Vi +  А ----- +  ftJn =  I
z== Yih 4" У J i t ---- -\-7пК =  [У̂  (

t  =  rfj/j -f- 6г13 - j -  +  6Jn =  [d/].

(148)

По известной нам из теории ошибок формуле (116) мы можем 
написать, что

“l" I g2 I
Pi ^

, Подобные же соотношения можно написать для весов остальных 
неизвестных, так что в общем мы будем иметь

JL—Г^1 '
Р ~ \  Р \

Суммы

(149)

называются квадратными весовыми коэффициентами.
Для определения величины этих коэффициентов помножим члены 

нормальных уравнений (140) соответственно на неопределенные множи-



тели Q, , , ,  Q , , 2 , Q , ,, и Q , , д и сложим их, наложив условия, чтобы 
коэффициент при х был равен 1, а коэффициенты при остальных не
известных оказались равными нулю. Получим

я  =  — \pal\ Q ,, д — [pbl\ Qt , 4 — [pel] Qt , з — [pdl\ Q ,, 4 (150)

Условия составят систему уравнений

[ ^ ] Q i , ,  +  [ ^ ] Q i . 8  +  f ^ ] Q i . 3  +  [ ^ Q i M  — 1в=о |
\pnb\Qi, I +  [pbb]Qt, a -f- [pbc]Q, , 3 -h [pbd\Q, , ,  = 0  | . .

\pad\ Q , ,  д +  \pdb\ Q, , 2+  [Pcd\ Q,. , 3  +  [pdd\ Qt , ,  =  0. )
\

Полученная система уравнений отличается от системы нормальных 
уравнений (140) только тему что в ней '

/
[рЫ\=----\; \рЫ] =  0; =  0; (152)

Поэтому очевидно, что для новой системы уравнений (151) коэф
фициенты .4,, Аг и А3 будут те же самые, т. е. они'будут определять
ся уравнениями (143)

А [Р«Ь 1
1Л™1

(153) .

а =  _[/»«£] _  \рЬс • 11 ,
* \раи\ [pbb • 1] * (154)

[pad] 1| ]
* “  [pan | [pbb • 11 1 [pec -2\ v (155)

. Для определения неизвестных Q , , , ,  Q , , „ , Q , , s и Q , , д нужно
определить и в формулы (142), (143), (146) и последнюю из (141), под-
ставить значения [pal], | pbl-1], [pci • 2] и [pdl • 3J.

Имеем из (152), что

С^б)

Далее мы знаем, что

\ры - ц  =  \ры\

что согласно (152) и (153) по преобразовании дает

[p• 1J — — -*4,- (157)
Мы знаем, что

Но по (157)
'



Кроме того, аналогичным путем можно убедиться, что

[рас] ,\pcl-\] = [раа]

я потому можем написать, что

или, согласно (144),

|pci' 2]:

Таким же путем докажем, что

Подстановка найденных значений в формулы для неизвестных 
приведет нас к таким результатам

- А , . (158)

- А . (159)

Qi 11 — 

Ql ,2 =  

Qi . 3 =  

Qi»i =

l д а « 4̂,2
[/Wirt] ' [pW> • 1 ] ' [• 2] ^  [prfflf • 3]

____ I -4̂  * i 4̂,-) * Д,
[pft& • i] ' [ • 2] [pdd • 3]

A
+ A3 ' C3

[pcc-2] 1 [prfrf-3]
_j____4*—
^  0»rfrf • 3j.

(160)

Обратимся теперь к уравнению (150).
Раскрытие в нем квадратных скобок и подбор членов дает:

' X  —  ( A « l Q l M + A &l Q l . 2 + A Cl Q l  . З + A ^ l Q l . i )  —

(P%a%Qi, i  Pî iQi > 2 “ t- P-ẑ -iQi > з “ l-  i ) i )  2̂

—  0 V * . Q i > i 4 - P A Q i > • з + j ° n fl,n Q i . ») •

Сопоставление этой формулы с первой из (148) приводит к вы 
воду, что /

at =  PiaiQi > 1 -Ь/>AQi >2 “f~ > з ~l~ 11 ^
a2== PvflzQi, i “j- Pib<iQ.\ > 2 “HPi^zQi, з “I-  pA>Q\ , i (161)

— “»= w « Q i . i + ^ » Q i . s . з T / '^ n Q i -1 ,

Составим теперь с помощью этих значений а выражение для ве- 

Г <шТсового коэффициента J.



Будем иметь

—  =Q i,i([P««] Q i. i +  \pab] Qi , 2 +  \pac\ Q , , ,  +  \pad\ Q1M) +
~b Q i»2 (\Pab)Qi. i ~b [pbb] Qt , 2 -j- [ ] Qi i з +  Q1M) +
+  Qi , 3 ([/wc]Q, , l +[pbc\Ql ) i +[pcc]Qlt3 +[pcd] Q1M) +
+  Qi м ( \Pad\Q i. i +РЬ(Ц Qi2 +  [ Q t, * +  [pdd] Ql>t).

Принимая во внимание условия (151), получим

f y ]  =  QiM- (162)

' Если мы помножим члены нормальных уравнений на неопределен
ных множителей Q2>1, Q2, 2, Q2, 3, Q2,4, наложив на них условия, 
чтобы при сложении левых и правых частей нормальных уравнений 
коэффициент при у  обратился в единицу, а коэффициенты при осталь
ных неизвестных—в нули, то будем иметь подобно предыдущему

■У = — \pal] Q2, , — \pbf\ Q2, 2 — [pci] Q2, j — [pdl] Q4, t . (163) 

Условия составят систему уравнений

\раа | Qs ,, +  [pab] Q2 , „ +  [рас]Qa , s +  [pad] , ,  = 0
\pab] Q.,,, +  [pbb] Q2 , 2 +  [pfo] Q o . з +  Q2, »— 1 = 0  

J Q i , ,  +  fP^r] Q , , j -f- [pec] , ,  +  [perf] Q2)4 = 0
[P«<* ]Qi м - f  [pM] Q.,, 2 f  [pcd]Q2 , ,  -j- [pdd] Q2>, =  0.

(164)

Решение этих уравнений относительно неизвестных множителей 
Q2, t , Q2 j 2 > Q2,з , Q, , 4 приведет нас к формулам

}/>W> • 1]

Qi I з =

Q i  > i  =

...  *------1
[pcc • 2| ‘
— ^  g  
[pcc • 2] 1

B l
[pdd • 3] 

B3 -C 3 
[pdd • 3]
_ _ A _
[prftf • 3J

(165)

По раскрытии квадратных скобок уравнения (163) и подборе чле
нов по величинам /, будем иметь

У (Pi @i Q ,, t “I- Pi btQ2,2 -j-Pi , з J > «)
[Pi^iQ-i > i ~f"P 3b3Q 3 , 2 -j- P 3C.,Q2 , 3 - | - p 3d t Q 3 , 4) /2

iP»a«Qi, i “HPnb„Qi > 2 Ч- Pn^nQi, з Ч- Pid3Q3 n )Q  

Сопоставление этого уравнения со вторым из уравнений (148) 

.у =  / Vi + +  —  + / V n



дает
Pi Pi^i Qt > i -f- Pt^iQt ч  ~1 Qt > з ~b > t
@a ~ Р га 2Q3 > i ~ Ь P i^ t Q i > * ~ r  Pzci Q i  i з > 4

дем, что

— вп = р па Л  > i -\-pnbnQi, з Л-PnCnQi. s. + a A Q . . t 

Определяя отсюда величину весового коэффициента мы най

I f (167)

Совершенно также мы найдем, введя неопределенные множители, 
Q3 > 1 Фз>2 Qi  >3 Q3 >4 > ЧТС*

причем

Q 3 > 3 --

Q3 » i —
1

[рсс ■ 2 ] ^  [pdd 3] I

(168)

(169)

[pdd-3J j

Наконец, при помощи неопределенных множителей Qi t l , Qt>i 
Q ,, 3, Qi>i мы найдем, что'

[ у Н - й -
Собирая вместе все вышеустановленное, будем иметь

1  =  Г“ 1 = о  = - ±
U J  W' "  №

1  =  \ Щ  =  о  =“ l Р J V=”  [pbb-l]  1 [pcc-2] ‘ [pdd-3]

H f H —

(170)

p,
J.
p,

A 2 Л32
[paa] г  -l]"*- [pee- 2 ]"*" [рЛ/^3] 

1 P 2 -°2

1

Г 2 и з
C 2'1

(171)

[pcc [pdd 3]
1

[pdd 3] J

Из приведенных рассуждений видно, что неопределенные множи
тели Q со значками нам нужны были лишь для вывода формул. Фак
тически же, веса неизвестных определяются при помощи множителей 
А. В и С.

Последняя из формул (171) показывает, что

Pt = [pdd-3 ],



— 128 — +  +  ..;+■ ■ v?v
. ' • ' . / . 

что вполне подтверждает выведенное нами ранее правило относительно 
веса последнего неизвестного. >

Применим выведенные формулы к разобранному нами в § 47 при
меру. Пользуясь числовыми данными, полученными в этом примере для 
отыскания значений неизвестных, мы для множителей и будем 
иметь, согласно (143), (145) и (147), уравнения

11,75 +  4  = 0  
6,36 — 0,0102 • А + А  =  0 
— 0,0102+ 5 , =  0.

Отсюда
Л, =  — 11,75 
4  =  -  6,48 
В., =  +  0,0102.

Для значений неизвестных х, у  и z имеем 

- =  — 0,0671
у =  — 0,00937 — 0,00067 =  — 0,0100 
* =  — 4,17 +  0,110 +  0,435 =  — 3,625.

Получим те же результаты, что и раньше.
Для весов неизвестных получим

Рк — 1СС * 21 =  173

_1__ 1 0,01а 1
Ру ~ ' 522 +  173 — 522

I 1 138,06 41,99 .  -
Р . =  ТО +  ” 522 " +  Т73”  =  ° ’607' Р- “  '

§ 51. Определение веса функции уравновешенных элементов 
при помощи весовых коэффициентов.

Имеем функцию'
u =  ip(x ,y ,z,t),

или по дифференцировании

du- p x + d£ dy + d l d2+ dj i dt-<172>
Дифференцирование равенств (138) дает

dx — a^dlA a2rf/2 -j- • • • • ~b an̂ L 
dy =  Ptdlt -j- $2d/2 +  • • • • -\- Pndln 
dz =  yxdlY -j- y^dl  ̂-} -•••• -f- Упа п̂ 

i dt =  6xdlx -f- d2dl%-\- . . . . -f- dndln.



Подставляя эти значения дифференциалов и в фор
мулу (172) и располагая члены по' dllt  получим

du

лI

Переходим теперь к определению средней квадратической ошибки 
ти по формуле (66) теории ошибок. Для этого нужно коэффициент 
при каждом dl возвести в квадрат и помножить- на квадрат средней 
квадратической ошибки соответствующей величины /.

Зная, что
и и

т, =  —= , т, =  —........... I n
VPiVPn ■

мы, после подбора членов по производным будем иметь

(dipV Г^ |_1_9^ Г «Л
Ы  ‘ U J  1 д х '  d y l p j

dip
дх

dip Г ад
~dtlp ]+
+ (1 И ? Ь

dip dip j dy 
dy dzL

+ m m +
dip
dz

+ (
<fy\2rdcT
к )  m r:i

дф Г а / 1 
dz I p  J+

л
dip ryd 1
d i l p \ +

(173)

В фигурных скобках мы имеем квадратные весовые коэффициенты, 
значения которых нам уже известны, и неквадратные весовые коэф
фициенты

! ■ ; ' ! • !  Л ' ....... [ ? ] •
значения которых нам предстоит определить. Для определения вели
чины

[у ]  .
возьмем два ряда равенств (151) и (156), произведем перемножения 
всех а на соответствующие р, каждое произведение разделим на свой

Способ наименьших квадратов. ** 9



вес и результаты сложим. Если при этом мы будем располагать члены 
по величинам Q1U , Q ,,2, Q, , 8, Qi t l , то получим ' s

[ у ]  =  Q i, i • {I paa)Qt f l 4- [pab] Q*, 2 +  Q2 „  +\pad] Q2. * } +

“h Q i»*• { [pab] Q2, i-(- [pbc] Q.,, „ +  [ ] Q2, 3 4~ \pbd\ Q2, 4} +  (174)
+  Qt - i - W Q i . i  4- } + |
+  Qi > t *! [ pad]Q2, t +  [ pbd]Q2 i 2 +  , s +  Q2, 4} . )

Располагая те же члены по Qt, t , Q2, 2, Qi>s, Q2, 4, будем иметь

И - Qs, i { [paa] Qi. 2 4- [pab] Q,, ,4- [рас] Q, „4- [pad] Q,, *} 4~
4- Q*»* {[pabJ Qi,, 4- [pbb] Qi,2 4- [pbc] 4- [pbd] Q1M }4-
4~ Qt»з ! [pac\ Qi> 14~ [pbc] Qi, 2 4- Qi ,s4 - Q1M }4-
4~ Qi> i {[pad] Qi. i 4“ [pbd], 2 +  [p°d] Q,, 3 4~ Q ,, 4} .
На основании равенств (154) формула (164) примет вид

(175)

т
Q t, 2 > (176)

а на основании равенств (151) формула (165) примет вид

Отсюда мы видим, что

Qi » 2 == ч •
Точно также можно доказать, что

Q ,, , =  <?«.!= [ у ]  

Q,,« =  Q i.i =  [y]

[ у ]

Q .,i =  Q , . , =  [y]
Qe м = Q«. з = |^у J

(177)

(178)

(179)

Все значения Q нам известны на основании выводов в предыду
щем параграфе. Поэтому вопрос об определения веса функции и по 
формуле (173) можно считать решенным.

На практике значения множителей Q можно получить или при по
мощи вспомогательных множителей А, В, С (формулы 160, 175, и 179), 
или непосредственным решением систем уравнений (151), (164) и т. д.

Какой из этих способов предпочительнее, — это зависит от осо
бенностей каждого конкретного случая.



Условные измерения.
§  52, О бщ и е о сн о ван и я  у р ав н о в еш и в а н и я  у с л о в н ы х

и зм ерен и й .

В том случае, когда неизвестные аргументы измеренных непосред
ственно функций связаны между собою одним или несколькими усло
виями, задача отыскания вероятнейших значений аргументов осложня
ется тем, что эти значения должны полностью удовлетворять указанным 
условиям.

Сохраняя все обозначения § 34, будем иметь п начальных урав
нений ошибок

f l { x ,y , . . . . ,w )  — ql =  vxj 
/*(*» =  j (180)

' /,(*> JV  • • • ,“ ’)— 9n= v*’ I
I

при чем пусть в данном случае k аргументов связаны г условиями 
вида

<Pi (х, у, .... ,w) =  О
9 г (х, у , ------ - то) =  О

9,(х, У ,....... w) 0.

Сохраняя принцип наименьших квадратов, т. е. предъявляя требо
вание, чтобы в случае равноточных измерений

б =  [г>2] =  minimum, (182)

а в случае неравноточных измерений «

б =  [pv1] =  minimum, (183)

мы должны в данном вопросе применить правило высшего анализа в 
отношении условного maximum’aили minimum'а, а именно: нужно ле
вые части уравнений (181), связывающих наши аргументы, помножить 
на неопределенные множители 2Я,, 2Яа ,. . . .2 Я г и прибавить или вы
честь полученные выражения из основной функции б (182) или (183).

9*



Будем иметь /

6 =  [v2]— 2Zl<pl — 2Хг(р, — . . . . — 2lr<pr = min, (184)
или

б — [pviJ — 2 P.,9), — 21. — . . .  — 2Xr<pr =  (185)

Теперь остается от полученной функции взять производные 
каждому из аргументов и приравнять каждую производную нулю. 

Получим
=  0

по

дб
дх

д« = 0  ду

дб
dw =  0.

(186)

Составленные к уравнений (186) вместе с г условиями (181) дают 
возможность определить г неопределенных множителей и k неизвест
ных, что и служит решением нашей задачи.

Неопределенные множители Я,, Хг ......... Хг принято называть кор-
релатами.

§ 53. Средняя квадратическая ошибка измерения с весом, 
равным единице, при условных измерениях.

Для случая посредственных измерений нам известна формула

(187)

В случае условных измерений, k аргументов не являются самосто
ятельными: они связаны г условиями. Мы можем, не меняя существа 
задачи, освободиться от этих условий. Для этого нужно из г условных 
уравнений определить г неизвестных и подставить их значения в на
чальные уравнения ошибок. Тогда задача сведется к случаю посредст
венных измерений при пизмеренных функциях и ( — г) независимых 
аргументах.

Применяя в этом случае формулу (187), получим

$
W l\__

п — k (188)

§ 54. Случай непосредственного измерения величин, свя
занных условиями.

На практике довольно часто имеет место случай, когда непосред
ственно измеренные величины связаны одним или несколькими усло
виями, например: углы сомкнутого или разомкнутого полигона, сеть 
нивелирных полигонов и проч.



Уравновешивание измеренных при таких условиях данных произ
водится только что описанным способом, при чем техника дела в зна
чительной мере упрощается.

Пусть п неизвестных X, У ,.. . ,W  измерены и получились резуль
таты <7, ,  q2. ,q n.

Начальные уравнения ошибок (180) в этом случае примут вид

x — ql = vl , 
1 (189)

а условные уравнения будут '

(-*-? » • • • • > == 9 )
<р2( х ,у , ----  0 |[ (190)

---- ,«0 =  0

при чем, согласно (184) и (185) должно иметь место для равноточных 
измерений

б =  [гг] — 2Х1(р1 — 2Лг<р2 —  — 2Xr(pr =  (191)

а для неравноточных измерений

б =  [ pv2] — 2Я1ср1 — 2Я25г2 — ------ 2Я,у,. min. (192)

Для удобства и упрощения дела примем ql , за перво
начальные значения аргументов х, у ,w  в функциях g>,, . . .  </>,.,
и , г>2, ----  v n— за поправки, и разложим эти функции по строке
Тейлора, ограничиваясь по малости величин поправок первыми степе^ 
нями их.

Будем иметь

4>i» Я*,--" q*) + W t ®i +
0<Pl
дУо V2 Ч~ • •

Ъ  » Яч >• • - ®i +
д<р.г
дУо ^2 “Г ••

<Pr (Ql > j • • ■• • <7j +  d.v0
д<рг 
дУь ^ 2 +  •• <?гс,

Здесь под символами

ду д(р д<р
■ ’’ дтс»

разумеются значения производных, вычисленные при

х * ~  Я> У« — Qn' • • • ~  Яп‘



Введем обозначения

dJh — п 
дх„ "дул
dj\t
дх.

c)(f
дх: — Si

dy*

d<[r
'(>Уь = &.■

d y ,

' dwt
. ^ ь = к
от,

d<fr. —dwt Ьп

Vi(?t > Чч>• ■ • • > ~  si 
?s(9 i.9»> ....... 0  =  »4 (

У Г (<71 I *7*J ) Ь r

Условные уравнения примут вид

(193)

(193)

.. а у ,  +  а.у, +  . . =  0 1
у» • • Л^1 +  М * +  • • • +  +  ь. =  0 - (194)

Ч‘г ■ ■ I StVi +  gv* +  ■ •• + ^ - „  +  С,. =* 0

Возьмем, согласно (186), производные и приравняем их нулю, при
чем производные будем брать не по х, у ....... . а по ....... ,
что все равно, так как

(И\ _дул _  
дх • ду

Получим для случая равноточных измерений

дб
dv. 2 v , - 2 i , dy - V . . dy1 1 dvl- di\ ■2xrp -  =  0r dvt

*L =  2v 2) d-&-dv, ZV* Z ‘ 2;’4 dv] • ‘ ‘ ’ 2K
d<pr
dv. =  0

d6
dv - 2 v , - 2 ? . l dy,

dv.t -2 ; ^2 dv.. ■2Я. oyr_
dv..

Находя все производные из (194), сокращая на 2 и определяя 
vx, v i f ---- - v„, будем иметь

~Ь ЛЛ +  • • • • "ГЯ.Дг-



Подставим теперь полученные значения поправок , vi t ----
в уравнения (194). Тогда для первого уравнения получим
~ , . . I

а Л  =  й1«А +  йМ + —
■ . '  atv% =  4- «А*» + ---- +  «АА-

anv„ =  апап)п +  anbnl + . . . .  +a„,gnl r
St = ................................................... S,
0 — [aa] A, -f- [ab] Я2 —{—.. —j— [a^] Ar-j- ь i-

Подобным же образом преобразуются и остальные уравнения, так 
что в результате мы будем иметь

[аа[ At -j- [ab] А2 -j- . . .  +  [ag] A,, -f- bi — 0 
[ab] At -f- [bb] A3 —|— . -. —}— [frg"] A,.-)- bj =  0

lag] К +  Ш  h  +  • - • +  \gg\ К  H- Sr =  °-

Полученные уравнения называются нормальными уравнениями 
коррелат.

Решая эти уравнения, мы найдем значения коррелат А,, Аа,...А г , 
подстановка коих в уравнения (195)-даст возможность вычислить вели
чины поправок ___, vn, а, значит, по (189) и вероятнейшие зна
чения неизвестных

х, у , -----

Применяя к случаю неравноточных измерений только что описан
ный прием, мы для поправок получим уравнения

а,
4 “ ZT7-2 - j-  • . +®ч)Pi Pi Pi |

а2
+  “ ’- . +  •

сг в
■ + 1 гКPi Pi Pi

“nЯ, +  ^ 7 . 2+ . .
сг

■ + ~ vРп Рп Рп

а нормальные уравнения коррелат примут вид

г а

[ f j

я , +

;-‘ +

[ f ]

[ ? ]

Я .+  . . +

| +  • • +  |

г а

г а

| ;- r+ b l—-0 

7-г+Ьг =  0

И f f ] г а
Ar- H \ = 0  ^

(197)
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§ 55. Схема1 и контроль составления и решения нормальных
уравнений коррелат '

Как видно из (196) система нормальных уравнений коррелат обла
дает всеми свойствами системы нормальных уравнений. Поэтому для 
решения этой системы вполне применим метод Гаусса и самое решение 
следует производить по схеме, рассмотренной нами выше для случая 
посредственных измерений. В этой схеме следует лишь положить, что

И — t i l  [ ^ ] = S 2; .  • • \gf\ =  £r.
Так как свободные члены нормальных уравнений коррелат суть 

свободные члены условных уравнений (194), то при составлении нор
мальных уравнений нужно поверить лишь правильность вычисления 
коэффициентов этих уравнений при неизвестных.

Для этого пользуются методом сумм, полагая

ai +  bt 4" • • • +£Ti —
аг +  К +  • • • +  =  s'%

arJT br JT - - - - Jr S r =
Отсюда

\аа\ -f- [аб] — - - - —|— [а^] =  [os'] \ 
\аЬ) +  [66] +  . . .  - Н ^ ]  =  [bs') \

(ад +  [ад +  • • • +  [ад =  а д ь  ■

(199)

Поверив по этим формулам составление системы нормальных 
уравнений коррелат, мы прибавляем к выражениям [as'], [6s'] . . .  [gs'] 
соответственно свободные члены , . . . ,  Сг и вводим обозначения

[as'] -f-Si — [rts]
[te’] + S , =  [to[

ад+ ь ,= ад .

(200)

Полученные значения [as], [6s],........[gs] дадут нам возможность
контролировать при решении образование эквивалентных уравнений по 
формулам (122).

Так, мы будем иметь контрольные равенства:

[66.1] +  [6с. 1] +  • . • +  [bg. 1] +  [6/. 1] =  [6s. 1]
[сс.2] +  •■■•+ 2] -j- 2] =  [cs.2]

\gg-(r— !)] =  [g-s.(r— 1)].

Здесь, как уже выше сказано, нужно считать, что

М = £ , ,  [6/] =  \gl] =  Sr



Последнее из контрольных равенств (123)

[ll.r] =  \ls.r]

уже не может иметь место в случае условных измерений, так как ве
личины /, , /2, . . .  нам неизвестны, а потому мы не можем знать выра
жений [//] и [/$]. Но, взамен этого равенства, можно ввести выведенное 
нами контрольное равенство (130), которому в нашем случае можно 
придать вид, ,

' ( и ] + [ и ]  +  . . + м ) + [- ^ + ! ^ - ^  +

[g/.(r- l ) ] f e / . ( r — l)1_ [fl/][qs] [ Ы Л  [fa-1]
"1~" ' [й ?• ( ''— I)] [««] _Г (Ь Ь Л ]

I [g-/.(r— 1)] [gs . ( r — 1)] (202)

Заключительное контрольное равенство (128) также не имеет места 
в случае условных измерений.

Для замены его возьмем уравнения поправок (195), помножим
члены этих уравнений на соответствующие величины , v t , ---- vn и
сложим левые и правые части. Будем иметь

[г/2] — [av] A, -j- [bv] Я2 —)— . . . .  -j— A,.. (203)

Но из условных уравнений (194),

[av]= — £t , [bv] =  — --------- , — C,.,

а потому равенство (193) примет вид

[t/2] =  — gjAj Ь̂ А̂  ..

или, применяя сокращенное обозначение,

[z»*3 =  —  [Я^].

■ b г̂г»

(204)

В случае неравноточных измерений бывает полезно при вычисле
ниях ввести величины взаимно обратные весам

1
P i

J.
Pi

J.
7

■ —  -Т „  . (205)

Тогда уравнения поправок (107) примут вид

v x =  яг,в,А, +  яг, 6 , А лг, ,̂гг \
1̂ —Г" —р . . . .  -j— (



Система нормальных уравнений коррелат представится в виде

[■ тсаа]Я1 -j- [ жаЬ]Я4 -f- . . .  -ф- S i=  0 >
[лаЬ] Я, -}- [лЬЬ] Я2 -f- . .. -j- [xbg] Я,, -f  0 | (207)

[”ag)К +  № 1  Я2 +  ..  . +  [*gg] Я,. +  ь, =  0. ^

Таким преобразованием мы устраним действие деления при состав
лении нормальных уравнений коррелат, заменив это действие другим, 
более удобным, умножением.

Величины жх, jr2, ....... жп берутся по таблицам взаимно обратных
величин. Кроме того, весьма часто величины ж19 ж2, . . . . , л п бывают 
известны непосредственно из измерений. Это бывает в тех случаях» 
когда мы считаем вес измерений обратно пропорциональным длине 
хода, числу углов, числу станций и т. д.

После составления нормальных уравнений коррелат самое реше
ние этих уравнений и контроль вычислений в случае неравноточных 
измерений совершенно одинаковы с таковыми в случае равноточных 
измерений.

Но заключительная контрольная формула принимает в этом слу
чае вид

‘ [pv>] =  -  [ЯД. (208)

В справедливости этой формулы можно убедиться умножением 
членов равенств (197) соответственно на выражения v 1pi , v.,pi , . . .  vltp n 
и последующим сложением левых и правых частей этих равенств.

§ 56. Уравновешивание углов геодезического четырех
угольника.

Даны равноточные измерения углов геодезического четыреуголь- 
ника BKTD (черт. 14):

т

D

1) 43° 13'58",3
2) 34° 0' 52",4 ■
3) 70° 22'31",0
4) 51° 31'32'',0

5) 24° 0' 59",6
6) 56° 27'12",4
7) 47° 56'13", 1
8) 32° 22'35",4.

Из геодезии известно, что углы геоде
зического четыреугольника должны удо
влетворять трем условиям фигур и одному 
условию полюса.

Для условий фигур возьмем треуголь
ники В КТ, BTD, и BKD.

Сумма углов этих треугольников рав
на соответственно

179° 59’54",7; 179° 59’58",6; 179° 59'56",7,



а сферические избытки —
0",3; 0",6; О",4.

Поэтому невязки в суммах углов этих треугольников будут

— 5",3, — 1",4, — 3",3. ■

Условные уравнения, связывающие поправки углов, будут

(2) +  (3) +  (4) +  (5 ) -5 " ,3  =  0 ч . ‘
. • (1) +  (6) +  (7) +  ( 8 ) - Г ,4  =  0 (209)

: (1) +  (2 )+ (3 ) +  (8 ) -3 " ,3  =  0. I

Здесь цифры в скобках обозначают искомые поправки соответст
вующих'углов. ‘

Для составления четвертого условного уравнения возьмем за по
люс вершину К. Имеем

sin8 • sin (5 -f- 6) - _^
sin(l + 2 )  • sin7 • sin5 ~  ,

Отсюда, после логарифмирования и надлежащих преобразований, 
будем иметь

- Л +« • (1 ) +  < 4 - 4 +а) . (2:) +  ( 4 ч , - 4 )  . (5 )4  , 9 1 т  

+  4 +, . . ( 6 ) - 4 . ( 7 ) - J g .(8) +  $l =  0.

Здесь через А обозначены поправки логарифмов соответствующих 
углов на 1", а

■ ■£* =  { lg sin2 +  lg sin (5 +  6>+ lg sin8 } — {lg sin(l +  2) -f- 

+  lg sin5 +  lg sin7 j =  — 2 ., .

Производя вычисления по семизначным таблицам логарифмов, по 
лучим

lg sin2 =  9-7477252; 4  =  31,2 
-lg sin(5—(—6 ) = 9 .9940491; =  3,5

lg sin8=9.7287436; 4 = 3 3 ,2

2 1==9-4705179;

lg sin(l -1-2) =  9.9891526; 4 +, =  4,8 
lg sin5 =  9.6107274; 4  =  47,2 

_____ lg sin7 =  9.8706428; 4  =  19,0
V  =  9.4705228;

=  y  - V  = _ 49.

В нашем примере все А и выражены в единицах седьмого знак а 
логарифма.



' - Подставляя найденные значения в уравнение (210), получим 

— 4,8 (1) +  26,4 (2) — 43,7 (5) +  3,5 (6) — 19,0 (7) +  33,2 (8) — 49 =  0. 

Это и есть четвертое условное уравнение.
В этом уравнении можно было бы все коэффициенты и свободный 

член разделить на 10, для того чтобы сделать их соразмерными с коэф
фициентами и свободными числами остальных условных уравнений. 

Располагаем все 4 условных уравнения в нижеследующую таблицу.

\К о эф ф и ц .

П о - Ч .
правки

А В С D 5 ' V V2

(1)
\

0 - м +  1 — 4.8 — 2.8 — 0".31 0.0961

(2) +  1 0 +  1 +  26.4 _+ 28.4 +  1.79 3.2041

(3) +  1 • 0 +  1 . 0 +  2.0 +  1.02
1

1.0404

(4) +  1 0 0 01 +  1.0 +  1.88 3.5344

(5) +  1 0 0 — 43.7 — 42.7 +  0.61 0.3721

(6) 0 +  1 0 +  3.5 +  4.5 +  0.79 0.6241

(7) 0 +  1 0 — 19.0 -1 8 .0 +  0.13 0.0169

(8) 0 +  1 +  1 +  33.2 +  35.2 +  0.79 0.6241

Г - 5 . 3 — 1.4 — 3.3
н

— 49.0

X +  1.883 4- 0.687 — 0.862 +  0.029 2 +  9.5122

— 9.980 — 0.962 +  2.845 — 1.421 2 — 9.518

На основании этих данных составляем таблицу коэффициентов 
нормальных уравнений коррелат с контрольными суммами (см. стр. 141). 

Нормальные уравнения коррелат представятся в виде

4 • Aj-j-0 • Я2 +  2 • Я, — 17.ЗЯ,— 5.3 =  0 >
0 • *i +  4 • Аа-4-2 • Я3 —|— 12.9Я4— 1.4 =  0 I /011\
2 • Я, —[— 2 - Яа — 4 • Я3 —{— 54.8Я4 — 3.3 =  0 f к ’

— 17.3 Яг—J— 12.9Я2 — 54.8Я3-ф- 4105.18Я4 — 49 =  0 I
Контрольные суммы для этих уравнений будут

[«5] =  — 11.3 — 5.3 =  — 16-6 
[6s] =  + 1 8 .9  — 1.4 =  4-17-5 

[cs] = 4 -6 2 .8  — 3.3 =  +  59.5 
[<&] =  +4155.58 — 49 =  +  4106.58.



\ §  
о \  J0T
<3 V

аа аЪ ас ad as ' bb be

1 1 

bd

\

bs’ СС cd c$'

'

dd  i

i
1

ds’

(1) 0 0 0 0 0 +1 +1 — 4.8 -  2.8 + 1 — 4.8 — 2:8 4- 23.04 +  13.44

(2) + i 0 +  1 +  26.4 +  28.4 0 0 0 0 +  1 26.4 28.4 4- 696.96 4- 749.76

(3) +1 0 +  1 0 +  2 0 0 0 0 +  1 0 +  2 0 0

(4) -ы 0 0 0 +  1 0 0 0 0 0 0 0  1 0 0

(5) + 1 0 0 — 43.71— 42.7 0 0 0 0 0 0 0 1+  1909.69 +1865.99

(6) 0 0 0 0 0 + 1 0 +  3.5 +  4.5 0 0 о !+  12.25 +  15.75

(7) 0 0 0 0 0 + 1 0 — 19.0 — 18.0 0 0 0 +  361.0 4- 342.00

(8) 0
0

0 0 0 + 1 + 1 +  33.2 +  35.2 + 1 +  33.2 +  35.2
1 i

+  1102.24 +  1168.64

2
+ 4 о |+ 2 — 17.3 — 11.3 + 4 + 2

1

i
4- 12.9 +  18.9

1
+ 4 +  54.»

1.
+  62.8
l 1

+4105.18 j-M 155.58

Решение нормальных уравнений коррелат приведено в прилагаемой 
ниже схеме (см. стр. 142, вспомогательный лист В отсутствует).

На основании полученных значений коррелат вычисляем по фор
мулам (195) вероятнейшие зйачения поправок углов.

Результаты вносим в столбец v  приведенной выше таблицы ус
ловных уравнений. После этого следует вычисление заключительных 
контрольных выражений [-у2] и [Я$], согласно формулы (204).

Остается ввести найденные поправки v в измеренные значения 
углов четыреугольника.

§ 57. Средняя квадратическая ошибка единицы веса.
Мы уже установили в § 52 для случая условных измерений фор

мулу (178) средней квадратической ошибки иницы веса

Jpv
— k-\-r '

В том случае, когда измеряются непосредственно искомые аргу
менты X, Y ,---- , W ,мы должны принять, что n — k, в силу чего фор
мула средней квадратической ошибки единицы веса примет вид

(212)

Если измерения равноточны, то полагая =  =  . . . .  = р п =  \ t
мы получим для средней квадратической ошибки результата непосред
ственного измерения:



;  — 5.з +  4.0 0.0 +  2.0 — 17.3 — 16.6

0.72428я 0.60206 — оо 0.30103 1.23805п 1.22011м

0.12222я — оо 9.69897 0.63599п 0.61805п

—j— L3250 — 1.4 +  4.0 +  2.0 +  12.9 +  17.5

+  0.1270 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

+  0.4309 — 1.4 [ +  4.0 ' +  2 +  12.9  ̂ 17.5 •

0.0000 0.14613„ 0.60206 0.30103 1.11059 1.24304

9.54407я 9.69897 0.50853 0.64098

<Л =  +  1.8829 +  0.3500 — 3.30 +  4.0 +  54.80 +  59.50

— 0.0947 +  2.65 — 1.0 +  8.65 +  8.30

+  0.4309 +  0.70 — 1.0 — 6.45 -  8.75

\2 =  +  0.6868 +  0.05 +  2.00 +  57.00 +  59.05

8.69897 " 0.30103 1.75587 1.77122

8.39794 1.45484 1.47019

— 0 0250 — 49.0 +  4105.180 +  4106.58

— 0.8368 — 22.923 — 74.823 -  71.797

ООCDООО1IIео +  4.515 — 41.603 — 56.437

— 1.425 — 1624.462 — 1682.920

— 68.833 +  2364.292 +  2295.426

1.83780п 3.37370 3.36086

8.46410Л — 59.0 9.99085

14 =  +0.0291 +  7.023 +  21.995

+  0.490 — 6.125

+  0.001 +  1.510

+  2.004 — 66.830

— 49.482 -  49.450

Применяя эту формулу к примеру предыдущего параграфа, мы 
получим

,  /975122 , с .
= - > ' 54



- § 58. Вес функции уравновешенных элементов в случае
условных измерений.

Пусть имеет функцию U — 0, -f- в, X+ в,  -f-
Подставляя вместо истинных значений X, ---- W  их вероятней

шие уравновешенные значения х, у, . . . :  w, получим
н =  -J -0 jх -j - в̂у-(214)

Для определения веса вычисленного значения функции и необхо
димо заменить значения уравновешенных элементов их выражениями
через непосредственно измеренные значения , ........ qn.

Пусть тогда функции и получит вид

u — E0-\-El q1-\-Ei qi - \----- q п. (215)

Зная веса p t , рг .....рп измеренных значений q.,, ----?„,мы
можем по формуле (116) теории ошибок представить вес Р„ функции 
и в виде

Таким образом, все дело сводится к отысканию коэффициентов
F F Е

Имеем, согласно формул (179)
x =  9i +  vt

у — qi~\~v

w — 9„+Vh-
На основании этого формула (214) может быть представлена в

виде
и = в« + [О Д  + [О Д 

НО, по (197)

v l =  — Я, — Я2 -J- . . 
1 Pi 1 Рх -

сгм
. . + * 4

V =  Ъх  +  .. 
2 Рг 2

v  =  - -  Я, — Яа . 
” Рп Р

4_ £.“)
1 Рп''

а потому

. « = e ,  +  l09] +  [ ' ^ ] i 1 +  [ ^ ] j 1+ . . . .  +  [ ^ t 'jx ,. (217)

Для исключения из полученной формулы коррелат , Я2..........,
как зависящих, в свою очередь от величин q19 q2, ---- - qn, помножим
члены левых частей нормальных уравнений коррелат (198) соответ-

1 р  Ч /7 2 1 _| ^2 I
р , г к + т :+ "

(216)



/ '
ственно на неопределенных вспомогательных множителей »/,, , т/г
и полученные результаты прибавим к право,й части формулы (217). 
Подбирая в результате члены по Я,, Я2..........Яг, будем иметь

“ = ». +  [«?] + {[“ ] +  [7] +  • • -  +  [тг] ''•• + [ у ] } +
+ { И „ + т „ + . . . . + [ | ] , . + т } 1 , +

. + b l ,/i+5-27/2'f"----- , (218) -

Пользуясь неопределенностью вспомогательных множителей >}1,
% ........ . i]r , подберем их так, чтобы коэффициенты при коррелятах
ЯР Я2,___в формуле (218) обратились в нуль. Будем иметь

[“ ]*+[т]*+ -- + [ ? М т 1-°

при чем формула (218) примет вид

« — 0О -(- [®q] ~Ь £1 Vi +  bi +  * +  Sr %■

(219)

(220)

Система уравнений (219) отличается от системы нормальных урав
нений коррелят лишь тем, что в ней вместо свободных членов , 
S-t, - Sr > зависящих от qx, q%, __, . имеются свободные члены

га - т .... т

не зависящие от непосредственно измеренных значений.
Следовательно, решая систему уравнений (219), мы найдем значе

ния вспомогательных множителей ?jif ---- не зависящие от ве-
личин qt1 q%,

Что касается входящих в формулу (220) величин £lf £2, ---- - £г .
то для них мы имеем, согласно (193),

£  1 =  1̂ (*7l у й'2 у * * • * > Йн)

Ь *2 == Фа (^ 1 > Й% > • * • * 1 Йп)

Ьг Фг (йI у йч ’ • • • •  У  й п)*



Теперь мы можем для веса функции написать выражение

/ д и \гди V2
, | \ d g j

Р и ~  Pi +  Л  + - - “ +  рп

и найти значения всех входящих в него производных. 
Получим

&*+■
/1 +

I д<Рг 

4 -Ё ёг
+  дд% 1г

(221)

ди
Wn в-+?г> д^ 7к + ---- +  Т Гд<?п

д9г
дЧп

или, согласно обозначений (193),

+  a i +  ь\ + ----"Ь Si

=  ®2 *Т" rt2 '/l ~ Ь  Ь Ч ?/'2 * ! ' • • • •  ~ Ь  ^ 2  ??г

+  я« '/i +  Ьп ?/24" • • • • -j-g»

(222)

Полученные формулы решают вопрос.
Формула (221) может быть несколько преобразована. Для этого 

возведем на самом деле левые и правые части равенств (222). Получим 
для первого из них

(< ^ )  ~  ^ fll ,?1 ^ i bi4i- + £ )  +

+  («! 0 1 +  а1 «1 +  «1 Ьх Ч* +  • • • • +  Tjl 4-

+ 1(bi e i +«1 h  4t +  M i ъ +••••+^ s)>]r) % 4 -

4* (fir ®i“t~aiSi ??i +  M i  ?/ 2 + ---- “bS'iS'i 4r) 4r~

Таким же порядком представятся квадраты остальных производ
ных. Составляем теперь выражение

Р
Способ наименьших квадратов. 10



подбирая члены по .множителям ?/,, , . . . .  „и принимая во внимание
(219), будем иметь 1

1
21

Считая полученное уравнение добавочным к системе уравнений
(209) и исключая во всей .системе неизвестные ?/,, , ---- V  п0 спо-
собу Гаусса, мы в конце концов, по исключении всех неизвестных, 
долучим ,

1 1Г 00]
h!

1------1
® 

CJ. 
1____

! Г1№ •]Г 1I---
---

1

■*!
ф

to
!__

__
1

Г ■ 1

1------1

т1 ____
1II 1т\ * 

*
1__

__
1

11
1------1

i ____i I I 1--
---

--1

to
1__

__
1

Г " " 1 [ f ; ( '- ‘О
(224)

По этой формуле можно определить вес Ри, не вычисляя вспомо
гательных множителей rjlt . . . . . .  >],..

Выведенные формулы применяются и для определения весов урав
новешенных элементов. Так, для определения Рх нужно положить

и =  1 • х,

т. е. нужно положить в формуле (214)

01 =  1, 0О =  0, — 0, • • • • 0К =  0.

в, , 0„ .
Давая в формулах (222), или (223), или (224) коэффициентам 0в, 

. указанные значения, мы и найдем величину Рх.
Применим выведенные формулы для определения веса уравнове

шенного первого угла в примере § 56.
Полагаем 0Х =  1; остальные коэффициенты 0 равны нулю. Веса 

Pi, Рг,----  Рьравны 1.
<£; [

Будем иметь
[0 0 ] =  1 
[ад] =  0

[ Ь в ] =  1 
[ с 0 ] =  1
\dQ] =  — 4,8.

11

1 'I
Далее из вычислений •§ 56 имеем \аа] =  4; [bb • 1] =  4; [сс • 1] =  2;

[dd ■ 3] =  2364,3. .
Вычисляем последовательно [Ьд 1], • 2], 3]. 
Получим

[60-1] =  1
] С0 • 2] =  1 — 7а =  7а
\dQ • 3] =  — 4,8 — 3,225 — 14,25 =  -  22,275.



• Отсюда, по формуле (214), будем иметь

- • i , П 1 1 • (22-З)8
Р ~  4 4.2 - 2364

или . -
• 0,586, .

*Х
откуда

Р. =  2,4-
При уравновешивании условных измерений можно решать нор

мальные уравнения и не по методу Гаусса. Но тогда уже пользование 
формулой (224) для определения веса функции является затруднитель
ным. Необходимо в этом случае обратиться к вычислению вспомога
тельных множителей »/,, ........ »/,. при помощи уравнений (219). При
этом нужно иметь в виду, что эти уравнения отличаются от нормаль
ных уравнений коррелат только свободными членами, поэтому все ко
эффициенты в преобразованных из системы (219) эквивалентных урав
нениях будут те же самые, что и при решении нормальных уравнений 
коррелат, так что по существу здесь дело сводится к постепенному вы
числению свободных членов эквивалентных уравнений.

§ 59. Уравновешивание нивелирной сети.

Для лучшего уяснения установленных в предыдущих параграфах 
положений рассмотрим еще пример на уравновешивание изображенной 
схематически на черт. 15 нивелирной сети. Этот пример разобран в

\ „Курсе низшей Геодезии" А. Н. Бика (ч. II, стр. 427—429, издание 6-е), 
•i при чем там был применен прием уравновешивания посредственных из- 
'1 мерении. Мы уже применим прием уравновешивания условных изме- 
1 рений.

В приводимой ниже таблице даны 6 определенных нивелированием
/ , ' ю*



разностей высот точек А, В, С и Dи длины соответствующих ниве
лирных ходов.

' т кт
АВ . . . А, =  ■+ 10.8838 /4 =  11.67
АС . . К = . +  4.6783 4 =  9.24
AD . ■ • Лз =  +  18.5595 . /, =  20.42
СВ . . . к = .+  6.1963 4 =  6.05
CD . . . А, =  -+13.8677 4 = 1 2 .8 6
BD . . - К =  4 -  7.6657 4 = 1 6 .5 8

Составим условные уравнения поправок v l , v2, v3, vA, v,., vb к 
измеренным разностям высот. Для этого воспользуемся тремя замкну
тыми полигонами АСВ, ACD и CBD. Будем иметь

тт

1) v t — — v K +  9.2 =  0 ‘|
2) ^ - ^  +  ^ - 1 3 . 5  =  0 (225) '
3) — v ,.-(- ve — 5.7 = 0 >

Полагая, что расстояние между соседними пикетами при нивели
ровании было везде одинаково, мы можем считать, что в данном слу
чае веса разностей высот обратно пропорциональны длинам соответст
вующих нивелирных ходов. Пусргь

} (226)

тогда, согласно обозначений (205),
л  =  1(227)

Имея это в виду, составим таблицу условных уравнений, а по ним 
таблицу коэффициентов нормальных уравнений коррелат. Получим

4 В С s' Ц — l
1

V ' p v2

Vl +  1 +  1 11.67. 0.085
mm

— 1.8 3.24 0275

V2 i — 1 +  i 9.24 0.108 +  4.8 23.04 2.488

V3 ‘11 — i — 1 20.42 0.049 - 7 . 4 54.76 2.683

- i  i +  1 6.05 0.165 +  2.6 6.76 1.115

Vs +  i — 1 12.86 0.078 +  1.3 Г.69 0.133

v& +  1 +  1 16.58 0.060 +  4.4 19.36 1.160

2 7.855

? +  9.2 — 13.5 — 5.7

X > — 0.157 +  0.364 +  0.266

n — 1.444 —у 4.914 — 1.516 2 -7 .8 7 4



Отсюда

па а nab пас nas' nbb nbc • nbs' ncc KCS*

V2 

v$ 

Vi

v5

°в

+  11.67 

+  9.24

+  6.05

— 9.24

— 6.05

+  11.67 

* +  9.24 

+  20.42

+  12.86 — 12.86

+  20.42

+  6.05 

+  12.86 

+  16.58 +  16.58

2 +  26.96 — 9.24 +  11.67 +  42.52 — 12.86 +  20.42 +  35.49 +  16.58

Нормальные уравнения коррелат будут

I. 4~26.96Я|— 9.24Я„— 6.05Я3+  9.2 =  0 |
I I .  — 9.24Я1 +  42.52Я4— 12.86Я3— 13.5 =  0 } (228)

III. — б.ОбЯз— 12.86Яг +  35.49Я3— 5.7 =  0 >

Воспользуемся для решения этих уравнений арифмометром или 
таблицами произведений и решим их способом сравнения коэффициен
тов. При чем для контроля будем пользоваться суммами

[л-as] =  - f  11 .67+  9.2 =  +  20.87 
[nbs] =  +  20.42— 13.5 =  +  6,92 

[*«] =  + 1 6 .5 8 — 5.7 =  +  10.88.

Получим последовательно

/ ' =  9 .2 4 Х  1 + 2 6 .9 6 Х / / •••• Ю61 Я2 -  402.6Я3 — 279.0 = 0  1 
//' =  6 .0 5 X 1 1 — 9.24 X  ///• • • • 376.1Яа — 405-7Яг— 2 9 .0 1 = 0  '

Контрольные суммы будут +  379.4 и — 58.61.
Освобождаясь тем же путем от Я,, будем иметь

I"=3 7 6 .1  X  /' — 1061X  / / ' . . . .  +  2790я3 — 741.5 =  0 (230)

Контрольная сумма +  2049.
Отсюда

Я3 =  0,266.

Из уравнений системы (229)

•Я4 =  +  0,364.



Из уравнений системы (228) ->

s Я, =  — 0,157.

Теперь по формулам (196) вычисляем величины поправок % ,
% ___•% и вносим результаты в приведенную выше таблицу условных
уравнений. Там же делаем подсчет [pv11] и [Я£] для заключительного 
контроля по формуле

t/w*] =  — [*$].

Средняя квадратическая ошибка единицы веса будет

] / ~

О Г Г inm
* . =  z t  1,62 (на 1 калт ет р).

Определим теперь вес, например, Р . Для этого мы должны по- 
дожить в формуле (214) 03 =  1, а 0в =  0, =  02 =  =  05 =  06 =  0.

Тогда
U = h t +  v a.

Переходим к формуле (223) .

В нашем случае

["Т т ]=  [Л0в] =  +  20.42, 4

[ ^ ]  =  [ла ®] ==0»

[ y j =  N>0] = - 2 0 .4 2 ,

[ у ]  =  [ ^ 0 ]= О ,

а потому

J -  =  + 20.42—20.42%. (231)

Для определения % имеем уравнения (219), которые в нашем слу
чае примут вид

26*96% — 9.24%— 6.05% +  0 = 0  .
— 9 .24% +  42.52%— 12.86% — 20.42 =  0 |
— 6.05% — 12.86% + 35.49% +  0 = 0 .  1

Пользуясь при решении этой системы уравнений результатами ре
шения системы нормальных уравнений коррелат и вычисляя вновь лишь 
свободные члены, мы получим

/'...1 0 6 1 %  — 402.6% — 550.5 =  0
/ /" . . . ,  376.1% — 405.7% — 123.5 =  0. ' |



Отсюда '
Г  . . .  2790/з — 760.1 =

Из полученного уравнения

% =  +  0,275, ~

а из предыдущих уравнений

0,623.

Зная величину /;2, мы получим по формуле (231

=  7,70,
'ЬЗ

откуда
Рлз =  0,130.

Таким же путем определятся веса и других уравновешенных эле
ментов.

Сравнивая полученные результаты с результатами уравновешива- 
ния в „Курсе низшей геодезии" А. Н. Бика, мы находим полное совпа
дение. Только там веса были взяты в 1000 раз больше, чем в наших 
вычислениях, почему для /г3 и получилось Рм =  130.

Приведенное сопоставление и полное согласие результатов пока
зывает, что при уравновешивании результатов измерений можно поль
зоваться с одинаковым успехом и методом посредственных измерений 
и методом условных измерений.

Результаты уравновешивания будут те же самые.
Практически же нужно в каждом данном случае пользоваться тем 

из этих методов, который скорее и проще приводит к цели.
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