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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 
 
 
 
 
Самостоятельная работа учащихся является важным фактором 

усвоения математики и ее методов. Настоящий сборник предназначен 
для развития и активизации самостоятельной работы студентов, он со-
ставлен на основе многолетнего опыта работы авторов и апробирован 
на практических занятиях по математическому анализу в Пермском 
государственном университете и в Национальном исследовательском 
университете Высшая школа экономики – Пермь.  

Сборник содержит наборы индивидуальных заданий по основ-
ным разделам курса математического анализа: введение в математиче-
ский анализ (Морозова А.В.); дифференциальное исчисление функции 
одной переменной (Логинова В.В.); интегральное исчисление функции 
одной переменной (Новоселов А.В.); дифференциальное исчисление 
функции нескольких переменных (Плотникова Е.Г.); интегральное ис-
числение функции нескольких переменных; числовые и степенные ря-
ды (Морозов Е.А.). Каждое задание сопровождается примером реше-
ния с необходимыми методическими указаниями.  

Предлагаемые наборы индивидуальных заданий могут использо-
ваться для организации как аудиторной, так и внеаудиторной работы. 
Сборник будет интересен студентам и преподавателям вузов.  

При подготовке сборника авторы пользовались следующей лите-
ратурой:  
[1]. Кузнецов Д.В. Сборник заданий по высшей математике: типовые 

расчеты. – М.: Высш. шк., 1983. – 176 с. 
[2]. Подольский В.А., Суходский А.М., Мироненко Е.С. Сборник задач 

по математике. Учеб. пособие. – 2-е изд., перераб. и доп. – М.: 
Высш. шк., 1999. – 495 с.  

[3]. Рябушко А.П., Бархатов В.В., Державец В.В., Юруть И.Е. Сбор-
ник индивидуальных заданий по высшей математике. – Мн.: 
Вышейшая школа, 1990. – Ч.1, Ч.2. – 272 с.  
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ТЕМА  1 
 
ВВЕДЕНИЕ  В   
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ  АНАЛИЗ 
 
 
 
 
 
 

1.1. Числовая последовательность 
 
 

Задание 1 
 

Для заданной числовой последовательности доказать aann
=

∞→
lim . 

Выяснить является ли последовательность монотонной, ограниченной 
и определить грани.  
 

1. 
2
3,

12
53 =

+
−= a

n
nan  2. 

3
1,

13
2 =

−
+= a

n
nan  

3. 
2
5,

32
25 =

+
+= a

n
nan  4. 

3
2,

53
12 =

+
+= a

n
nan  

5. 
3
7,

83
27 =

+
+= a

n
nan  6. 2,

52
14 =

+
−= a

n
nan  

7. 
2
1,

14
52 =

−
+= a

n
nan  8. 

3
5,

23
35 =

+
−= a

n
nan  

9. 
5
8,

25
38 =

−
+= a

n
nan  10. 

2
1,

62
4 =

+
−= a

n
nan  

11. 
3
2,

23
12 =

+
−= a

n
nan  12. 

5
4,

15
34 =

−
+= a

n
nan  
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13. 
7
3,

17
43 =

+
−= a

n
nan  14. 

3
5,

23
85 =

−
+= a

n
nan  

15. 2,
4
72 =

+
+= a

n
nan  16. 

8
3,

38
13 =

−
−= a

n
nan  

17. 7,
8
47 =

+
−= a

n
nan  18. 3,

3
23 =

+
−= a

n
nan  

19. 
4
5,

14
35 =

−
+= a

n
nan  20. 

7
3,

27
13 =

−
+= a

n
nan  

21. 4,
5
14 =

+
−= a

n
nan  22. 

4
3,

14
3 =

+
= a

n
nan  

23. 
5
2,

35
2 =

−
= a

n
nan  24. 

4
1,

58
2 =
−

= a
n

nan  

25. 3,
7
13 =

+
+= a

n
nan  26. 

2
7,

32
7 =

+
= a

n
nan  

27. 
3
4,

13
14 =

−
+= a

n
nan  28. 

6
5,

16
25 =

+
−= a

n
nan  

29. 4,
2

4 =
+

= a
n

nan  30. 
3
1,

16
72 =

−
+= a

n
nan  

31. 6,
7
56 =

+
+= a

n
nan  32. 

8
5,

58
5 =
+

= a
n

nan  

33. 
7
1,

37
=

−
= a

n
nan  34. 

3
8,

23
48 =

−
+= a

n
nan  

 
 
 

Пример выполнения задания 1 

Для заданной числовой последовательности доказать aann
=

∞→
lim . 

Выяснить является ли последовательность монотонной, ограниченной 
и определить грани. 

2
1,

14
12 =

+
−= a

n
nan .  
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Решение. Во-первых, докажем, что последовательность 
14
12

+
−=

n
nan  

имеет предел, равный 
2
1 .  

По определению число 
2
1=a  является пределом числовой последо-

вательности 
14
12

+
−=

n
nan , если для любого 0>ε  найдется такой номер 

N , зависящий от ε , что для всех членов последовательности { }na  с 

номера Nn >  будет верно неравенство ε<− aan  ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ =

∞→
aann

lim .  

Решим неравенство  

ε<−
+
−

2
1

14
12

n
n ,  

( ) ( )
( ) ε<

+
+−−

142
14122

n
nn ,  

ε<
+

−
28

3
n

,  

т.к. 
28

3
28

3
+

=
+

−
⇒∈

nn
Nn , тогда  

ε<
+ 28
3

n
,  

ε
>+ 328n ,  

238 −
ε

>n ,  

следовательно, номер ( ) 1
4
1

8
3 +⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

ε
=εN .  
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То есть для любого 0>ε  найдется номер ( ) 1
4
1

8
3 +⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

ε
=εN , начиная 

с которого будет выполнено неравенство ε<−
2
1

na . Это означает, 

что искомая последовательность 
14
12

+
−=

n
nan  имеет предел, равный 

2
1 .  

Проверка. Допустим 1,0=ε  тогда  

( ) [ ] 41315,31
4
1

1,08
31,0 =+=+=+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
⋅

==εN .  

Значит, начиная с четвертого элемента 
17
7

144
142

4 =
+⋅
−⋅=a , все 

элементы данной числовой последовательности будут принадлежать 

ε -окрестности числа 
2
1 :   ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +ε+ε−

2
1;

2
1 .  

При 1,0=ε    ε -окрестность имеет вид ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−

2
11,0;

2
11,0  или 

( )6,0;4,0 .  

Легко заметить, что ( )6,0;4,0
17
7

4 ∈=a  (и все последующие 

( )6,0;4,0...,, 65 ∈aa ), а конечное число элементов 21, aa и 3a  не при-

надлежат ε -окрестности числа 
2
1 .  

Во-вторых, выясним, является ли последовательность 

14
12

+
−=

n
nan  монотонной. Для этого удобнее воспользоваться графиче-

ской интерпретацией. Построим функцию ( )
14
12

+
−=

n
nnf , графиком 

которой является гипербола (см. рис.). 

На графике точками отметим элементы числовой последователь-

ности ( ;
3
1;

5
1

21 == aa  и т.д.). Из графика нетрудно заметить, что дан-

ная последовательность является монотонно возрастающей 
( )...321 <<< aaa .  



1.1.  Числовая последовательность 

 9

 
 
 

Докажем это аналитически. По определению последовательность 

14
12

+
−=

n
nan  является возрастающей, если каждый ее элемент, начиная 

со второго, больше предыдущего, т.е. для любого номера ( )Nnn ∈  
выполняется неравенство nn aa >+1 . Докажем последнее неравенство:  

( )
( ) 14

12
114
112

+
−>

++
−+

n
n

n
n ,   0

14
12

54
12 >

+
−−

+
+

n
n

n
n ,  

( )( ) ( )( )
( )( ) 0

1454
54121412 >

++
+−−++

nn
nnnn ,   ( )( ) 0

1454
11 >

++ nn
. 

Последнее неравенство для любого Nn ∈  всегда справедливо, 
следовательно, данная последовательность является монотонной (мо-
нотонно возрастающей). Также по графику (см. рис.) легко увидеть, 
что данная последовательность является ограниченной: сверху после-

0 

1 

1=n  2=n  3=n  4=n  n  

( )
2
1=nf  

( )nfan =  

5
1

1 =a  
5,0  

4
1−=n  

3
1

2 =a  13
5

3 =a  17
7

4 =a  

5,0  

2,0  

1−
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довательность ограничена числом 
2
1    ( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =

2
1sup na ; снизу последо-

вательность ограничена числом 
5
1    ( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =

5
1inf na .  

Ответ: 
2
1

14
12lim =

+
−

∞→ n
n

n
; последовательность является монотонно 

возрастающей, ограниченной; верхняя грань: ( )
2
1sup =na ; нижняя 

грань: ( )
5
1inf =na .  

 
 
 

1.2. Характеристики функции 
 
 

Задание 1 
 

Найти область определения заданных функций.  
 

1. 1

2

2
4

2arcsin +⋅+
−
−= x

x

x
x

xy  2. ( ) 32

2
1423ln

−
−+−+=

x
xxxy  

3. xe
x

xy −−
+
−= 4

2
1arccos  4. 2209

1
4

3arctg
xx

x
x

xy
−−

−+
+
−=  

5. 5
22 1232

13log
xx

x
x
xy

−+
−

−
+=  6. 

xx
x

x
xy

3
1arcctg

32
4arcsin 2 +

−−
+

+=  

7. ( ) 2
2

4
853lg

x
xxxy

−
+−+=  8. ( )

x
xxy

−
+−−=

1
33arccos 2  

9. 4
22 6

41
532

2arctg
−+

−+
−−

=
xx

x
xx

xy  

10. ( )
2

arccos8log
2

3
3 −

−+=
x
xxy  
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11. 
x

x
xx

xy
63

84
310

52arcctg 2 +
−+

−−
−=  

12. 
2280

6
6ln xxe
x

xy −+−
−
+=   

13. 5
2

2
34

2
82arcsin

−
−++

+
−=

x
xx

x
xy  

14. ( ) ( ) 1
2

2
5 3121652log −⋅+−+−= x

x

xxxy  

15. 22 56
23

743
34arctg

xx
x

xx
xy

−+
−+

−−
−=  

16. xxe
x

xy −−+−
−
−= 42

2
14arccos  

17. ( ) 2
2

4
13arcctg2047ln
xx

xxxy
−
+−−−=  

18. 3
3

412 725
2

xx
xy xx

−
−+= −+  

19. ( ) 3 1322 28arcsin ++−+−= xxxy  

20. ( ) 7
3

2
2

6 4
32514log

xx
xxxxy

−
−−−−+=  

21. 4
2

3

2

37
2611

9
232arctg

x
xx

xx
xxy

−
−−−

−
−−=  

22. 
x
xey x

−
++= −

3
52arccos418  

23. 473
2

2
3

2425
4ln +−−−

−−
−= xx

xx
xxy  

24. ( ) 4
2

3
3

6
7arcsin

xx
xxxy

−−
−−+=  

25. 
14

3063lg
1034

1arcctg
2

2

3

+
+−+

−−
−=

x
xx

xx
xy  
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26. ( ) 237122 772arccos +−−−−= xxxy  

27. ( ) 332
1,0 310

9267log
x

xxxxy
+
−+−+=  

28. 
434

9
43

2arcsin 2

3

+−
−+

−
−=

xx
xx

x
xy  

29. 
x

xey xxx

+
−= +−−

1
3arccos24 23 2

 

30. 
235

37arctg
34

2043ln 22

2

+−
+−

−
−−=

xx
x

xx
xxy  

31. 
245

5
32arccos3 xxe

x
xy −−
+
−=  

32. ( )2
2

2
28lg

53
34arctg xx

xx
xxy −−+

+
+−=  

33. ( ) xx
x

xy 32
5

2 2292arcsin +
−

−−=  

34. 3
22

2

3,1 65
78

6
44log

−−
−−

−
++=

xx
x

xx
xxy .  

 
 

Пример выполнения задания 1 

Найти область определения заданной функции: 

52
23log

2
53arccos

32

3,0 +
−−+

+
−=

x
xxx

x
xy .  

Решение. По определению областью определения являются те 
значения независимой переменной x , при которых функция имеет 
смысл, следовательно, значения x  должны удовлетворять системе: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>
+

−−

≤
+
−≤−

.0
52

23

,1
2

531

32

x
xxx

x
x
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Решим данную систему:  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>
+

−−

−≥
+
−

≤
+
−

0
52

23

,1
2

53

,1
2

53

32

x
xxx

x
x

x
x

,      

( )
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>
+

−−

≥+
+
−

≤−
+
−

0
52

23

,01
2

53

,01
2

53

2

x
xxx

x
x

x
x

,      

( )( )
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>
+

+−

≥
+
−

≤
+
−

0
52

31

,0
2

34

,0
2

72

x
xxx

x
x

x
x

, 

 

 
 

Ответ: ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡ 1;

4
3 .  

 
 

Задание 2 
 

Выяснить четность, нечетность заданных функций.  

1. ( ) 2

3

2

2cos
2lg xe

x
xy −+−=  2. 

3
cos2

3
3ln 2

2 xx
x
xy −

+
−=  

4
3  1 

2
7  

0 2−
2
5−  

3−  

⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡∈ 1;

4
3x  

x 

x 
4
3  2−

x 2−
2
7  

x 3−  1 0 
2
5−  
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3. 
1

44
3 24

22

+−
+−−

+−=
−

xx
xx

x
eey

xx
 4. 

x
x

xxy −−= 42tg2  

5. ( )63lg3232 xxxy +−++−=  6. xexxy −⋅−= 432arcsin  

7. ( ) 332 2cos3sin xxxy ⋅−=  8. 13
1
1lg −⋅−

−
+= xe

x
xy  

9. 2323
2

arccos ++−+= xxxy  10. xx
x
xy ++−−

+
−= 22

1
1log 3

3

2  

11. 2
22

3
arctg

x
xy

xx −−=
−

 12. ( )xxxy x 2sin3cos2 52
−= −  

13. xxxxy lg
3

tg1 2 ⋅−⋅−=  14. 
3

cos
23

23ln 3 x
x

xy −
+

−=  

15. ( )
2

553sin 42
25

++
++−=

−

xx
xy

xx
 16. 

12
12lg

4
tg8cos

+
−−⋅=

x
xxxy  

17. 
x

exxy
x

2
ctg2

2
36 4

−

−⋅−=  18. 
12
12ln

+
−+= x

x

x
x

y  

19. x
x

y 5tg2arcsin 3−=  20. xxxxy ++−= 3
5

sin5cos 2  

21. 3 2cos
23
23lg xxy x

x
−−

−
+=  22. 

xx
xx

x
y

−
−−= 3

2tgcos3arctg  

23. ( )23
4

2lg
2sin

3 xx
x

xy +−+=  24. xxxy 3113
4

arcsin −−++=  

25. ( )3log
4

arctg
22

+⋅−
−

= xx
x

xy  26. ( ) xexxy −−−++= 322ln  

27. 2

2
3

2
2lg

3
cossin

x
xxxxy

+
−⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−=  28. xy xx 2arctg33 ⋅+= −  

29. xxexy ++−−= 55
2

2
arccos  30. 2

2 2sin
110
110

xx
xy x

x

−
−

+
−=  

31. 
x

xxeey xx
4

3
33 22

sin
2cos −⋅−= −  



1.2.  Характеристики функции 

 15

32. ( ) 2
3 arcsin5252log xxxy −++−=  

33. 
2

2
1212

cos 3
x

xx
xx

y −+
−

+−−
=  34. xexy x 34 2 ctg⋅+= −   

 
 
 

Пример выполнения задания 2 

Выяснить четность, нечетность функции 3
2

arcsin
13
13ln x

x
xy −

+
−= . 

Решение. Для исследования функции на четность, нечетность, во-
первых, проверим, является ли область определения данной функции 
симметричным промежутком. Область определения удовлетворяет сле-
дующей системе:  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤≤−

>
+
−

.0
2

1

,0
13
13

3 x
x
x

  

Решим эту систему 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤≤−

>
+
−

,1
2

1

,0
13
13

x
x
x

      
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤−

>
+
−

,22

,0
13
13

x
x
x

 

 

  
 

⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡ −−∈ 2;

3
1

3
1;2 Ux .  

Легко увидеть, что область определения, действительно, пред-
ставляет собой симметричные промежутки.  

3
1−  

3
1  

2−  2 

x 

x 
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Во-вторых, находим ( )xy − :  

( ) ( )
( )

( )
( )

( ).
2

arcsin
13
13ln

2
arcsin

13
13ln

2
arcsin

13
13ln

2
arcsin

13
13ln

2
arcsin

13
13ln

2
arcsin

13
13ln

2
arcsin

13
13

ln

3

33
1

33

33

xyx
x
x

x
x
xx

x
x

x
x
xx

x
x

x
x
xx

x
x

xy

−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+
−−=

=+
+
−−=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

=+
−
+=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−

−−
+−=

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−

+−
−−=−−

+−
−−

=−

−
 

Так как ( ) ( )xyxy −=− , то по определению нечетной функции 
искомая функция является нечетной.  

Ответ: нечетная.  
 
 
 

1.3  Предел и непрерывность функции 
 
 

Задание 1 
 

Найти предел функций: 
 

1. 
23

18118lim
2

23

1 +−
+−−

→ xx
xxx

x
 2. 

910
64lim

2

23

1 +−
−++

→ xx
xxx

x
 

3. 
34

16107lim
2

23

1 +−
+−−

→ xx
xxx

x
 4. 

2
67lim

2

3

1 −−
−−

−→ xx
xx

x
 

5. 
45

1496lim
2

23

1 +−
+−−

→ xx
xxx

x
 6. 

32
825lim

2

23

1 −−
++−

−→ xx
xxx

x
 

7. 
56

1285lim
2

23

1 +−
+−−

→ xx
xxx

x
 8. 

43
1036lim

2

23

1 −−
++−

−→ xx
xxx

x
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9. 
67

1074lim
2

23

1 +−
+−−

→ xx
xxx

x
 10. 

54
1247lim

2

23

1 −−
++−

−→ xx
xxx

x
 

11. 
78

863lim
2

23

1 +−
+−−

→ xx
xxx

x
 12. 

65
1458lim

2

23

1 −−
++−

−→ xx
xxx

x
 

13. 
89

652lim
2

23

1 +−
+−−

→ xx
xxx

x
 14. 

76
1669lim

2

23

1 −−
++−

−→ xx
xxx

x
 

15. 
87

18710lim
2

23

1 −−
++−

−→ xx
xxx

x
 16. 

1811
652lim

2

23

2 +−
−−+

→ xx
xxx

x
 

17. 
98

6116lim
2

23

1 −−
+++

−→ xx
xxx

x
 18. 

2
8147lim

2

23

2 −+
+++

−→ xx
xxx

x
 

19. 
32

99lim
2

23

3 −+
−−+

−→ xx
xxx

x
 20. 

6
6116lim

2

23

2 −−
+++

−→ xx
xxx

x
 

21. 
65

8147lim
2

23

2 +−
−+−

→ xx
xxx

x
 22. 

82
22lim

2

23

2 −−
−−−

−→ xx
xxx

x
 

23. 
86

10178lim
2

23

2 +−
−+−

→ xx
xxx

x
 24. 

103
10178lim

2

23

2 −−
+++

−→ xx
xxx

x
 

25. 
107

12209lim
2

23

2 +−
−+−

→ xx
xxx

x
 26. 

124
44lim

2

23

2 −−
−−+

−→ xx
xxx

x
 

27. 
128

142310lim
2

23

2 +−
−+−

→ xx
xxx

x
 28. 

145
1892lim

2

23

2 −−
−−+

−→ xx
xxx

x
 

29. 
149

162611lim
2

23

2 +−
−+−

→ xx
xxx

x
 30. 

166
1243lim

2

23

2 −−
+−−

−→ xx
xxx

x
 

31. 
1610

182912lim
2

23

2 +−
−+−

→ xx
xxx

x
 32. 

187
1247lim

2

23

2 −−
−++

−→ xx
xxx

x
 

33. 
82

104lim
2

23

2 −+
+−−

→ xx
xxx

x
 34. 

124
149lim

2

23

2 −−
−−+

−→ xx
xxx

x
. 
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Пример выполнения задания 1 
 

Найти предел функции 
214

1524lim 2

23

3 −−
−−+

−→ xx
xxx

x
. 

Решение. 1). Проверяем, есть ли неопределенность. Для этого 

3−=x  подставляем в выражение 
214

1524
2

23

−−
−−+

xx
xxx , получаем неоп-

ределенность ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
0
0 .  

Для того, чтобы избавиться от данной неопределенности воспользу-
емся разложением числителя и знаменателя на множители, одним из 
которых будет ( )3+x .  

 
2). ( )( )531524 223 −++=−−+ xxxxxx , т.к.  

 
3). ( )( )732142 −+=−− xxxx , т.к. ( )( )21

2 xxxxacbxax −−=++ , 

где ,
2

4,
2

4 2

2

2

1 a
acbbx

a
acbbx −−−=−+−=  

 

2142 −− xx  

xx 32 +  

217 −− x  

217 −− x  

0  

3+x  
7−x  

1524 23 −−+ xxx  
23 3xx +  

1522 −− xx  

xx 32 +  

155 −− x  
155 −− x  

0  

3+x  

52 −+ xx  
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4). Находим: 

( )( )
( )( )

( ) ( ) .
10
1

73
533

7
5lim

73
53

lim
0
0

214
1524lim

2

2

3

2

32

23

3

−=
−−

−−+−=

=
−

−+
−+

−++
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=

−−
−−+

−→−→−→ x
xx

xx
xxx

xx
xxx

xxx
 

 
Ответ: 1,0− .  

 
 
 

Задание 2 
 

Вычислить пределы функций: 
 

1. 
43
321lim

24 −−
−+

→ xx
x

x
 2. 

31
8lim

8 −−
+

−→ x
x

x
 

3. 
9

1213lim
23 −

+−+
→ x

xx
x

 4. 
xx

xxx
x 43

)1(1
lim

2

2

0 +
+−+−

→
 

5. 
529
87lim

2

8 −+
−−

→ x
xx

x
 6. 

8
26lim

32 +
−+

−→ x
x

x
 

7. 
xx

xx
x 21

910lim
2

1 −+
+−

→
 8. 

xx
xx

x −−+
−

→ 11
3lim

2

0
 

9. 
xx

x
x 22

4lim
2

2 −+
−

→
 10. 

56
1lim

21 +−
−

→ xx
x

x
 

11. 
xx

xx
x 23

12lim
2

3 −+
−+

→
 12. 

45
24lim

24 +−
−+

→ xx
xx

x
 

13. 
89
529lim 28 +−

−+
→ xx

x
x

 14. 
12

1213lim
23 −+

+−+
→ xx

xx
x

 

15. 
89

1610lim
28 ++

−−−
−→ xx

xx
x

 16. 
xxx

xx
x 34

11lim
23

2

1 +−
−+−

→
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17. 
1

133lim
2

2

1 −
−+−

→ x
xx

x
 18. 

x
xx

x −−
+−

→ 103
910lim

2

1
 

19. 
xx

xxxx
x −

+−−++
→ 2

22

0

11lim  20. 
98

24lim
2

2

1 −−
−++

−→ xx
xx

x
 

21. 
xx

xxxx
x 2

271lim
2

22

2 −
−+−++

→
 22. 

24
2lim

2

2 −+
−+

−→ x
xx

x
 

23. 
105
107lim

2

5 −+
+−

→ x
xx

x
 24. 

86
312lim

24 +−
−+

→ xx
x

x
 

25. 
67
26lim

26 +−
−+

→ xx
xx

x
 26. 

12
824lim

24 −+
−−−

−→ xx
xx

x
 

27. 
65
612lim

26 −+
−+

−→ xx
x

x
 28. 

98
572lim

29 −−
−+

→ xx
x

x
 

29. 
xx

xx
x 27

76lim
2

7 −+
−−

→
 30. 

xx
xx

x 28
1610lim

2

8 −+
+−

→
 

31. 
149
32lim

27 ++
−−

−→ xx
x

x
 32. 

166
212lim 28 −+

−+
−→ xx

x
x

 

33. 
xx

xx
x −−+

−−
−→ 17

276lim
2

3
 34. 

2142
152lim

2

5 −+
−+

−→ x
xx

x
. 

 
 

Пример выполнения задания 2 

Вычислить предел функции 
214

1632lim 27 −+
−−−

−→ xx
xx

x
. 

Решение. 1) Проверяем, есть ли неопределенность. Для этого 

7−=x  подставляем в выражение 
214

1632
2 −+

−−−
xx

xx , получаем неоп-

ределенность ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
0
0 .  
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Для того, чтобы избавиться от данной неопределенности, во-первых, 
знаменатель разложим на множители, один из которых ( )7+x , во-вторых, 
числитель и знаменатель умножим на сопряженное к числителю вы-
ражение ( )xx −+− 1632 .  

 
2) ( )( )372142 −+=−+ xxxx , т.к.  
 

 
 

3) =
−+−
−+−⋅

−+
−−−

−→ xx
xx

xx
xx

x 1632
1632

214
1632lim 27

 

( ) ( )
( )( )( )
( ) ( )

( )( )( )
( ) ( )

( )( )( )
( )( )( )

( )
( )( )( )
( )( )

( ) ( ) ( )( ) =
−−+−−−−

−=

=
−+−−

−=

=
−+−−+

+⋅−=

=
−+−−+

−−=

=
−+−−+

−−−=

=
−+−−+

−−−=

=
−+−−+

−+−⋅−−−=

−→

−→

−→

−→

−→

−→

71673237
2

16323
2lim

163237
72lim

163237
214lim

163237
1632lim

163237
1632lim

163237
16321632lim

7

7

7

7

22

7

7

xxx

xxxx
x

xxxx
x

xxxx
xx

xxxx
xx

xxxx
xxxx

x

x

x

x

x

x

 

 

2142 −− xx  

xx 72 +  

213 −− x  

213 −− x  

0  

7+x  
3−x  
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( ) .
230

23
2310

1
232310

2 ==
+−

−=  

 

Ответ: 
230

23 .  

 
 

Задание 3 
 

Вычислить пределы функций: 
 

1. 
22

22

)3()3(
)3()3(

lim
xx
xx

x +−−
++−

∞→
 2. 

44

44

)1()1(
)2()3(

lim
xx
xx

x +−−
−−−

∞→
 

3. 
33

44

)1()1(
)2()3(

lim
xx
xx

x +−−
−−−

∞→
 4. 34

44

)1()1(
)1()1(lim

xx
xx

x −−+
++−

∞→
 

5. 22

22

)1()6(
)6()6(lim

xx
xx

x −−+
−−−

∞→
 6. 33

23

)1()1(
)1()1(lim

+−−
+−+

∞→ xx
xx

x
 

7. 22

33

4)21(
8)21(lim

xx
xx

x ++
−+

∞→
 8. 33

2

)3()3(
)43(lim

+−−
−

∞→ xx
x

x
 

9. 3

322

)4(
)2()1()1(lim

x
xxx

x −
+−−++

∞→
 10. 32

3

)1()1(
)3(lim

+−+
−

∞→ xx
x

x
 

11. 
32

)2()1(2lim 2

33

−+
−−+

∞→ xx
xx

x
 12. 33

33

)5()4(
)2()1(lim

+++
+++

∞→ xx
xx

x
 

13. 44

33

)4()3(
)4()3(lim

−−+
+++

∞→ xx
xx

x
 14. 33

44

)1()1(
)1()1(lim

−++
−−+

∞→ xx
xx

x
 

15. 44

3

)1()1(
28lim

−−+
−

∞→ xx
xx

x
 16. 22

33

)4()32(
)1()6(lim

+++
+−+

∞→ xx
xx

x
 

17. 33

33

)32()13(
)5()32(lim

++−
+−−

∞→ xx
xx

x
 18. 33

22

)1()6(
)13()10(lim

+−+
+++

∞→ xx
xx

x
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19. 33

33

)7()32(
)13()12(lim

−−+
+++

∞→ xx
xx

x
 20. 22

33

)14()23(
)2()7(lim

+++
+−+

∞→ xx
xx

x
 

21. 22

33

)32()12(
)32()12(lim

+++
+−+

∞→ xx
xx

x
 22. 44

33

)1(
)1(lim
xx

xx
x −+

−−
∞→

 

23. 22

44

)2()5(
)2()2(lim

−++
−−+

∞→ xx
xx

x
 24. 33

44

)1()1(
)1()1(lim

−++
−−+

∞→ xx
xx

x
 

25. 22

33

)1()1(
)1()1(lim

−−+
−−+

∞→ xx
xx

x
 26. 22

33

)1()1(
)1()1(lim

−++
−−+

∞→ xx
xx

x
 

27. 
12

)2()2(lim 24

33

−+
−++

∞→ xx
xx

x
 28. 

xx
xx

x 3
)1()1(lim 3

33

+
−++

∞→
 

29. 
1

)1()1(lim 3

33

+
−++

∞→ x
xx

x
 30. 2

22

)3(
)2()2(lim

+
−−+

∞→ x
xx

x
 

31. 
1

)1()12(lim 2

22

++
+−+

∞→ xx
xx

x
 32. 

xx
xx

x 2
)2()1(lim 3

33

−
+++

∞→
 

33. 2

33

)32(
)1()2(lim

−
++−

∞→ x
xx

x
 34. 

33

22

)2(8)12(
)4()32(

lim
+−−
−++

∞→ xx
xx

x
. 

 
 

Пример выполнения задания 3 

Вычислить предел функции 
33

44

)3()12(
)2()1(

lim
xx
xx

x −+−
+−−

∞→
. 

 
Решение. Проверяем, есть ли неопределенность. Числитель и 

знаменатель представлены в виде алгебраических многочленов, кото-
рые при ∞→x  являются бесконечно большими величинами, следова-

тельно, получаем неопределенность в виде ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
∞
∞ .  

Для избавления от данной неопределенности проведем следую-
щие преобразования, используя формулы сокращенного умножения:  
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( ) ( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

,
7

12
262137

15361812
lim

262137
15361812

lim

262137
82432164641

lim

9272716128
44442121

lim

)3()12(
2)2(1)1(lim

)3()12(
)2()1(lim

32
3

32
3

23

23

23

432432

3223

2222

33

2222

33

44

−=
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −−−−
=

+−−
−−−−

=

=
+−−

++++−+−+−
=

=
−+−+−+−

++++−+−+−
=

=
−+−

++−−−
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
∞
∞=

−+−
+−−

∞→∞→

∞→

∞→

∞→∞→

xxx
x

xxx
x

xxx
xxx

xxx
xxxxxxxx

xxxxxx
xxxxxxxx

xx
xxxx

xx
xx

xx

x

x

xx

 

т.к. ( )RCk
x
C

kx
∈>=

∞→
,00lim .  

 

Ответ: 
7

12− .  

 
 
 
 

Формулы сокращенного умножения: 
 

( )

( )

( )( )

( )( ).

33

2

3233

22

32233

222

babababa

bababa

babbaaba

bababa

+±=±

+−=−

±+±=±

+±=±

m
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Задание 4 
 

Вычислить пределы функций: 
 

1. ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−−+

∞→
9)4)(1(lim 422 xxx

x
 2. ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−−

∞→
3)2(lim 2xxx

x
 

3. ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+−++

∞→
3223lim 22 xxxx

x
 4. ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+−

∞→
xxx

x
33lim 2  

5. ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++−+

∞→
1212lim 22 xxx

x
 6. ( ) xxx

x
32lim −−+

∞→
 

7 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−−+

∞→
32)2(lim 2 xxxx

x
 8. ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−+

∞→
23lim 442 xxx

x
 

9. ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−−+

∞→
3)23lim 22 xxx

x
 10. ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+−

∞→
25lim 2 xxx

x
 

11. ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−++

∞→
128lim 333 xxx

x
 12. ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−−

∞→
25lim 44 xxx

x
 

13. xxxx
x

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−−+

∞→
31lim 33  14. ( ))1(lim −−

∞→
xxx

x
 

15. ( ))2)(1(lim ++−
∞→

xxxxx
x

 16. ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−+

∞→
1lim 22 xxx

x
 

17. ( )432lim −−++
∞→

xxx
x

 18. ( )243lim +−−
∞→

xxx
x

 

19. ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−−

∞→
23lim 33 xxxx

x
 20. ( )72lim +−−

∞→
xxx

x
 

21. ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−+−

∞→
323lim 22 xxx

x
 22. ( )65lim +−+

∞→
xxx

x
 

23. ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−++

∞→
11lim 33 xxxx

x
 24. ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−+

∞→
27lim 442 xxx

x
 

25. ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+−+

∞→
2313lim 22 xxx

x
 26. ( )5212lim −−+

∞→
xxx

x
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27. ( )321lim +−++
∞→

xxx
x

 28. ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −++

∞→

22 222lim xxx
x

 

29. ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++−+

∞→
42)3(lim 2 xxxx

x
 

30. ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−++

∞→
2732lim 22 xxxx

x
 

31. ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−−++

∞→
2333lim 2424 xxxx

x
 

32. ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−−++

∞→
1313lim 424 xxxx

x
 

33. ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−+−−

∞→
2323lim 33 xxxx

x
 

34. ( )8523lim −−++
∞→

xxx
x

. 

 
 

Пример выполнения задания 4 

Вычислить предел функции ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−++

∞→
534lim 442 xxx

x
. 

Решение. Проверим, есть ли неопределенность.  
Выражения ( ) ( ) ( )5,3,4 442 −++ xxx  являются алгебраическими 

многочленами, которые при ∞→x  бесконечно большие величины. 
Следовательно, получаем неопределенность в виде ( )[ ]∞−∞⋅∞ .  

Для того, чтобы избавиться от неопределенности [ ]∞−∞ , дом-
ножим числитель и знаменатель на сопряженное выражение 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −++ 53 44 xx :  

( ) =
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −++

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −++

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−++

∞→ 53

53
534lim

44

44

442

xx

xx
xxx

x
 



1.3.  Предел и непрерывность функции 

 27

( )
=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −++

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++

=
∞→ 53

534
lim

44

2
4

2
42

xx

xxx

x
 

( ) ( )( ) ( )
=

−⋅++⋅

⋅+
=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +

−−++
=

∞→∞→

4
2

4
2

2

4
4

4
4

442

5131

84
lim

5131

534
lim

x
x

x
x

x

x
x

x
x

xxx
xx

 

,4
2
8

5131

418
lim

5131

418
lim

44

2

44
2

2
2

==
−++

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−++

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
=

∞→∞→

xx

x

xx
x

x
x

xx
 

т.к. ( )RCk
x
C

kx
∈>=

∞→
,00lim .  

 
Ответ: 4.  
 
 

 
Задание 5 

 
Вычислить пределы функций, используя первый замечательный 

предел: 
 

1. 
x
x

x 3cos1
5cos1lim

0 −
−

→
 2. 

x
xx

x 4
2tgtglim

0

+
→

 

3. 30

sintglim
x

xx
x

−
→

 4. 
x

xx
x 7

tg5tglim
0

−
→

 

5. 
x

xx
x sin

3sin5sinlim
0

−
→

 6. 20 3
3cos5coslim

x
xx

x

−
→

 

7. 20

3coscoslim
x

xx
x

−
→

 8. 
xx

xx
x 20 sin

sintglim −
→
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9. 
xx

xx
x 2cos2sin1

cossin1lim
0 −+

−+
→

 10. 
20 11

3coscoslim
x

xx
x −−

−
→

 

11. 
x
x

x 7sin
4cos1lim 20

−
→

 12. 
xx

x
x 2tg

13coslim
0

−
→

 

13. 20 5
cos22cos1lim

x
xx

x

−+
→

 14. 
x

xx
x cos1

cos3coslim
0 −

−
→

 

15. 30 4
sin22sinlim

x
xx

x

−
→

 16. 
2

2

0 11

3sinlim
x

x
x −−→

 

17. 2

2

0 2
coscoslim

x
xx

x

−
→

 18. 
xx

xx
x 7sin3sin

53lim
2

0 −
−

→
 

19. 2

3

0 4
cos1lim
x

x
x

−
→

 20. 
x

x
x 5sin3

24lim
0

−+
→

 

21. 
xx

x
x sin

cos1lim
0

−
→

 22. 
x

xx
x cos1

cos2coslim
0 −

−
→

 

23. 
)2cos1(

sintglim
0 x

xx
x −

−
→

 24. 
x

xx
x 20 sin

7cos3coslim −
→

 

25. 4

2

0 2
2sinlim

x
xtgx

x

−
→

 26. 
16cos

2cos1lim
0 −

−
→ x

x
x

 

27. 
x
xx

x cos1
sin2lim

0 −→
 28. 

x
xx

x sin
6cos6sin1lim

0

−+
→

 

29. 20 5
10cos1lim

x
x

x

−
→

 30. 
xx

xx
x 6sin2sin

coslim
0 −→

 

31. 
xx

x
x 3cos7cos

3lim
2

0 −→
 32. 

xx
xx

x 2cos4cos
coslim

2

0 −→
 

33. 
xx

x
x 5sin2sin

3cos1lim
0 −

−
→

 34. 
xx

xx
x 2sin3

sin4sinlim 20

+
→

. 
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Пример выполнения задания 5 

Вычислить предел функции, используя первый замечательный 

предел 
15cos
8cos3coslim

0 −
−

→ x
xx

x
 

Решение. Проверим, есть ли неопределенность.  

Известно, что ( )xαcos  при 0→x  равен единице ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ =α

→
1coslim

0
x

x
.  

Следовательно, имеем неопределенность вида ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
0
0 , т.к. 

15coslim8coslim3coslim
000

===
→→→

xxx
xxx

.  

Для того, чтобы избавиться от неопределенности, воспользуемся 
тригонометрическими преобразованиями и первым замечательным 

пределом ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =

→
1sinlim

0 x
x

x
: 

( )

.2,2
5

11

2
5
2

11

lim

2
5

2
5

2
5sin

2
11

2
11

2
11sin

lim

2
5sin

2
11sin

lim

2
5sin2

2
5sin

2
11sin2

lim

5cos1
2

83sin
2

83sin2
lim

15cos
8cos3coslim

0

0020

00

−=−=
−

=

=

⋅

⋅−

=
−

=
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

=

=
−−

−+−
=

−
−

→

→→→

→→

x

x

x
x

x

x
x

x

x

x

x

xx

x

xxxx

x
xx

x

xxx

xx

 

 
Ответ: 2,2− .  
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Тригонометрические формулы 
 

.
2

sin2cos1

;
2

sin
2

sin2coscos

;
2

cos
2

sin2sinsin

;
2

cos
2

sin2sinsin

;cossin22sin

2 α=α−

β−α⋅β+α−=β−α

β+α⋅β−α=β−α

β−α⋅β+α=β+α

α⋅α=α

 

 
 
 

Задание 6 
 

Вычислить пределы функций, используя первый замечательный 
предел: 
 

1. 
x
x

x 2
coslim

2
−ππ→

 2. 
2

tg)1(lim
1

xx
x

π−
→

 

3. 
x

xx

x 4
cossinlim

4
−π
−

π→
 4. 

2

2
)2(

sin1lim
π−

−
π→ x

x

x
 

5. 
2

2tgtg
lim

2 −
−

→ x
x

x
 6. 

π−
+

π→ x
x

x

cos1lim  

7. 
x

x

x cos21
3

sin
lim

3
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π−

π→
 8. 

x
x

x 5sin
3sinlim

π→
 

9. 
x
x

x π
π

→ 8sin
2sinlim

2
1

 10. 
x
x

x 7sin
3cos1lim 2

+
π→
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11. 
x

x
x π

π+
→ 21 tg

cos1lim  12. 
2

4
)4(
2sin1lim

x
x

x −π
−

π
→

 

13. 
2

22

)(
tgsin

lim
π−
−

π→ x
xx

x
 14. 

x
x

x tg
3tg

lim
2
π

→
 

15. 
x

xx
x 2sin

3cos5coslim −
π→

 16. 
x

x

x −π

−

π→
2

sin1
lim  

17. 
x
x

x π
π

→ 8sin
7sinlim

2
 18. 

x
x

x π
−

→ 3sin
)2(tglim

2
 

19. 
2

tglim
2 +

π
−→ x

x
x

 20. 
x

x

x −

π

→ 1
2

cos
lim

1
 

21. 
x

x

x 3
cos21lim

3
−π

−
π→

 22. 
x
x

x 3tg
5sinlim

π→
 

23. 
x

x
x π

−
→ sin

1lim
2

1
 24. 

x
x

x π
−−

→ 3sin
103lim

1
 

25. 
x

xx
x 2tg

cos3coslim 2
−

π→
 26. 

x
xx

x 2cos
sincoslim

4

−
π→

 

27. 
x

x
x sin
lim

22 π−
π→

 28. xx
x

tg
2

lim
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −π

π→
 

29. 
3

3coscoslim
3 −

−
→ x

x
x

 30. 
x
x

x 2sin
cos1lim 2

+
π→

 

31. 
5

5ctgctglim
5 −

−
→ x

x
x

 32. 
x

x
x π

−
→ tg

1lim
2

1
 

33. 
1ctgctg

1lim
1 −

−
→ x

x
x

 34. 
x
x

x tg7
3sinlim

π−→
. 
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Пример выполнения задания 6 

Вычислить предел функции, используя первый замечательный 
предел ( ) x8ctg14lim

4
1

π−
→

x
x

 

Решение. Проверяем, есть ли неопределенность.  
Известно, что ( )Ζ∈∞=π kkctg . Тогда ∞=π

→
x

x
8ctglim

4
1

, следова-

тельно, получаем неопределенность вида [ ]∞⋅0 .  
Для того, чтобы избавиться от неопределенности, воспользуемся 

первым замечательным пределом ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =

→
1sinlim

0 x
x

x
, введя замену: 

4
1−= xt     ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →=−⇒→ 0

4
1

4
1 т.к. txx :  

( ) ( )

[ ] { }
.

2
1

28sin
8lim

8sin
4lim18coslim

8sin
8cos4lim08ctg4lim

28ctg4lim
4
18ctg1

4
14lim8ctg14lim

0

0000

00
4
1

π
=

π⋅π
π=

=
π

==π=
π
π=∞⋅=π⋅=

=π+π⋅=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +π⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=π−

→

→→→→

→→→

t
t

t
tt

t
tttt

ttttxx

t

tttt

ttx

 

Ответ: 
π2

1 .  

 
 

Задание 7 
 

Вычислить пределы функций, используя второй замечательный 
предел: 

1. 
15

42
32lim

−

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+ x

x x
x  2. 

22

2

2

2
4lim

x

x x
x

−

∞→ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+  

3. 
23

12
32lim

−

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
− x

x x
x  4. 

53

12
12lim

−

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
− x

x x
x  
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5. 
1

2

2
2

12
22lim

−

∞→ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+

x

x x
x  6. 

2

1013
313lim

−

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+ x

x x
x  

7. 
23

46
76lim

+

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
− x

x x
x  8. 

1
6

7
5lim

+

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

x

x x
x  

9. 
32

13
13lim

+

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+ x

x x
x  10. 

1
2

53
63lim

−

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

x

x x
x  

11. 
47

57
37lim

+

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+ x

x x
x  12. 

12

2

2
2

92
72lim

+

∞→ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−

x

x x
x  

13. 

12

821
721lim

+

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
− x

x x
x

 14. 

221

2

2

73
53lim

x

x x
x

−

∞→ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−

 

15. 

32

3

3

1
1lim

xx

x x
x

−

∞→ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
+

 16. 
32

15
65lim

+

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
− x

x x
x  

17. 
x

x x
x 5

110
310lim ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

∞→
 18. 

x

x x
x 72

87
157lim

−

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−  

19. 

21

2

2

1
3lim

x

x x
x

−

∞→ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+  20. 

73

2

2
2

12
32lim

−

∞→ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
+

x

x x
x  

21. 
x

x x
x 41

34
14lim

−

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−  22. 

23

2

2

32
72lim

x

x x
x

−

∞→ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+  

23. 

221

2

2

14
34lim

x

x x
x

−

∞→ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−  24. 

43

52
52lim

−

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
− x

x x
x  

25. 

31

3

3

13
73lim

x

x x
x

−

∞→ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
+  26. 

23

35
15lim

−

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
− x

x x
x  
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27. 
3

206
76lim

−

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
− x

x x
x  28. 

114

2

2
2

37
17lim

+

∞→ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−

x

x x
x  

29. 
12

2

2
2

103
43lim

+

∞→ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
+

x

x x
x  30. 

23

2

2

13
73lim

x

x x
x

−

∞→ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−  

31. 

32

3

3

35
75lim

x

x x
x

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+

∞→
 32. 

54

59
79lim

+

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
− x

x x
x  

33. 

272

2

2

53
13lim

x

x x
x

−

∞→ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−  34. 

23

34
74lim

−

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+ x

x x
x . 

 
 
 

Пример выполнения задания 7 

Вычислить пределы функций, используя второй замечательный 

предел 

394

3

3

32
52lim

x

x x
x

−

∞→ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
− . 

Решение. Проверяем, есть ли неопределенность.  
Так как  

1
02
02

32

52

32

52
lim

32

52
lim

32
52lim

3

3

3
3

3
3

3

3
=

+
−=

∞
+

∞
−

=
+

−
=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
∞
∞=

+
−

∞→∞→∞→

x

x

x
x

x
x

x
x

xxx
 и 

( ) [ ] ∞=∞⋅−=−
∞→

9494lim 3x
x

, получаем неопределенность ]1[ ∞ .  

Для того, чтобы избавиться от неопределенности данного вида, 

воспользуемся вторым замечательным пределом 
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→
e

x

x

x

11lim :  
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( )

[ ]

.

lim

8
32

11lim

8
32

11lim
32

81lim
32
52lim

362
72

2
32

3272
lim32

3272
lim

32
7232lim

94
32

8

8
32

3

94

3

94

3

94

3

3

3

3

3
3

3
3

3

3

332

3948

3
33

3

33

eeeee

ee
x

xxx
x

x

x

x
x

x
x

x
x

x

x
xx

x

x

x

x

x

x

x

xx

xx

x

====
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

===

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

+=

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

+=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

+
−+=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−

+

−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −

∞
∞

+
+−

∞→

−⋅
+

−

−
+

∞→

−

∞→

−

∞→

−

∞→

∞←∞→

∞→+

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−

 

Ответ: 36e .  
 
 

Задание 8 
 

Исследовать на непрерывность функцию, найти асимптоты и по-
строить схематично график. 
 

1. 
1

3)( 2 −
=

x
xxf  2. 

23
45)( 2 +−

+=
xx

xxf  

3. 
34

65)( 2 +−
+=
xx

xxf  4. 
56

32)( 2 +−
+=
xx

xxf  

5. 
45

7)( 2 +−
=

xx
xxf  6. 

54
103)( 2 −−

+=
xx

xxf  

7. 
67

27)( 2 +−
−=
xx

xxf  8. 
166

8)( 2 −−
=

xx
xxf  

9. 
78

145)( 2 +−
+=

xx
xxf  10. 

)4)(3(
52)(
−+

+=
xx

xxf  
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11. 
2

43)( 2 −−
−=
xx

xxf  12. 
6

)( 2 −+
=

xx
xxf  

13. 
89

4)( 2 +−
=

xx
xxf  14. 

12
)( 2 −−

=
xx
xxf  

15. 
910

12)( 2 +−
+=
xx

xxf  16. 
43

2)( 2 −+
−=

xx
xxf  

17. 
32

65)( 2 −−
+=
xx

xxf  18. 
82

13)( 2 −+
−=
xx

xxf  

19. 
43

12)( 2 −−
−=
xx

xxf  20. 
54

7)( 2 −+
−=

xx
xxf  

21. 
65

4)( 2 −−
−=

xx
xxf  22. 

76
12)( 2 −−

+=
xx

xxf  

23. 
9

2)( 2 −
+=

x
xxf  24. 

67
1)( 2 ++

−=
xx

xxf  

25. 
87

4)( 2 −−
=

xx
xxf  26. 

6
)( 2 −−

=
xx

xxf  

27. 
98

3)( 2 −−
=

xx
xxf  28. 

103
2)( 2 −−

−=
xx

xxf  

29. 
86

15)( 2 +−
+=
xx

xxf  30. 
32

4)( 2 −+
+=

xx
xxf  

31. 
107

1)( 2 +−
−=
xx
xxf  32. 

2
5)( 2 −+

+=
xx

xxf  

33. 
4

2)( 2 −
=

x
xxf  34. 

65
13)( 2 +−

+=
xx

xxf  

 
 

Пример выполнения задания 8 

Исследовать на непрерывность функцию 
65

32)( 2 ++
−=

xx
xxf , найти 

асимптоты и построить схематично график. 
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Решение. Во-первых, исследуем на непрерывность данную 

функцию. При 2−=x  и 3−=x  функция ( )
65

32
2 ++

−=
xx
xxf  не опреде-

лена.  
Для установления характера разрывов в точках 2−=x  и 3−=x  

найдем односторонние пределы: 

при 02 −−→x  (слева), при 02 +−→x  (справа), 

при 03 −−→x  (слева), при 03 +−→x  (справа), 

−∞=
++

−
−−→ 65

32lim 202 xx
x

x
, а +∞=

++
−

+−→ 65
32lim 202 xx

x
x

.  

Функция в точке 2−=x  терпит разрыв, т.к. односторонние пре-
делы (достаточно было бы одного) бесконечны, т.е. 2−=x  – точка 
разрыва функции второго рода.  

Аналогично, 3−=x  – точка разрыва функции второго рода, т.к.  

+∞=
++

−
−−→ 65

32lim 203 xx
x

x
 и −∞=

++
−

+−→ 65
32lim 203 xx

x
x

.  

 
При ( ) ( ) ( )∞+−−−−−∞∈ ;22;33;0 UUx  функция непрерывна, т.к. 

( ) ( )0
0

lim xfxf
xx

=
→

.  

Во-вторых, найдем асимптоты. 
Так как точки 2−=x  и 3−=x  являются точками разрыва функ-

ции второго рода, то прямые 2−=x  и 3−=x  являются вертикальны-
ми асимптотами.  

Найдем наклонную асимптоту bkxy += , где ( )
x
xfk

x ∞→
= lim  и 

( )( )kxxfb
x

−=
∞→

lim :  

( )

,0
1
0

651

32

lim

651

32

lim
65

32lim
65

32lim

2

23

2
3

23
3

232

==
++

−
=

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
∞
∞=

++
−=

⋅++
−=

∞→

∞→∞→∞→

xx

xx

xx
x

xx
x

xxx
x

xxx
xk

x

xxx
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.0
1
0

651

32

lim

651

32

lim
65

32lim0
65

32lim

2

2

2
2

2
2

22

==
++

−
=

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
∞
∞=

++
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−

++
−=

∞→

∞→∞→∞→

xx

xx

xx
x

xx
x

xx
xx

xx
xb

x

xxx

 

Так как 0=k , следовательно, получаем частный случай наклон-
ной асимптоты горизонтальную 0=y .  

В-третьих, построим схематично график (см. рис.) 
 
 

 
 
Ответ: 
1). Функция непрерывна при ( ) ( ) ( )∞+−−−−∞−∈ ;22;33; UUx ;  
2). 3−=x  и 2−=x  – точки разрыва функции второго рода.  

2,5 

0 x 

7 

1/3 

2/3 

3−  

x
=

–
3

x
=

–
2

y 

– 1 – 4 
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3). Вертикальные асимптоты: 3−=x  и 2−=x .  
4). Горизонтальная асимптота: 0=y . 
График (см. рис.).  
 
 

Задание 9 
 

Найти точки разрыва функции и определить характер точек разрыва.  
 

1. 
3

352)(
2

+
−+=

x
xxxf  2. 

1
145)(

2

−
−−=

x
xxxf  

3. 
2

253)(
2

+
−+=

x
xxxf  4. 

3
6144)(

2

−
+−=

x
xxxf  

5. 
12

16)(
2

+
−+=

x
xxxf  6. 

12
16)(

2

−
−−=

x
xxxf  

7. 
13
19)(

2

+
−=

x
xxf  8. 

2
253)(

2

−
−−=

x
xxxf  

9. 
13

123)(
2

+
−−=

x
xxxf  10. 

1
187)(

2

+
++=

x
xxxf  

11. 
3

34)(
2

−
+−=

x
xxxf  12. 

12
232)(

2

−
−+=

x
xxxf  

13. 
13

156)(
2

−
+−=

x
xxxf  14. 

52
85910)(

2

−
−+=

x
xxxf  

15. 
72

21132)(
2

+
++=

x
xxxf  16. 

52
1092)(

2

−
+−=

x
xxxf  

17. 
13

16)(
2

−
−+=

x
xxxf  18. 

12
39756)(

2

+
−−=

x
xxxf  

19. 
11

11212)(
2

−
−−=

x
xxxf  20. 

5
5245)(

2

−
−−=

x
xxxf  

21. 
7

7152)(
2

+
++=

x
xxxf  22. 

4
862)(

2

+
−+=

x
xxxf  
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23. 
13

16)(
2

+
−−=

x
xxxf  24. 

10
10515)(

2

−
+−=

x
xxxf  

25. 
8

128403)(
2

−
+−=

x
xxxf  26. 

8
56173)(

2

+
−+=

x
xxxf  

27. 
12

252)(
2

−
+−=

x
xxxf  28. 

15
1215)(

2

+
−−=

x
xxxf  

29. 
13

6173)(
2

−
−+=

x
xxxf  30. 

7
3592)(

2

−
−−=

x
xxxf  

31. 
13

1215)(
2

−
−−=

x
xxxf  32. 

43
24223)(

2

−
+−=

x
xxxf  

33. 
2

2043)(
2

+
−−=

x
xxxf  34. 

6
11472)(

2

−
−+=

x
xxxf . 

 
 

Пример выполнения задания 9 

Найти точки разрыва функции 
23

8215)(
2

−
−+=

x
xxxf  и определить 

характер точек разрыва. 

Решение. При 
3
2=x  функция не определена, следовательно, 

функция в точке 
3
2=x  терпит разрыв:  

( )( ) ( )
3

2245lim
23

4523
lim

0
0

23
8215lim

3
2

3
2

2

0
3
2

=+=
−

+−
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=

−
−+

→→+→
x

x
xx

x
xx

xxx
,  

т.е. конечный предел существует:  

3
22

23
8215lim

23
8215lim

2

0
3
2

2

0
3
2

=
−

−+=
−

−+

+→−→ x
xx

x
xx

xx
.  

Так как ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≠

−
−+

→ 3
2

23
8215lim

2

3
2

f
x

xx

x
, следовательно, 

3
2=x  – точка 

устранимого разрыва первого рода.  



1.3.  Предел и непрерывность функции 

 41

Ответ:  

1). Функция непрерывна при ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞−∈ ;

3
2

3
2; Ux ;  

2). 
3
2=x  – точка устранимого разрыва первого рода.  

 

Замечание 1. Функция ( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

≠
−

−+

=

3
2 при,

3
22

,
3
2 при,

23
8215 2

x

x
x

xx
xf  будет 

непрерывна на всей числовой прямой, т.к. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
−+

→ 3
2

23
8215lim

2

3
2

f
x

xx

x
.  

 

Замечание 2. Функция ( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

≠
−

−+

=
,

3
2 при,

,
3
2 при,

23
8215 2

xk

x
x

xx
xf  где 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞−∈ ;

3
22

3
22; Uk , будет в точке 

3
2=x  терпеть разрыв. Так 

как ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≠

−
−+

→ 3
2

23
8215lim

2

3
2

f
x

xx

x
, следовательно, 

3
2=x  – точка устрани-

мого разрыва первого рода.  
 
 
 

Задание 10 
 

Функция задается различными аналитическими выражениями для 
различных областей изменения независимой переменной. Найти точки 
разрыва функции, если они существуют. Сделать схематический чертеж. 
 

1. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−
≤+=

.1,1
,1,12

xеслиx
xеслиxy  2. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−

≤−
=

.0,1

,0,21
3 xеслиx

xеслиx
y  
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3. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−>

−≤−
=

.1,

,1,1
3 xеслиx

xеслиx
y  4. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−

≤+
=

.1,

,1,1
2 xеслиx

xеслиx
y  

5. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−

<
=

.0,1

,0,
3

2

xеслиx

xеслиx
y  6. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−
≤=

.1,4
,1,2

xеслиx
xеслиxy  

7. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥

<
=

.1,3

,1,

xесли

xеслиx
y  8. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−≥

−<+
= − .2,2

,2,32

xесли

xеслиx
y x  

9. 
⎩
⎨
⎧

>−
≤

=
.1,2
,1,2

xеслиx
xеслиx

y  10. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥
<+=

.1,log
,1,4

2

2

xеслиx
xеслиxy  

11. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥
<−=

.0,
,0,1 2

xеслиx
xеслиxy  12. 

⎩
⎨
⎧

>+
≤

=
.1,1
,1,arctg

xеслиx
xеслиx

y  

13. 
⎩
⎨
⎧

>−
≤−

=
.1,2
,1,4

xеслиx
xеслиx

y  14. 
⎩
⎨
⎧

>−
≤

=
.2,6
,2,

xеслиx
xеслиx

y  

15. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−
≤=

.0,3
,0,2

xеслиx
xеслиey

x
 16. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−≥+

−<
=

.1,12

,1,2

xеслиx

xесли
xy  

17. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

≤−
= − .0,

,0,2

xеслиe

xеслиx
y x  18. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−≥+
−<=

.1,4
,1,3

xеслиx
xеслиxy  

19. 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

>

≤
=

.2,4
,2,2

xесли
x

xеслиx
y  20. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−>

−≤
=

.1,3

,1,
2

3

xеслиx

xеслиx
y  

21. 
⎩
⎨
⎧

≥
<+

=
.1,ln
,1,2

xеслиx
еслиxx

y  22. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

.0,2

,0,
2
1

2 xеслиx

xесли
y

x

 

23. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>+
≤=

.1,32
,1,3 2

xеслиx
xеслиxy  24. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−

<−
=

.2,1

,2,5
3

2

xеслиx

xеслиx
y  
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25. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−

≤+
=

.1,3

,1,12
2 xеслиx

xеслиx
y  26. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−>−

−≤−
=

.2,3

,2,2
2 xеслиx

xеслиx
y  

27. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−≥

−<
=

.1,4

,1,2
2 xеслиx

xесли
y

x

 28. 
⎩
⎨
⎧

≥
<

=
.0,cos
,0,sin

xеслиx
xеслиx

y  

29. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−

≤−
=

.3,6

,3,3
2 xеслиx

xеслиx
y  30. 

⎩
⎨
⎧

≥
<−

=
.4,log
,4,4

2 xеслиx
xеслиx

y  

31. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−≥+

−<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

.2,2

,2,
3
1

xеслиx

xеслиy

x

 32. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−≥−

−<
=

.1,1

,1,3

2 xеслиx

xесли
xy  

33. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−<−
−≥+=

.1,12
,1,13

xеслиx
xеслиxy  34. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−>

−≤+
= − .1,5

,1,43

xесли

xеслиx
y x  

 
 

Пример выполнения задания 10 
Функция задается различными аналитическими выражениями для 

различных областей изменения независимой переменной. Найти точки 
разрыва функции, если они существуют. Сделать схематический чертеж. 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−>−

−≤
=

.2,2

,2,6

2 xеслиx

xесли
xy  

 
Решение. Исследуем функцию на непрерывность.  

Функция 
x

y 6=  при 2−≤x  определена и непрерывна.  

Функция 22 xy −=  при 2−>x  определена и непрерывна, кроме 
2−=x .  

При 2−=x  функция определена, т.к. ( ) 3
2

62 −=
−

=−y .  

( ) ,36limlim
0202

−==
−−→−−→ x

xy
xx
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( ) ( ) .22limlim 2

0202
−=−=

+−→+−→
xxy

xx
 

Так как ( ) ( )xyxy
xx 0202

limlim
+−→−−→

≠ , то в точке 2−=x  функция 

терпит неустранимый разрыв первого рода.  

Сделаем чертеж: графиком функции 
x

y 6=  является гипербола, а 

графиком 22 xy −=  – парабола.  
 

 
 
 

Ответ: 2−=x  – точка неустранимого разрыва первого рода. Гра-
фик (см. рис.).  

 
 
 

Задание 11 
 

Вычислить пределы функций с помощью эквивалентных беско-
нечно малых. 
 

1. 
xx

xx

x 3arctg2
57lim

32

0 −
−

→
 2. 

xx
ee xx

x sinarcsin2
lim

23

0 −
− −

→
 

3. 
xx

xx

x 23sin
76lim

22

0 −
− −

→
 4. 2

35

0 arctg
lim

xx
ee xx

x −
−

→
 

0 

y 

1 2 

1 

2 

2−  

6−  

3−  

3−  2−
x – 1 
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5. 2

32

0 arctg
53lim

xx

xx

x +
−

→
 6. 

)1(ln
arctglim

2

0 xx
xx

x ++
−

→
 

7. 
xx

xx

x 9sin
23lim

5

0 −
−

→
 8. xxx ee

xx
320

sinarctg2lim
−

−
→

 

9. 
xx

xx

x −
− −

→ arcsin2
512lim

2

0
 10. 

)1(ln
arcsinlim 2

2

0 xx
xx

x ++
−

→
 

11. 
xx

xx

x −
−

→ 2arcsin
23lim

75

0
 12. 

xx
ee xx

x sin2tg
lim

0 −
− −

→
 

13. 
xx

xx

x −
−

→ 3tg
24lim

7

0
 14. 

xx
ee xx

x 5sin3sin
lim

2

0 −
−

→
 

15. 
xx

xx

x arctgtg2
710lim

2

0 −
− −

→
 16. 

xx
ee xx

x sin2sin
lim

25

0 −
−

→
 

17. 3

23

0 tg
37lim
xx

xx

x +
−

→
 18. 

)1(ln2sin
4lim

24

0 +−
−

→ xx
e xx

x
 

19. 
xx

xx

x 53arcsin
73lim

2

0 −
−

→
 20. 

xx
ee xx

x tgsin2
lim

52

0 −
− −

→
 

21. 3

25

0 tgsin
94lim

xx

xx

x −
− −

→
 22. 

xx
xx

x 2tg3sin
)31(ln2lim

0 −
+−

→
 

23. 2

32

0 sin)1(ln
25lim

xx

xx

x ++
−

→
 24. 

)21(ln3
lim

3

0 xx
ee xx

x +−
−

→
 

25. 2

3

0 2sin4
29lim

xx

xx

x +
−

→
 26. 2

2

0 2sin4
lim

xx
ee xx

x +
− −

→
 

27. 
xx

xx

x tg)21(ln
23lim

75

0 −+
− −

→
 28. xxx ee

xx
−
−

→ 20

sin2sinlim  

29. 2

2

0 tg)31(ln
lim

xx
ee xx

x ++
− −

→
 30. 2

23

0 arcsin
32lim

xx

xx

x +
−

→
 

31. 
xx

xx

x 27sin
32lim

53

0 −
−

→
 32. 

)41(ln
lim

24

0 xx
ee xx

x +−
− −

→
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33. 
xx

ee xx

x tg2arcsin
lim

53

0 +
−−

→
 34. ( )

xx
xx

x −
++

→ tg32
1lnsinlim

0
. 

 
 
 

Пример выполнения задания 11 

Вычислить предел функции ( ) xx

xx

x 2arctg71ln
32lim

45

0 ++
− −

→
 с помощью 

эквивалентных бесконечно малых. 
 

Решение. Имеем неопределенность вида ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
0
0 .  

Так как ( ) 05 →x  при 0→x , то, преобразовав выражение 

( ) ( ) ( )1112 2ln52ln5 5
−=−=− xx ee

x
 показатель степени ( ) 02ln5 →⋅x  при 

0→x , следовательно, ( ) 012ln5 →−xe , т.е. является бесконечно малой 
величиной, которую можно заменить на эквивалентную ( )2ln5 ⋅x .  

Аналогично, ( ) 04 →− x  при 0→x , тогда ( ) ( )=−=−
−− 113

43ln4 x
ex  

( ) 013ln4 →−= xe , т.е. является бесконечно малой величиной, которую 
можно заменить на эквивалентную ( )3ln4 ⋅− x .  

Заменив ( )x71ln +  эквивалентной ей бесконечно малой ( )x7  при 
0→x , и x2arctg  эквивалентной ей бесконечно малой ( )x2  при 0→x , 

получаем:  

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) .

9
3ln42ln5

9
3ln42ln5lim

27
3ln42ln5lim

2arctg71ln
1312lim

2arctg71ln
32lim

00

45

0

45

0

+=
⋅
+=

+
−−

=
++

−−−=
++

−

→→

−

→

−

→

x
x

xx
xx

xxxx

xx

xx

x

xx

x
 

 

Ответ: 
9

3ln42ln5 + .  
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ТЕМА  2 
 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ  ИСЧИСЛЕНИЕ 
ФУНКЦИИ  ОДНОЙ  ПЕРЕМЕННОЙ 
 
 
 
 
 
 
 

2.1. Производная функции 
 
 
 

Задание 1 
 

Найти производную y′ . 
 

1. 
2

23

115

)243(2

x

xxxy
−

−−+=  2. 3

22

3
1)12(

x
xxy +−=  

3. 
32

24

)4(2

8

−

−=
x

xxy  4. 
x

xxy
423

12 2

+
−−=  

5. 12

88

12
1)1(

x
xxy ++=  6. 

4

2

312 x

xy
−

=  

7. 5

22

120
4)6(

x
xxy +−=  8. 3

32

6
)8(

x
x

y
−

=  

9. 
3 23

3

)2(

34

xx

xy
+

+=  10. 3

22

24
4)2(

x
xxy +−=  
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11. 
3

36

1

2

x

xxy
−

−+=  12. 
3

24 3 )1(

x

xy +=  

13. 
2

2

212

1

x

xy
+

+=  14. 2

2

4
)23(1

x
xxy +−=  

15. 3

3

3
)1(

x
x

y
+

=  16. 
3

36

8

1288

x

xxy
−

−+=  

17. 2
)2(32

x
xxy −+=  18. 5 22 1)1(

x
xxy +−=  

19. 3

22

9
2)32(

x
xxy ++=  20. 

32 )5(

1

+

−=
x

xy  

21. 2

2)12(
x

xxxy −+=  22. 
19

6
4 +

=
x

xy  

23. 
54)2(

1
2 +++

=
xxx

y  24. 
1

133 2

+
++=

x
xxy  

25. 3
2)1(

13
−
+⋅=

x
xy  26. 

726

7
2 ++

+=
xx

xy  

27. 
1
1

2

2

++
+=

xx
xxy  28. 

4

2

12

2

x

xy
−

+=  

29. 
72

12)3(
+

−+=
x

xxy  30. 
2

3
2 +

+=
x

xxy  

31. 
2

246

1

243

x

xxxy
+

−−+=  32. 
14

1
2 −

=
xx

y  

33. 
1

12
32 +

+=
xx

xy  34. 
( )3

43

42 +
++=

x
xxxy . 
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Пример выполнения задания 1 
 

Найти производную y′  функции 
( ) 3 21

2
−⋅−

=
xx

xy . 

 
Решение. Воспользуемся правилaми дифференцирования  

2υ
υ′−υ′=

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

υ
uuu

      и      ( ) uuu υ′+υ′=′υ⋅ . 

Тогда  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( )( )
( ) ( )

.
213

148216

21

2
3
11212212

21

21212212

21

212212

3
42

2

3
22

3
2

33

3
22

333

3
22

33

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

+−−−
=

=
−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+−⋅⋅−−−

=

=
−−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

−−+−′−⋅−−⋅−′

=

=
−−

′
−⋅−−−⋅−′

=′

−

xx

xxxx

xx

xxxxxx

xx

xxxxxxxx

xx

xxxxxx
y

 

Ответ: ( )( )( )
( ) ( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−

+−−−=′
3
42

2

213

148216

xx

xxxxy .  
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Задание 2 
 

Найти производную y′ . 
 

1. )12(ln 2 +++−= xxx eeexy  2. 
11

11ln12
++

−+++=
x

x
x

e

eey  

3. )2cos2sin2(2 xxey x −−=  4. 3)arctg(
3
2 xey =  

5. 
2

3arctg −=
xey  6. x

x

xy
21
21ln

21
1

−
++

−
=  

7. xx eey arctg2)1(ln
2
1 2 −+=  8. 12arctg12 −−−= xxy  

9. xx eey arctg)1(ln −+=  10. )1(ln
1

1 x
x e

e
xy +−
+
+=  

11. xx eexy arctg2)1(ln3 2 −+−=  12. xx eey 21arctg −−=  

13. )1(lnarcsin 2x
x

x
e

e
exy −−−=  14. 

41

8
xe

xy
+

+=  

15. 2)arctg(arctg xxx eeey −= −  16. 51

3

x
ey

x

+
=  

17. )(arctg xx eey −−=  18. )(arctg xx eey −+=  

19. 21

2

x
ey

x

+
=  20. )1(arcsinln 2xey −=  

21. 
16

4arccos
4

2

+

−=
x

xy  22. )tg21tg2(ln 2xxy ++=  

23. )1(arccosln 4xey −=  24. ( ) ( )( )xxxy lnsinlncos +=  

25. )1(ln 2xx eey ++=  26. )cos1(ln3 xy +=  

27. 
1
42sinln

+
+=

x
xy  28. 

x
xy
5

2arcsin −=  
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29. 
12
32cosln

+
+=

x
xy  30. 

x
xy 11arctg

2 −+=  

31. )arcsin1(ln 2 xxx eeey −+−+=  

32. 1)1(ln +−++= xxxxy   

33. 22 1arcsin xxy −=  34. 
3

12arctg
3

2 += xy . 

 
 

Пример выполнения задания 2 
 

Найти производную y′  функции ( )xy sinarcsin= . 

 
Решение. Воспользуемся формулой вычисления производной 

сложной функции 

( )
21

arcsin
u

uu
−

′
=′ , 

( )
( )

( )
xx

x
x

xx

x

xy
sin1sin

cos
2
1

sin1

cossin
2
1

sin1

sin 2
1

2 −
=

−
=

−

′
=′

−

.  

Ответ: 
xx

xy
sin1sin2

cos
−⋅

=′ .  

 
 
 

Задание 3 
 

Найти дифференциал dy :  
 

1. xxxy arctg)1( +−=  2. )21arccos2(tg 2xy −=  
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3. )21(ln21 xxxy ++−+=  4. )3(ln 2 ++= xxxy  

5. )cos1(cosln 42 xxy ++=  6. 
221

1arccos
x

y
+

=  

7. 12

2
11 −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= xexy  8. )lncosln(sin xxxy −=  

9. 11arctg 222 −−−= xxxy  10. )2sin22(cos xxey x +=  

11. )4(arcsin xxxy −−=  12. )22( 33 23
+−= xxey x  

13. 
x

xxy
sin2

tgln −=  14. )1(arccosln
x

y =  

15. xxy 3tg
3
1ctg −=  16. )412(ln 2xxy ++=  

17. )cos(sinln2 xxxy ++=  18. )(arctg xx eey −−=  

19. 
1

1)1(ln 2
2

−
−−=

x
xy  20. )

cos
1(sin

x
xey x −=  

21. 
2

tglntglncos xxxy −=  22. )3cos3sin3(7 xxy x +=  

23. 
x
x

x
xy 24 sin

cos3
sin
cos2 +=  24. 

2
1arctg 2

2

x
xy −=  

25. 
1tg2tg
1tg2tg

+−
++

=
xx
xx

y  26. 
xx

xxy 1arcsin1 +−=  

27. 
x
x

y
tg1
tg2

arctg
−

=  28. x
x
xy arctg

1
1ln2

+
−=  

29. 
xxx

xxy
3

1arctg)1(
2 ++=  30. xxxy tgcosln +=  
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31. xxxxy arctg1)1(ln 22 ++++=   

32. )sin)1((cos
2

2 xxxey
x

−+=   

33. ( )xxxy 2arcsinarctg +=  34. ( )2

2

arcsin x
xy = . 

 
 
 

Пример выполнения задания 3 
 

Найти дифференциал dy  функции ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⋅⋅= 21sinln xxxy . 

 
Решение. Воспользуемся формулами  

( )dxxfdy ′= ;       ( )
u
uu

′
=′ln       и      ( ) abcacbbcacba ′+′+′=′⋅⋅ .  

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) .
1sin

1cos21sin
1sin

sin1cos1sin

1sin
1

sin1cos1sin

1sin

12

21sin1cos1sin

1sin

1sin

2

22

2

222

2

2

2
22

2

2
22

2

2

xxx
xxxxx

xxx

xxxxxxx

xxx
x

xxxxxxx

xxx

x

xxxxxxxx

xxx

xxx
y

−
−+−=

−

−−+−
=

=
−

−
−−+−

=

=
−

−/

/−+−⋅⋅+−⋅

=
−

′
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

=′

 

Ответ: ( ) ( )
( ) dx

xxx
xxxxxdy 2

22

1sin
1cos21sin

−
−+−= .  
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Задание 4 
 

Найти производную третьего порядка. 
 
1. 2cos xxy =  2. xxy ln)3( 2−=  

3. )1(ln)72( 2 −−= xxy  4. 
1

)1(ln
−
−=

x
xy  

5. 3
ln
x

xy =  6. xexy 23 )54( +=  

7. )35(sin2 −= xxy  8. xy 2tg=  

9. xxy 2ln)32( +=  10. xxy arctg)1( 2+=  

11. 5 7 1−= xey  12. )34(2 += − xy x  

13. xxy cos)12( 3 +=  14. 
3

)3(ln
+
+=

x
xy  

15. )32(sin2 xey x += −  16. )3(ln)3( 2 −+= xxy  

17. xxy cos)12( 3 +=  18. 
x

xy 2sin=  

19. 22 )1(
x

exxy −−=  20. xexy −−= )73(  

21. 
52

)532(ln
+
+=

x
xy  22. xey

x

2sin2=  

23. 5
ln
x

xy =  24. 
x

xy 2cos=  

25. 232 )13( +++= xexxy  26. )2sin32(cos xxey x −= −  

27. )12(sin −= xxy  28. xexxy 23 )( −−=  

29. xxy 2ln)15( −=  30. xxey +=
2
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31. 343 )2( ++= xexy  32. 
2

2 xxey =  

33. ( )xxy 4sin3=  34. xxy cosln2 ⋅= . 

 
 

Пример выполнения задания 4 
 

Найти производную третьего порядка функции 32
xey x ⋅= − . 

Решение. Будем использовать формулу ( ) uuu υ′+υ′=′υ⋅  

( ) ( ) ( ) ( )242333 3232
22222

xxeexxxeexxey xxxxx +−=+⋅−⋅=⋅
′

+⋅
′

=′ −−−−−  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )xxxexxxxeexx

xxxeexxxxey

xxx

xxx

6144686468

3223232

353353

242424

222

222

+−=+−−=+−+

++−−⋅=
′

+−++−
′

=′′

−−−

−−−

 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )
( )
( ).654488

6422012288

6422061442

61446144

246

24246

2435

3535

2

2

22

22

+−+−⋅=

=+−+−+−⋅=

=+−++−−⋅=

=
′

+−++−
′

=′′′

−

−

−−

−−

xxxe

xxxxxe

xxexxxxe

xxxexxxey

x

x

xx

xx

 

 
Ответ: ( )654488 2462

+−+−⋅=′′′ − xxxey x . 
 
 

Задание 5 
 

Найти производную 
dx
dy  от функции, заданной параметрически. 

1. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

−=

ty

tx

1tg

1 2
 2. 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

ty

tx
2sec

ctgln
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3. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
−=

)1(arcsin
2 2

ty
ttx  4. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

+=

t
ty

tx

2

2

22

sin
cos

)cos1(
 

5. ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
t

e

ey

x
t

tgln

)2(ctg  6. 
⎩
⎨
⎧

+=
−=

)cos2sin(
)sin2cos(

tttty
ttttx

 

7. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

=
t

t

ey

ex
2

2

1

arctg
 8. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

++=

1

)1(ln
2

2

tty

ttx
 

9. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=

=

t
ty

t
x

1arcsin1

1arccos

2
 9. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

−=

−
3
2

2

)1(

2

ty

ttx
 

11. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

)
3

(sin

13

3

3

2

tty

t
tx

 12. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−+=

=

)1(ln)1(ln
2
1
arctg

2 tty

tx
 

13. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=
2

2

)(arccos

1arcsin

ty

tx  14. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

−
+=

21arcsin

1
1arctg

ty

t
tx

 

15. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+
−=

−=

2

2

2

1
)1(arcsin

)1(ln

t
ty

tx
 16. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=

−−−=

ttty
t

tttx

arcsin1

1arctg2

 

17. 
⎩
⎨
⎧

−=
+=

ttty
tttx

cossin
cossin

 18. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−=
2

2

1arcsin

)1(ln

ty

tx
 

19. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

=

tty

tx

2sinsin2

tg2
2  20. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

t
y

tx

2

2

cos
1

sin
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21. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

+−−=

tty

ttx

coslntg

)sin1(ln)sin1(ln
2  22. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

=

ty

tx

1

arcsin
 

23. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

ty

tx
2

2

cos

sin
 24. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

++=

+=

t
ty

ttx
2

2

11ln

1
 

25. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

t
y

tx

2sin
1
tgln

 26. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

+−−=
21

)1(ln)1(ln

ty

ttx
 

27. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
=

=

2

2

1

)(arcsin

t

ty

tx
 28. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=

−=

2

2

1

1

t

ty

tx
 

29. 
⎩
⎨
⎧

+=
+=
tty

tx
ctgtg

1ctgln2
 30. 

⎩
⎨
⎧

=
=

tty
ttx

sin2
cos2

 

31. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
+=

tty
tx

arctg
)1(ln 2

 32. 
⎩
⎨
⎧

=
−=

tty
ttx

cos
)sin1(

 

33. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

tty

tx

cos

)(arcsin
2

3

 34. 
( )

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+
=

+=

3

2

3

1

1ln

t
ty

tx
. 

 
 
 

Пример выполнения задания 5 
 

Найти производную 
dx
dy  от функции, заданной параметрически. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=

−=

2

3

2

1

1

t

ty

tx
 



Тема 2. Дифференциальное исчисление функции одной переменной 

 58

Решение. Воспользуемся формулой 
t

t
x x

yy
′
′

=′   

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )2

3
2

42

2
3

2

442

2
3

2

422

2

2

322

2

2323

2

3

1

23

1

33

1

13

1
12

21
13

1

11

1

t

tt

t

ttt

t

ttt

t
t

t
ttt

t

tttt

t

tyt

−

−=

−

+−=

−

+−=

=
−

−/

/+
+−⋅

=
−

′
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−−

′

=
′

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
=′

 

( ) ( )
( ) 2

2
1

2

2
1

2

11

21
2
11

t

t

t

ttxt
−

−=
−

−=
′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=′ . 

Подставим все в формулу:  

( ) ( )
( )
( )

( )
( ) 2

32
1

2

2
3

2

3

2
1

22
3

2

42

1
231

1

23

1
:

1

23
t

tt
t

t

t

ttt

t

t

t

ttyx −
+−=

/−
−⋅

−

−//=
−

−

−

−=′ .  

Ответ: 2

3

1
23

t
ttyx −

+−=′ .  

 
 

Задание 6 
 

Найти производную 2

2

dx
yd  от функции, заданной параметрически. 

1. 
⎩
⎨
⎧

=
+=
ty

ttx
2sin

sincos
 2. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−=

t
y

tx
1

1 2

 3. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

tey

tex
t

t

sin

cos
 

4. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

t
y

tx

2

2

ch
1

sh
 5. 

⎩
⎨
⎧

−=
+=

ty
ttx

cos2
sin

 6. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
=

=

21
1

1

t
y

t
x
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7. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
=

=

t
y

tx

1
1  8. 

⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

sec
sin

 9. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

t
y

tx

2sin
1

tg
 

10. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
=

−=

1

1

t
ty

tx
 11. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=
3 1ty

tx
 12. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
=

+
=

t
ty

t
tx

cos21
sin

cos21
cos

 

13. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
−=

ty
tx

ln
13

 14. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

ty

tx
2th

sh
 15. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−=

t
y

tx
1

1
 

16. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

ty

tx
2

2

tg

cos
 17. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
−=

)2(ln
3

ty
tx  18. 

⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

cosln
sin

 

19. 
⎩
⎨
⎧

+=
+=

ty
ttx

cos2
sin

 20. 
⎩
⎨
⎧

−=
−=

ty
ttx

cos2
sin

 21. 
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

sinln
cos

 

22. 
⎩
⎨
⎧

−=
+=

ttty
tttx

cossin
sincos

 23. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

ty
ex t

arcsin
 24. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

ty

tx
4cos

2sin
 

25. 
⎩
⎨
⎧

+=
−=

)cos2(4
)sin(2
ty

ttx
 26. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
2

2arctg

ty

tx
 27. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
3 2sh

ch

ty

tx
 

28. 
⎩
⎨
⎧

+=
−=

ttty
tttx

sincos
cossin

 29. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
=

=

1
1

1

2

2

t
y

t
x

 30. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−=

t
y

tx
1

1 2

 

31. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

ty

tx
2sec2

2cos
 32. 

⎩
⎨
⎧

−=
−=

)cos1(4
)sin(4
ty
ttx

 33. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

ty

tx
5cos

sin
 

34. 
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

+=

ty

tttx

sin12

cossin
. 
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Пример выполнения задания 6 
 

Найти производную 2

2

dx
yd  от функции, заданной параметрически. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−=

2

2

2
1

t
y

tx
 

Решение. Воспользуемся формулой ( )3x
yxxyy ttttt

xx ′
′′′−′′′

=′′ . 

Для этого вычислим производные:  

( ) ( ) ( )
2

2
1

22
1

2

1
21

2
11

t

ttttxt
−

−=−⋅−=
′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=′ −

 

( ) ( )
3

32 4222
t

ttyt
−=−=

′
⋅=′ −−  

( ) 4
4 1234

t
tyt =−⋅−=′′ −  

( )

( ) ( ) ( )2
3

22
3

2

22

2

2
2

1

1

1

1
1

12

2111

tt

tt
t

t

ttt

xt

−

−=
−

−+−=
−

−

−+−−

=′′ . 

Подставив в формулу, получаем: 6

21216
t

tyxx
−=′′ .  

Ответ: 2

2

dx
yd = 6

21216
t

tyxx
−=′′ .  

 
 

Задание 7 
 

Найти производную y′ , применяя логарифмическое дифферен-
цирование. 
1. xxy arctgln)arctg(=  2. xxy sinln)(sin=  
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3. 
xexy 5)(sin=  4. 

xexy )(arcsin=  

5. xxy 3)(ln=  6. xxy arcsin=  

7. 
xexy 5)ctg(=  8. 

xexy
tg

=  

9. 
xexy 4)tg(=  10. 

xexy )5(cos=  

11. xxxxy sinln)sin(=  12. xxy cos)5( −=  

13. xxy tg3 )4( +=  14. 
3sin xxy =  

15. xxy sin2 )1( −=  16. xxy ctg4 )1( +=  

17. xxy 5)(sin=  18. xxy cos2 )2( +=  

19. 
x

xy 5=  20. xx
xy 33=  

21. 
xexy

−
= )(sin  22. 

xexy
ctg

=  

23. 
xexy

cos
=  24. xx

xy 52=  

25. 
xexy

sin
=  26. xxy tgln)tg(=  

27. 
xexy

arctg
=  28. xxy ln8 )1( +=  

29. xxxy 22=  30. xxy 2cosln)2(cos=  

31. 9xxy
xe=  32. xxy arcsinln)(arcsin=  

33. xxy 2cosln)2(sin=  34. xxy arccosln)(arccos=  

35. xxy ctgln)ctg(= .  

 
 
 

Пример выполнения задания 7 
 

Найти производную y′ , применяя логарифмическое дифферен-
цирование. 

xxy ctgln)ctg(=  
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Решение. Прологарифмируем обе части нашего выражения  

( ) ( )xxy ctglnctglnln = , или ( )( )2ctglnln xy = .  

Продифференцируем равенство справа и слева  

( ) ( )
x
x

xy
y ctg

ctg
ctgln21 ′

⋅=′ ,  

( )
x
x

x
x

y
y

cos
sin

sin
1ctgln2
2

⋅⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−=
′

. Выразим y′ :  

( )
( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=′

x
x

yy
2sin
ctgln4

,  

( ) ( ) ( )
( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⋅=′

x
x

xy x

2sin
ctgln4

ctg ctgln .  

Ответ: ( ) ( ) ( )
( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⋅=′

x
x

xy x

2sin
ctgln4

ctg ctgln .  

 
 
 

Задание 8 
 

Вычислить приближенно с помощью дифференциала значение 
функции )(xf  в точке 0xx =  (см. табл.1).  

Таблица 1 
 

№ варианта )(xf  0x  

1 3 x  7,76 

2 3 3 7xx +  1,012 

3 )5(
2
1 2xx −+  0,98 

4 3 x  27,54 

5 xarcsin  0,08 
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Продолжение табл. 1 
 

№ варианта )(xf  0x  

6 3 2 52 ++ xx  0,97 

7 3 x  26,46 

8 32 ++ xx  1,97 

9 11x  1,021 

10 3 3 34 ++ xx  1,03 

11 21x  0,998 

12 3 2x  1,21 

13 6x  2,01 

14 3 2 25 ++ xx  0,83 

15 7x  1,996 

16 12 2 ++ xx  1,016 

17 14 −x  2,56 

18 7 x  1,14 

19 3 x  8,36 

20 4 x  15,164 

21 7x  2,002 

22 34 −x  1,78 

23 5 x  0,98 

24 3 cos3 xx +  0,01 

25 5 2x  1,03 

26 5 1 x+  0,1 

27 xx sin1 ++  0,01 
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Окончание табл. 1 
 

№ варианта )(xf  0x  

28 12 −x  2,037 

29 4 ln2 xx −  1,02 

30 52 +x  1,97 

31 4 15 +x  2,98 

32 12 +x  1,58 

33 43 −x  2,77 

34 52 −x  3,1 

 
 

Пример выполнения задания 8 
 

Вычислить приближенно с помощью дифференциала значение 
функции xxf ln)( =  в точке 99,0=x .  

 
Решение. Воспользуемся формулой ( ) ( ) ( ) xxfxfxf Δ⋅′+≈ 00 .  

Пусть 10 =x , тогда 01,0−=Δ   

( ) 00 =xf ,      
x

y 1=′ ,      ( ) 11 =′f .  

Таким образом, ( ) 01,001,0099,0 −=−≈f . 

Ответ: 01,0− .  
 
 

Задача 9 
 

Найти пределы функций с помощью правила Лопиталя.  
 

1. 
x

x

x sinln
12lim

2cos

2

−
π→

 2. 
x

x
x π

−+
→ sin

25lim
3

3
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3. 2

2

0

coschlim
x

xx
x

−
→

 4. 
)1ln(sin

2tgtglim
2 −

−
→ x

x
x

 

5. 
1sin

lim
2sin2tg

2
−

− −

π→ x
ee xx

x
 6. 

2

2
)2(

sinlnlim
π−π

→ x
x

x
 

7. 
x

x
x 4sin

)sin1(lnlim
0

+
→

 8. 
)1(costg

)2(lim
2

2 −
π−

π→ x
x

x
 

9. 
1cos1

)14(lnlim
2
1 −π−

−

→ x
x

x
 10. 

x
x

x 2sin
1coslim 20

−
→

 

11. 
)86(ln

12lim 3

sin

3 −−
−π

→ xx

x

x
 12. 2)(

2coslnlim
π−π→ x

x
x

 

13. 
132 2

)53(lntglim
++→ −

−
xxx ee

x  14. 
13

coslnlim
2sin2 −π→ xx

x  

15. 
1
)52(lnlim sin3 −

−
π→ xx e
x  16. 

x
ee xx

x 20 sin
2lim −+ −

→
 

17. 
x

x
x π+

−+
→ cos1

1ln1lim
3 2

1
 18. 30

sin1tg1
lim

x
xx

x

+−+
→

 

19. 
1

5sin)(lim 2sin

33

−

π−
π→ xx e

xx  20. 
1

1sin1lim 20 −

−+
→ xx e

xx  

21. 
x
x

x 4cosln
2coslnlim

π→
 22. 

)3sin(
2cos5,0lim

3
x

x

x −π
−−

π→
 

23. 2sin )13(
)cos2ln(lim

−
+

π→ xx

x  24. 
x

xx

x tgln
cossinlim

4

−
π→

 

25. 2

2
)2(

sinlnlim
π−π→ x
x

x
 26. 

xx
xx

x 3sin
tg2cos1lim

2

0

+−
→

 

27. 
)1(sin

1lim
3

1 +
+

−→ x
x

x
 28. 

x
xxx

x 20 sin
2cossin1lim −+

→
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29. 
x
x

x cos1
cos1lim

0 −
−

→
 30. 

)1(sin
lim 21 −

−
→ x

eex

x
 

31. 
x

x

x
2

3

2
cos

sin1lim −
π→

 32. 
x

x
x 3sin

22lim
0

−+
→

 

33. 
30

arctg
lim

x
xx

x

−
→

 34. 
x

xe x

x 2sin
1lim

4

0

+−−

→
. 

 
 

Пример выполнения задания 9 
 

Найти предел функции 
1

2
cos

1
26lim 2

23

0
−+

−−−−

→ xx

xxxex

x
 с помощью пра-

вила Лопиталя. 

Решение. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+

−−−−

→ 0
0

1
2

cos

1
26lim 2

23

0 xx

xxxex

x
 имеем неопределен-

ность, используем правило Лопиталя  

⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

+−

−−−
=′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+

′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−−−

→→ 0
0

sin

1
2lim

1
2

cos

1
26

lim

2

02

23

0 xx

xxe

xx

xxxe x

x

x

x
  

Снова применяем правило Лопиталя  

( )
⇒⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

+−
−−=′+−

′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−−

⇒
→→ 0

0
1cos
1lim

sin

1
2

lim
0

2

0 x
xe

xx

xxe
x

x

x

x
  

Еще раз применяем  
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( )
( )

( )
( )

.1
1
1

cos
lim

sin

1lim
0
0

sin
1lim

1cos

1lim
0000

===′

′
−

⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−=′+−

′
−−

⇒
→→→→ x

e

x

e
x

e

x

xe x

x

x

x

x

x

x

x

 
Ответ: 1.  
 
 

Задание 10 
 

Найти пределы функции с помощью правила Лопиталя.  
 

1. 22

22

)3()3(
)3()3(lim

xx
xx

x +−−
++−

∞→
 2. 44

44

)1()1(
)2()3(lim

xx
xx

x +−−
−−−

∞→
 

3. 33

44

)1()1(
)2()3(lim

xx
xx

x +−−
−−−

∞→
 4. 34

44

)1()1(
)1()1(lim

xx
xx

x −−+
++−

∞→
 

5. 
22

22

)1()6(
)6()6(

lim
xx
xx

x −−+
+−−

∞→
 6. 33

23

)1()1(
)1()1(lim

+−−
+−+

∞→ xx
xx

x
 

7. 22

33

4)21(
8)21(lim

xx
xx

x ++
−+

∞→
 8. 33

2

)3()3(
)43(lim

+−−
−

∞→ xx
x

x
 

9. 3

322

)4(
)2()1()1(lim

x
xxx

x −
+−−++

∞→
 10. 32

3

)1()1(
)3(lim

+−+
−

∞→ xx
x

x
 

11. 
32

)2()1(2lim 2

33

−+
−−+

∞→ xx
xx

x
 12. 33

33

)5()4(
)2()1(lim

+++
+++

∞→ xx
xx

x
 

13. 44

33

)4()3(
)4()3(lim

−−+
+++

∞→ xx
xx

x
 14. 33

44

)1()1(
)1()1(lim

−++
−−+

∞→ xx
xx

x
 

15. 44

3

)1()1(
28lim

−−+
−

∞→ xx
xx

x
 16. 22

33

)4()32(
)1()6(lim

+++
+−+

∞→ xx
xx

x
 

17. 33

33

)32()13(
)5()32(lim

++−
+−−

∞→ xx
xx

x
 18. 33

22

)1()6(
)13()10(lim

+−+
+++

∞→ xx
xx

x
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19. 33

33

)7()32(
)13()12(lim

−−+
+++

∞→ xx
xx

x
 20. 22

33

)14()23(
)2()7(lim

+++
+−+

∞→ xx
xx

x
 

21. 22

33

)32()12(
)32()12(lim

+++
+−+

∞→ xx
xx

x
 22. 44

33

)1(
)1(lim
xx

xx
x −+

−−
∞→

 

23. 22

44

)2()5(
)2()2(lim

−++
−−+

∞→ xx
xx

x
 24. 33

44

)1()1(
)1()1(lim

−++
−−+

∞→ xx
xx

x
 

25. 22

33

)1()1(
)1()1(lim

−−+
−−+

∞→ xx
xx

x
 26. 22

33

)1()1(
)1()1(lim

−++
−−+

∞→ xx
xx

x
 

27. 
12

)2()2(lim 24

33

−+
−++

∞→ xx
xx

x
 28. 

xx
xx

x 3
)1()1(lim 3

33

+
−++

∞→
 

29. 
1

)1()1(lim 3

33

+
−++

∞→ x
xx

x
 30. 2

22

)3(
)2()2(lim

+
−−+

∞→ x
xx

x
 

31. 
1

)1()12(lim 2

22

++
+−+

∞→ xx
xx

x
 32. 

xx
xx

x 2
)2()1(lim 3

33

−
+++

∞→
 

33. 
1

)1()32(lim 2

22

+−
+−−

∞→ xx
xx

x
 34. 2

22

)1(
)4()2(lim

−
+++

∞→ x
xx

x
. 

 
 
 

Пример выполнения задания 10 
 

Найти предел функции 
1

)1()1(lim 3

33

−
++−

∞→ x
xx

x
 с помощью правила 

Лопиталя. 
 
Решение. 

⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∞
∞

⇒
−

++−
∞→ 1

)1()1(lim 3

33

x
xx

x
 

Применим правило Лопиталя 
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( ) ( )( )
( )

( ) ( )
⇒⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∞
∞=++−=′

−

′
++−

⇒
∞→∞→ 2

22

3

33

3
1313lim

1

11lim
x

xx

x

xx
xx

  

еще раз используем правило Лопиталя   

( ) ( ) 2
6

12
6

1616lim ==++−
⇒

∞→ x
x

x
xx

x
.  

Ответ: 2.  
 
 
 

2.2. Исследование функций с  
помощью производных 

 
 

Задание 1 
 

Исследовать функцию на экстремум с помощью производной 
первого порядка, найти интервалы монотонности функции.  
 

1. 3 2 21 xxy −−=  2. 3 232 xxy −=  

3. 
8
)2(6

2

3 2

+

−
=

x
x

y  4. 
92

)1(6
2

3 2

++

−
=

xx
x

y  

5. 3 221 xxy +−=  6. 3 2)3(362 +−+= xxy  

7. 
92

)3(6
2

3 2

+−
−

=
xx

x
y  8. 3 2 341 ++−= xxy  

9. 62)3(33 2 +−−= xxy  10. 
124

6
2

3 2

++
=

xx
xy  

11. 3 2)2(684 +−+= xxy  12. 3 2 34 ++= xxy  

13. 3 )2( += xxy  14. 84)2(63 2 +−−= xxy  
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15. 
176

)1(6
2

3 2

++

+
=

xx
x

y  16. 
124
)4(6

2

3 2

+−

−
=

xx
x

y  

17. 3 2)1(32 −−= xxy  18. 3 )2(82 ++= xxy  

19. 
176
)5(6

2

3 2

+−

−
=

xx
x

y  20. 3 2 86 ++= xxy  

21. 3 )1(4 −= xxy  22. 3 2 341 +−−= xxy  

23. 3 )2( −= xxy  24. 3 2 54 −−= xxy  

25. 22)1(33 2 −−+= xxy  26. 
248

)2(6
2

3 2

++

+
=

xx
x

y  

27. 3 2)2(342 −−−= xxy  28. 
3310

)3(6
2

3 2

++
+

=
xx

x
y  

29. 42)2(33 2 −−+= xxy  30. 
248

)6(6
2

3 2

+−

−
=

xx
x

y  

31. 82)4(33 2 −−+= xxy  32. 
92

)1(6
2

3 2

++

−
=

xx
x

y   

33. ( )
x
xy 2

3
1+=  34. 

54
)12(2

2

3 2

++
+

=
xx

x
y . 

 
 
 

Пример выполнения задания 1 
 

Исследовать функцию 6
6
1)5(3 2 −−+= xxy  на экстремум с по-

мощью производной первого порядка, найти интервалы монотонности 
функции. 



2.2. Исследование функций с помощью производных 

 71

Решение. Вычислим производную от заданной функции 

( )
6
15

3
2 3/1 −+=′ −xy  и приравняем ее к нулю: 

6
1

5
1

3
2

3
=

+x
. Найдем 

точки, в которых производная равна нулю или не существует  

2
3

6
1

5
1

3
⋅=

+x
,       

4
1

5
1

3
=

+x
 

59,645,453 ==+=+ xxx . 
Исследуем знак производной:  
 

 
 

( ) ( )
6
1659

6
16459 3 2

max =−⋅−=y . 

Ответ: ( )
6
159max =y .  

На интервале ( )59;∞−  функция непрерывно возрастает, а на 
промежутке ( )∞+;59  непрерывно убывает.  

 
 
 

Задание 2 
 

Убедиться, что 0x  – критическая точка функции ( )xy  (см. табл. 2), 
и исследовать поведение функции в окрестности этой точки с помощи 
производных высших порядков. 

 
Таблица 2 

 
№ варианта ( )xy  0x  

1 )1(ln)2(42 −−−− xxxx  2 

2 )2cos(24 2 −−− xxx  2 

59 y′  

+ – 
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Продолжение табл. 2 
 

№ варианта ( )xy  0x  

3 xxxex 636 232 −+−−  2 

4 12)1(ln2 2 ++−+ xxx  0 

5 )1cos(22 2 −−− xxx  1 

6 xxx 2)1(cos 22 +++  – 1 

7 34ln2 2 +−+ xxx  1 

8 )1(cos221 2 +−−− xxx  – 1 

9 22 286 +−++ xexx  – 2 

10 12 24 +−+ xexx  – 1 

11 22)1(sin)1( xxxx −−++  – 1 

12 31 36 xe x −−−  1 

13 )2(ln)1(2 2 xxxx ++−+  – 1 

14 22 2)1(sin xxx −−+  – 1 

15 )2(cos4 22 +++ xx  – 2 

16 )2(ln22 ++ xx  – 1 

17 )2(4 2 −+− xxx  2 

18 5636 23 −−−− xxxe x  0 

19 22 22 −−− xexx  2 

20 44)2(sin 22 −−−+ xxx  – 2 

21 xxx 2)1(cos 22 −+−  1 

22 xxxx ln)1(22 −−−  1 

23 22)1(sin)1( xxxx −+−−  1 
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Окончание табл. 2 
 

№ варианта ( )xy  0x  

24 )2(cos4 22 −+− xxx  2 

25 )1(24124 234 xexxxx −++++  0 

26 44)2(sin 22 −+−− xxx  2 

27 161566 231 −−−−+ xxxe x  – 1 

28 xxx −+ sinsin2  0 

29 xxx 2)1(sin 22 +−−  1 

30 xx chcos +  0 

31 12 2 −− xex  1 

32 xxxx 1892ln6 23 ++−  1 

33 ( ) ( ) 841ln21ln 2 +−+−+−− xxxxx  2 

34 ( ) ( ) 91sin21sin 2 +++−−+ xxxxxx  – 1 

 
 
 

Пример выполнения задания 2 
 

Убедиться, что 00 =x  – критическая точка функции 

( ) ( ) 421ln212 +−+++= xxxxy , и исследовать поведение функции в 
окрестности этой точки с помощи производных высших порядков.  
 

Решение. Вычислим y′ : 

2
1

22 −
+

+=′
x

xy   при  0=x ,  

00 =⇒=′ xy  является критической точкой.  

Вычислим y ′′ :    
( )21

22
+

−=′′
x

y , при 0=x , 0=′′y .  
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Вычислим y ′′′ :   
( )31

4
+

=′′′
x

y ,       при 0=x , 4=′′′y .  

Так как порядок этой производной является нечетным числом и сама 
производная отлична от нуля, то в 0x  экстремума нет.  
Вторая производная тоже не меняет знак относительно 00 =x , следо-
вательно, 00 =x  это критическая точка.  
 
 
 

Задание 3 
 

Найти асимптоты и построить схематически график функции.  
 

1. 
54

17 2

−
−=
x

xy  2. 
2

12
2

2

−

−=
x

xy  

3. 
43

4
2

3

−
−=

x
xxy  4. 

34

1
2

2

−

+=
x

xy  

5. 
2

23

32
2834

x
xxxy

−
−−+=  6. 

84
94 2

+
+=

x
xy  

7. 
2

62 2

−
−=

x
xy  8. 

23

3
2

2

−

−=
x

xy  

9. 
2

3

35
5
x

xxy
−

−=  10. 
2

23

42
1322

x
xxxy

−
−−+=  

11. 
49

2
2

2

−

−=
x

xy  12. 
23

462

−
+−=

x
xxy  

13. 
12
73 2

+
−=

x
xy  14. 

14
34

2

3

−
−=

x
xxy  

15. 
2

23

32
223

x
xxxy

−
−−+=  16. 

89

16
2

2

−

+=
x

xy  
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17. 
97

21 2

+
−=

x
xy  18. 

14

109
2

2

−

−=
x

xy  

19. 
2

23

31
1232

x
xxxy

−
+−−=  20. 

1

92
2

2

−

−=
x

xy  

21. 
34
112

−
−=

x
xy  22. 

12
122

+
−+=

x
xxy  

23. 
2

23

1
232

x
xxxy

−
+−−=  24. 

4
962

+
++=

x
xxy  

25. 
22

13
2

23

−
−−+=

x
xxxy  26. 

3
222

+
+−=

x
xxy  

27. 
14

103
2

2

−

−=
x

xy  28. 
x

xy
23

103 2

−
−=  

29. 
32

3922
2

23

−
−−+=

x
xxxy  30. 

4

8
2

2

−

+=
x

xy  

31. 
34

414 2

+
−−=

x
xxy  32. 

12
232

−
−+=

x
xxy  

33. 
12

122
2

23

−
+−+=

x
xxxy  34. 

42
715 2

+
+−=

x
xxy . 

 
 
 
 

Пример выполнения задания 3 
 

Найти асимптоты и построить схематически график функции  

x
xxy
23

542

−
++= . 
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Решение. 1. Функция определена во всех точках, кроме 
2
3=x . 

Вычислим односторонние пределы функции в этой точке: 

( ) ∞==
±−

++
=

−
++

±→
m

m 0
25,13

033

56
4
9

23
54lim

2

0
2
3 x

xx

x
.  

Таким образом, 
2
3=x  – вертикальная асимптота.  

2. Проверим поведение функции на бесконечности, а значит, вы-
ясним наличие горизонтальной асимптоты:  

⇒∞=
−

++
∞→ x

xx
x 23

54lim
2

  горизонтальной асимптоты нет.  

3. Проверим наличие наклонной асимптоты bkxy += . Для этого 
вычислим пределы:  

( ) ( )[ ]xkxfb
x
xfk

xx
⋅−==

±∞→±∞→
lim;lim .  

( ) =
−

++=
−

++=
±∞→±∞→ 2

22

23
54lim

23
54lim

xx
xx

xx
xxk

xx
 

(воспользуемся правилом Лопиталя)  

2
1

4
2

43
42lim −=

−
=

−
+=

±∞→ x
x

x
.  

( ) =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−+++=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

−
++=

±∞→±∞→ x
xxxxx

x
xxb

xx 232
231082lim

2
1

23
54lim

222
  

.
4

11
46
1011lim −=

−
+=

±∞→ x
x

x
  

 

Итак, 
4

11
2
1 −−= xy  – наклонная асимптота.  
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Задание 4 
 

Найти интервалы выпуклости, вогнутости и точки перегиба гра-
фика данной функции.  

 

x 

2
3=x  

y 

2
5  

2/3  5,5−  

4
11−  

4
11

2
1 −−= xy  
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1. 21 x
xy

+
=  2. 13 += xy  

3. 
12 −

=
x

xy  4. 
1

3

−
=

x
xy  

5. 322 )1( −= xxy  6. 3

2

)1(
)1(

+
−=

x
xy  

7. 32 )1( −= xy  8. 2

3

)1( +
=

x
xy  

9. 2)1(
12

−
−=

x
xy  10. xexy −−= 2  

11. 2

2x

xey
−

=  12. 
22 xexy −=  

13. 
x
xxy ln+=  14. xxey −=  

15. xxy arctg2−=  16. xxy arctg+=  

17.  )1(ln 2 += xy  18. xxy arctg
2

−=  

19. 
x
xy ln=  20. 21

2arcsin
x
xy

+
=  

21. 
22 xxey −=  22. 2)5(3 5 +−= xy  

23. 
2

)1( 2 xexy −+=  24. 2

3

)2( −
=

x
xy  

25. 24 xxy −=  26. 7354 45 −+−= xxxy  

27. 53 32 +−= xxy  28. 24
8

x
y

+
=  
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29. 
2xey −=  30. )1(ln 2xy +=  

31. 
1

2
2 +

−=
x

xy  32. xxy arctg
2

+=  

33. 233 )1( += xxy  34. ( )
3

2

)1(
1

−
+=

x
xy . 

 
 

Пример выполнения задания 4 
 

Найти интервалы выпуклости, вогнутости и точки перегиба гра-

фика функции ( )
3

2

)1(
2

+
−=

x
xy . 

 
Решение. Необходимо найти: y ′′  

( )( )
( )41

82
+

−−=′
x

xxy ,  

( )5
2

1
74322

+
+−=′′

x
xxy .  Если 0=′′y  в некоторой точке и есть смена знака 

второй производной в этой точке, то это абсцисса точки перегиба.  

Производная равна нулю, если ⇒=+− 074322 2 xx   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

−=

338

338

2

1

x

x
.  

Производная не существует, а функция не определена в точке 13 −=x . 
Проверим смену знака второй производной через эти точки.  

 

338 +  1− 338 −  y ′′  

+ −−

вверх вниз вверх вниз 

+
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Таким образом  
338

338

2

1

+=

−=

x

x

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫
  абсциссы точек перегиба.  

На интервале ( ) ( )33 38;381; +−−∞−∈ Ux  график функции выпук-

лый вверх, а при ( ) ( )∞++−−∈ ;3838;1 33 Ux  – выпуклый вниз.  

 
 
 

Задание 5 
 

Провести полное исследование функции и построить ее график. 
 

1. 2

3 4
x

xy +=  2. 
1

13

−
+−=

x
xxy  

3. 
xx

y
2

2
2 +

=  4. 2

2

3
4

x
xy

+
=  

5. 29
12

x
xy

+
=  6. 

1
332

−
+−=

x
xxy  

7. 2

34
x

xy −=  8. 
4

142

−
+−=

x
xxy  

9. 2

3 12
x

xy +=  10. ( )
2

21
x

xy −=  

11. 2

2

)1( −
=

x
xy  12. 

211 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

x
y  

13. 
12

312
2

2

+
−=

x
xy  14. 

( )
132

233
2

2

+−
−+

=
xx

xx
y  

15. 
4

8
2 +

−=
x

xy  16. ( )
( )2

2

1
1

+
−=

x
xy  
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17. 3

4 13
x

xy +=  18. 
( )21

4
+

=
x

xy  

19. 
( )

( )21
18

+

−
=

x
x

y  20. 2

321
x

xy −=  

21. 
32

4
2 −+

=
xx

y  22. 223
4

xx
y

−−
=  

23. 
32
72

2

2

−+
−+=

xx
xxy  24. 

1
1

4 −
=

x
y  

25. 
( )2

2

2+
−=

x
xy  26. 2

3 32
x

xy −=  

27. 
( )

42
14

2

2

++
+

=
xx

x
y  28. 3

23
x
xy −=  

29. 
( )2

2

1
96

−
+−=

x
xxy  30. 3

3 5427
x

xxy +−=  

31. 2

3 4
x

xy −=  32. 
42

3

−
=

x
xy  

33. 3

4 12
x

xy −=  34. 3

3 1812
x

xxy +−= . 

 
 
 
 

Пример выполнения задания 5 
 

Провести полное исследование функции 
( )2

3

12 +
=

x
xy  и постро-

ить ее график. 
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Решение.  

1. О.Д.З. ( )( ) ( ) ( )∞+−−∞−∈⇒ ;11; UxfD .  

2. Не является четной или нечетной.  

3. 
0,0

0,0

==

==

xy

yx

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫
 точки пересечения с осями.  

4. 1−=x  – точка разрыва. Исследуем характер разрыва:  

( )
( )
( )

−∞=
+
−=

+−
−−=

+−−→ 0
1

112
01

12
lim 2

2

2

3

01 x
x

x
;  

( )
( )
( )

−∞=
+
−=

+−
+−=

++−→ 0
1

112
01

12
lim 2

3

2

3

01 x
x

x
,  

таким образом, разрыв бесконечный II рода.  
 
Найдем асимптоты графика функции:  
1−=x  – вертикальная асимптота, т.к. в этой точке разрыв II рода.  

Горизонтальной асимптоты нет, т.к. 
( )

∞=
+∞→ 2

3

12
lim

x
x

x
.  

 
Проверим наличие наклонной асимптоты, для этого вычислим 

пределы  

( )
( ) 2

1
242

lim
12

limlim 3

3

2

3
=

++
=

+
==

±∞→±∞→±∞→ xxx
x

xx
x

x
xfk

xxx
.  

Далее 

( )( )
( ) ( )

.1
242

2lim

12
2lim

212
limlim

2

2

2

233

2

3

−=
++

+−=

=
+

−−−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+
=−=

±∞→

±∞→±∞→±∞→

xx
xx

x
xxxxx

x
xkxxfb

x

xxx
 

Таким образом, 1
2
1 −= xy  – наклонная асимптота.  
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5. Исследуем функцию с помощью производной первого порядка 
( )

( )3
2

1
3

2
1

+
+=′

x
xxy . При 0=x  и 3−=x  производная равна нулю, а при 

1−=x  – не существует. Проверим смену знака через эти точки:  
 
 

 
 

( )
8
273max −=−y . 

Так как в точке 1−=x  функция не существует, то эта точка не 
является критической точкой.  

Так как в точке 0=x  производная не меняет знак, то эта точка не 
является точкой экстремума.  

 
6. Исследуем функцию с помощью производной второго порядка 

( )41
3
+

=′′
x

xy . При 0=x  производная равна нулю, а при 1−=x  – не 

существует. Проверим смену знака производной:  
 

 
 

( ) ( )0;11;,0 −−∞−∈<′′ Uxy  – функция выпукла вверх; 

( ) ( )0;1;0,0 −∞+∈>′′ Uxy  – функция выпукла вниз; 

0=x  – абсцисса точки перегиба, т.к. в окрестности этой точки вторая 
производная меняет знак.  
 

Построим график: 
 

0 1− y ′′  

−− +

0 3−  1− y′  

− ++ +

т. max 
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Задание 6 
 

Провести полное исследование функции и построить ее график.  
 

1. 21
2
x

y
+

=  2. 21 x
xy

+
=   3. 2

3

4 x
xy
+

=  

4. 216
4

x
xy

+
=   5. ( )

2

2

9
3
x

xy
+
+=  6. 29

6
x
xy

+
=  

7. 24
2

x
xy

+
=  8. 24

2
x
xy

+
−=  9. 29

2
x
xy

+
=  

y

( )2

3

12 +
=

x
xy  

8
27−  

2 
1−

1−
1

2
1 −−= xy  

x  



2.2. Исследование функций с помощью производных 

 85

10. 29
9

x
xy

+
=  11. 2

2

4
4

x
xy

+
−=  12. 24

2
x

xy
+
+=  

13. ( )
2

2

4
2
x

xy
+
+=  14. ( )

2

2

1
1
x

xy
+
+=  15. 2

2

4
1

x
xy

+
−=  

16. 23
6
x

y
+

=  17. 22 x
xy

+
=  18. 21

1
x
xy

+
−=  

19. 2

2

9
3

x
xy

+
−=  20. 24

2
x

y
+

=  21. 21
2

x
xy

+
=  

22. ( )
2

2

9
3

x
xy

+
−=  23. 21 x

xy
+

−=  24. 22
2

x
xy

+
=  

25. 2

2

5 x
xy
+

=  26. 2

2

5
5

x
xy

+
−=  27. ( )

2

2

4
2
x

xy
+
+=  

28. 2

2

1
1

x
xy
+

−=  29. ( )
2

2

4
2
x

xy
+
−=  30. 2

2

3
3

x
xy

+
−=  

31. 
42

3

−
=

x
xy  32. 

( )2

3

2−
=

x
xy  33. 

( )21
12

−
−=

x
xy  

34. ( )
xx

xy
2

1
2

2

+
+=   

 
 

Пример выполнения задания 6 
 

Провести полное исследование функции 2

3 4
x

xy +=  и построить 

ее график. 
 

Решение.  
1. О.Д.З.: ( ) ( )∞+∞−∈≠ ;00;,0 Uxx . 

2. Функция не является четной или нечетной.  
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3. 3 4,0 −== xy  – точка пересечения с осью Ox . С осью Oy  
пересечения нет.  

4. Точка разрыва 0=x , причем +∞=
+

=+
±→ 0

44lim 2

3

00 x
x

x
, следова-

тельно, 0=x  (ось Oy ) является вертикальной асимптотой графика. 
Проверим поведение функции на бесконечности:  

⇒=+
±∞→

04lim 2

3

x
x

x
 горизонтальной асимптоты нет.  

Проверим наличие наклонной асимптоты, для этого вычислим пределы  

( ) 14limlim 3

3
=+==

±∞→±∞→ x
x

x
xfk

xx
 

( )[ ] 04lim4limlim 22

3
==⎟⎟

⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+=⋅−=

±∞→±∞→±∞→ x
x

x
xxkxfb

xxx
 ⇒    

xy =  – наклонная асимптота.  
 

5. Исследуем функцию с помощью производной первого порядка:  

;8
3

3

x
xy −=′  

2  при0 ==′ xy ,  
при 0=x  – производная и функция не существуют.  

Проверим смену знака производной через эти точки: 
 

 
( ) 3

4
122min ==y .  

 
6. Найдем интервалы выпуклости и вогнутости графика функции 

и ее точки перегиба, т.е. выполним исследование с помощью второй 

производной: 2
24
x

y =′′ ,  

2 

−+ +

0 y ′  
т. min 
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т.к. 0>′′y , то график всюду вогнут, и точек перегиба нет.  
Построим график функции: 

 

 
 
 
 

Задание 7 
 

Провести полное исследование функции и построить ее график.  
 

1. ( ) ( )1232 +−+= xexy  2. 
( )

( )12

12

+
=

+

x
ey

x
 

3. 1
3

ln3 −
−

=
x

xy  4. ( ) 23 −−= xexy  

2

3 4
x

xy +=  

xy =

y

0 x  3 4−  1 2 

3 
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5. 
x

ey
x

−
=

−

2

2
 6. 1

2
ln +

+
=

x
xy  

7. ( ) xexy −−= 32  8. 
( )

( )12

12

−
=

−

x
ey

x
 

9. 
4

ln33
+

−=
x

xy  10. ( ) 112 ++= xexy  

11. 
( )

( )22

22

+
=

+

x
ey

x
 12. 2

2
ln −

−
=

x
xy  

13. ( ) ( )2252 +−+= xexy  14. 
x

ey
x

+
=

+

4

4
 

15. 1
1

ln2 −
+

=
x

xy  16. ( ) 34 −−= xexy  

17. 
( )

( )22

22

+
=

+−

x
ey

x
 18. 33ln2 −+=

x
xy  

19. ( ) ( )xexy −−= 1212  20. 
( )

2

22

+
−=

+−

x
ey

x
 

21. 3
4

ln2 −
−

=
x

xy  22. ( ) ( )231 ++−= xexy  

23. 
3

3

+
=

+

x
ey

x
 24. 1

5
ln −

+
=

x
xy  

25. ( ) ( )2232 ++−= xexy  26. 
( )

( )12

12

−
−=

−−

x
ey

x
 

27. 25ln +−=
x

xy  28. ( ) ( )34 +−+= xexy  

29. 
3

3

−
=

−

x
ey

x
 30. 16ln −+=

x
xy  

31. 11ln2 +−=
x

xy  32. 2
1

ln −
−

=
x

xy  

33. xexy −= 2  34. 1
1

ln
2

+
−

=
x
xy . 
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Пример выполнения задания 7 
 

Провести полное исследование функции ( ) xexxy 22 −=  и по-
строить ее график. 
 

Решение. 

1. ( ) ( )∞+∞−= ;fD .  

2. Функция не является ни четной, ни нечетной.  

3. При 0=y  имеем пересечение с осью Ox , это точки ( )0;0  и 
( )0;2 . Пересечение с осью Oy  в точке ( )0;0 .  

4. Функция непрерывна, а значит, вертикальной асимптоты нет. 
Проверим наличие горизонтальной асимптоты, для этого вычислим 
предел:  ( ) ⇒+∞=⋅+∞=⋅− +∞

+∞→
eexx x

x
2lim 2   

справа горизонтальной асимптоты нет.  
Проверим слева:  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∞
∞=−

−−∞→ xx e
xx 2lim

2
 воспользуемся правилом Лопиталя  

022lim22lim ===⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∞
∞=

−
−= ∞+−−∞→−−∞→ eee

x
xxxx

.  

Таким образом, 0=y  – горизонтальная асимптота слева.  
 

5. Вычислим производную ( ) xexy 22 −=′ .  

Она равна нулю при 2±=x . Проверим смену знака через эти точки  
 

 
 
Вычислим экстремальные значения функции  

2  

−+ +

2−  
т. max т. min 



Тема 2. Дифференциальное исчисление функции одной переменной 

 90

( ) ( )
( ) ( ) 41,32222

17,12222

2
min

2
max

−≈−=

≈+=− −

ey

ey
 

 
6. Исследуем функцию второй производной  

( ) ( ) 02222 22 =−+=−+=′′ xxeexxey xxx ,  

31,31,022,0 21
2 +−=−−==−+> xxxxex .  

 

 
 

Точки 21   и xx  – абсциссы точек перегиба,  

выпуклость вверх ( )31;31 +−−−∈x ,  

выпуклость вниз ( ) ( )∞++−−−∞−∈ ;3131; Ux .  
Построим график:  

 

( ) xexxy 22 −=  

y

2 2−  2  0 

14,3−

1,17 

x  

31+−  

31−−  

31+−  31−−  

− ++
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ТЕМА  3 
 
ИНТЕГРАЛЬНОЕ  ИСЧИСЛЕНИЕ 
ФУНКЦИИ  ОДНОЙ  ПЕРЕМЕННОЙ 
 
 
 
 
 
 

3.1. Неопределенный интеграл 
 
 

Задание 1 
 

Применяя метод замены переменной, найти неопределенные ин-
тегралы. 
 
1. ∫ ⋅− xdxe x cos3sin4  2. ∫ ⋅+ xdxe x sin1cos3  

3. ∫ ⋅+ xdxe x cos2sin7  4. ∫ ⋅− xdxx sin2 cos  

5. ∫ ⋅+− xdxe x sin2cos  6. ∫ ⋅− xdxe x sincos4  

7. dx
x

e x

∫ 2

tg

cos3
 8. dx

x
e x

∫ 2

ctg3

sin5
 

9. ∫ ⋅ dxex xsin2cos3  10. dx
x

e x

∫
−

2

1tg2

cos
 

11. dx
x

e x

∫
+

2

4tg

cos
 12. dx

x
e x

∫
−

2

12tg

cos7
 

13. dx
x

e x

∫
+

2

3ctg3

sin
 14. dx

x
e x

∫
+

2

14tg

cos3
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15. ∫ ⋅ dxex
x

3
sin

cos  16. ∫ +⋅ dxex x 10cos5sin  

17. ∫ − xdxx sin2 3cos5  18. ∫ + xdxx sin4 3cos2  

19. ∫ ⋅+ xdxx cos5 1sin7  20. ∫ ⋅+ dxxx sin3 5cos4  

21. dx
x

x

∫
−

2

4tg5

cos
2  22. ∫ ⋅+ xdxx cos2 2sin3  

23. ∫ ⋅− xdxx sin2 5cos2  24. ∫ ⋅− xdxx sin7 1cos3  

25. ∫ −⋅ dxex x 7sincos  26. ∫ ⋅ dxex
x

2
cos

sin  

27. ∫ −⋅ dxex x 7sin3cos  28. dx
x

x

∫
−

2

1tg

cos
3  

29. dx
x

x

∫
−

2

3ctg

sin
2  30. dx

x

x

∫ 2

tg2

cos
2  

31. dx
x

e x

∫
−

2

ctg1

sin
 32. ∫ −⋅ dxex x 5cos5,0sin   

33. ∫ ⋅− dxxx sin10 1cos2  34. dx
x

x

∫
−

2

tg1

cos
5 . 

 
 

Пример выполнения задания 1 
 
Применяя метод замены переменной, найти неопределенный ин-

теграл ∫ ⋅− dxxx cos6 sin23 . 

 
Решение. Пусть xt sin23 −= , тогда xdxdt cos2−= . 

.
6ln

6
2
1

6ln
6

2
1

2
6cos6

sin23
sin23 CCdtxdx

xt
tx +⋅−=+⋅−=

−
⋅=⋅

−
− ∫∫  
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Можно выполнить решение с помощью внесения множителя под 
знак дифференциала: т.к. ( ) dxxxd cos2sin23 −=− , то  

( ) .
6ln

6
2
1sin236

2
1cos6

sin23
sin23sin23 Cxddxx

x
xx +⋅−=−⋅⋅−=⋅

−
−− ∫∫  

 
 

 
Задание 2 

 
Применяя метод замены переменной, найти неопределенные ин-

тегралы.  
 

1. ∫ −
−

22 )5,34(
)74(
xx
dxx  2. ∫ +−

−
32

)23(
3

2

xx
dxx  

3. ∫ −+
+

15
)110(

2 xx
dxx  4. ∫ −

−
xx
dxx

7
)27(

2  

5. dx
xx
xx

∫ −
−

27

6

3
76  6. dx

xx
xx

∫ ++
+

102
65
35

24
 

7. ∫ +−
−

183
)36(

23

2

xx
dxxx  8. ∫ ++

+
23

2

)13(
)1(

xx
dxx  

9. ∫ +−
−

324

3

)72(
)(

xx
dxxx  10. ∫ + 84

3

)1(x
dxx  

11. ∫ +−
−

43
)36(

6

5

xx
dxx  12. ∫ −−

−
512

)125(
5

4

xx
dxx  

13. ∫ +−
−

25

4

)132(
)310(

xx
dxx  14. ∫ +−

−
225

4

)12(
)45(

xx
dxxx  

15. ∫ −+
+

13155
)1(

3

2

xx
dxx  16. ∫ +−

−
35

4

)810(
)2(

xx
dxx  

17. ∫ −+
+

34

3

)7328(
)1(
xx

dxx  18. ∫ ++
+

42 )525,1(
)23(
xx

dxx  
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19. ∫ −
−

53

2

)85(
)815(
xx

dxx  20. ∫ −+
+

32 )1321(
)342(

xx
dxx  

21. ∫ −+
+

82
)(
24

3

xx
dxxx  22. ∫ −+

+
334

23

)73(
)94(

xx
dxxx  

23. ∫ −+−
+−

120104
)1(

25

4

xxx
dxxx  24. ∫ ++

+
25,1310

)1(
xx

dxx  

25. ∫ +−
−

352
)(
25

4

xx
dxxx  26. ∫ −+

+
223

2

)910(
)203(

xx
dxxx  

27. ∫ +−
−

53

2

)493(
)1(

xx
dxx  28. ∫ +−

−
984

)1(
2 xx

dxx  

29. ∫ −+
+

22 )75(
)110(

xx
dxx  30. ∫ +−

−
237

26

)5(
)37(

xx
dxxx  

31. ∫ −
−

33

2

)73(
)79(
xx
dxx  32. ∫ +−

−
33

2

)432(
)36(

xx
dxx  

33. ∫ −−
−

18
)2(

4

3

xx
dxx  34. ∫ −+

+
223

2

)23(
)2(

xx
dxxx .  

 
 

Пример выполнения задания 2 
 

Применяя метод замены переменной, найти неопределенный ин-

теграл ∫ −+
+

323

2

)534(
)2(

xx
dxxx . 

 
Решение. Пусть 534 23 −+= xxt , тогда ( )dxxxdt += 226  

( )
( ) ( )∫ ∫ ∫ +

−+
−=+−=⋅==

−+

+ − C
xx

C
t

dtt
t

dt

xx

dxxx
2232

3
3323

2

53412

1
12

1
6
16

534

2 . 
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Решение можно осуществить внесением множителя под знак 
дифференциала:  

( )
( )

( )
( )

( )
( )∫∫ ∫ =

−+

−+
⋅=

−+

+
⋅=

−+

+
323

23

323

2

323

2

534

534
6
1

534

612
6
1

534

2

xx

dxxxd

xx

dxxx

xx

dxxx
 

( )
( ) .

53412

1
2

534
6
1

223

223
C

xx
Cxx +

−+

−=+
−

−+⋅=
−

 

 
 
 

Задание 3  
 

Применяя метод замены переменной, найти неопределенные ин-
тегралы.  
 

1. dx
x

x
∫

− 2ln75  2. ∫ x
dxxln  

3. ∫ ⋅ xx
dx

ln
 4. dx

x
x

∫
+ 2ln3  

5. dx
x

xx
∫

− 3ln2  6. dx
x

xx
∫

+ 22 ln  

7. dx
x

x
∫

− ln23  8. dx
x

xx
∫

−ln  

9. dx
x

x
∫

−

+
2

3

1

7)(arcsin  10. ∫
− dx

x
x 3ln  

11. dx
x

xx
∫

− ln73 7
 12. ∫

−

− dx
x

x
21

2arcsin  

13. dx
x

xx
∫

−5ln  14. ∫
−

+ dx
x

xx
21

arcsin  
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15. ∫ +
++ dx

x
xx

1
1arctg

2

2
 16. dx

x
x

∫
− 4ln 4

 

17. dx
x

xx
∫

+4ln  18. ∫
⋅− xx

dx

arcsin1 2
 

19. ∫ − xx
dx

)ln4(
 20. ∫

+ dx
x

xx ln5
 

21. dx
x

xx
∫

− 32 2ln  22. ∫ − )1(ln
3

xx
dx  

23. ∫ xx
dx

5ln
 24. ∫

−

− dx
x

xx
2

2

1

)(arcsin  

25. dx
x

xx
∫

− ln33
 26. ∫

+ dx
x

xln25  

27. dx
x
x

∫ +
−

21
6arctg

 28. ∫
−

− dx
x

x
2

3

1

arccos5  

29. ∫
−

+ dx
x

x
2

5

1

3)(arcsin  30. ∫
− dx
x

xln7  

31. ∫ + )3ln7( xx
dx  32. ∫ − )ln2( xx

dx  

33. dx
x

xx
∫ +

+
2

2

22
arctg  34. dx

x

x
∫

−

−
21

arcsin4 .  

 
 
 

Пример выполнения задания 3 
 

Применяя метод замены переменной, найти неопределенный ин-

теграл ∫
− dx
x

xx 3ln . 
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Решение.  

=−
∫ dx

x
xx 3ln  выполним почленное деление и внесение множителя 

под знак дифференциала  

( )∫ ∫ ∫ +−=⋅−=−= Cxxxdxxdx
x

x
x

dx
4

ln2lnln2ln 4
3

3
.  

 
 
 

Задание 4  
 

Применяя метод замены переменной, найти неопределенные ин-
тегралы.  
 
1. dxxx∫ −⋅ )3(cos 2  2. dxxx∫ −⋅ )1(cos 2  

3. dxxx∫ +⋅ )23(sin 2  4. dxxx∫ −⋅ )15(sin 2  

5. dxxx∫ −⋅ )32(cos 2  6. dxxx∫ −⋅ )9(cos 2  

7. dxxx∫ +⋅ )12(sin 2  8. dxxx∫ −⋅ )9(sin 2  

9. dxxx∫ +⋅ )72(cos 2  10. dxxx∫ −⋅ )173(cos 2  

11. dxxx∫ −⋅ )3(sin 2  12. dxxx∫ −⋅ )213(cos 2  

13. dxxx∫ −⋅ )815(cos 2  14. dxxx∫ −⋅ )25(sin 2  

15. dxxx∫ −⋅ )12(sin 2  16. dxxx∫ −⋅ )65(cos 2  

17. dxxx∫ −⋅ )214(cos 2  18. dxxx∫ −⋅ )135(sin 2  

19. dxxx∫ +⋅ )513(sin 2  20. dxxx∫ −⋅ )512(cos 2  

21. dxxx∫ −⋅ )125(cos 2  22. dxxx∫ +⋅ )213(sin 2  

23. dxxx∫ −⋅ )73(sin 2  24. dxxx∫ −⋅ )21(cos 2  
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25. dxxx∫ −⋅ )1(cos 32  26. dxxx∫ −⋅ )4(sin 32  

27. dxxx∫ −⋅ )27(sin 2  28. dxxx∫ +⋅ )174(cos 2  

29. dxxx∫ −⋅ )415(sin 2  30. dxxx∫ −⋅ )110(sin 2  

31. dxxx∫ −⋅ )31(cos 2  32. dxxx∫ −⋅ )87(cos 2   

33. dxxx∫ −⋅ )3(cos 32  34. 
dxxx∫ +⋅ )7(sin 32

.  

 
 

Пример выполнения задания 4 
 
Применяя метод замены переменной, найти неопределенный ин-

теграл dxxx∫ −⋅ )9(cos 32 . 

 
Решение. Пусть 93 −= xt , тогда dxxdt 23= .  

( ) ( )∫ ∫ +−=+=⋅⋅=−⋅ CxCtdttdxxx 9sin
3
1sin

3
1cos

3
19cos 332 .  

Решение можно выполнить внесением множителя под знак диф-
ференциала:  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) .9sin
3
1

99cos
3
139cos

3
19cos

3

332332

Cx

xdxdxxxdxxx

+−=

=−−⋅=⋅−⋅=−⋅∫ ∫ ∫
 

 
 

Задание 5  
 

Применяя метод замены переменной, найти неопределенные ин-
тегралы.  
 

1. dxex
x 782

3 +
∫ ⋅  2. dxx

x 372
3

2
−

∫ ⋅  
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3. dxex
xx +

∫ ⋅+
322 )16(  4. dxex

x3272 −
∫ ⋅  

5. dxex
x433 −

∫ ⋅  6. dxex
xx −

∫ ⋅−
3

)13( 2  

7. dxex
xx 12

3

)13(
−+

∫ ⋅+  8. dxex
x3432 −

∫ ⋅  

9. dxx
x 422

3

2
+

∫ ⋅  10. dxex
xx 122

3

)23(
+−

∫ ⋅−  

11. dxex
x3462 −

∫ ⋅  12. dxex
x3252 −

∫ ⋅  

13. dxex
xx −

∫ ⋅−
322 )16(  14. dxex

xx 322 )23(
+

∫ ⋅+  

15. dxx
x 852

3

2
+

∫ ⋅  16. dxex
x 2922

3 +
∫ ⋅  

17. dxex
xx 92

3

)93(
−

∫ ⋅−  18. dxx
x 1452

3

3
+

∫ ⋅  

19. dxx
x 132

3

2
−

∫ ⋅  20. dxex
x 1722

3 +
∫ ⋅  

21. dxex
x32102 −

∫ ⋅  22. dxx
x4233 2

−
∫ ⋅  

23. dxex
xx 112

3

)113(
−

∫ ⋅−  24. dxx
x 752

3

3
+

∫ ⋅  

25. dxx
x 932

3

3
+

∫ ⋅  26. dxx
x 123

4

5
−

∫ ⋅  

27. dxex
x35112 −

∫ ⋅  28. dxex
x4573 −

∫ ⋅  

29. dxex
x 43

4 −
∫ ⋅  30. dxex

x 133
4 +

∫ ⋅  

31. dxex
x4273 −

∫ ⋅  32. dxx
x 952

3

2
−

∫ ⋅ .  

33. dxex
x665 −

∫ ⋅  34. dxx
x 104

5

5
−

∫ ⋅ .  
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Пример выполнения задания 5 
 

Применяя метод замены переменной, найти неопределенный ин-

теграл ( ) dxex
xx 104

5

2
−

∫ ⋅− . 

 
Решение.  
Пусть xxt 105 −= , тогда ( ) ( )dxxdxxdt 25105 44 −⋅=−= .  

( )∫ ∫ +⋅=+⋅=⋅=⋅− −− .
5
1

5
1

5
12 10104 55

CeCedtedxex xxttxx  

Решим внесением под знак дифференциала:  

( ) ( ) ( )

.
5
1

10
5
1105

5
12

10

510410104

5

555

Ce

xxdedxxedxex

xx

xxxxxx

+⋅=

=−⋅⋅=−⋅⋅=⋅−

−

−−− ∫∫ ∫

 
 

 
Задание 6  

 
Применяя метод замены переменной, найти неопределенные ин-

тегралы.  
 

1. ∫
− 3

2
4x

xdx  2. ∫
− 49

4

x

xdx  3. ∫
− 416 x

xdx  

4. ∫
+3 25 x

xdx  5. ∫
+3 2 125x

xdx  6. ∫
+ 44 x

xdx  

7. ∫
−3 22 )43( x

xdx  8. ∫
+ 4

4
8

3

x

dxx  9. ∫
− 6

2

9

3

x

dxx  

10. ∫
− 8

3

25

4

x

dxx  11. ∫
−16

2
4x

xdx  12. ∫
− 6

2

4

3

x

dxx  
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13. ∫
+ 94

8
4x

xdx  14. ∫
−14

8
8

3

x

dxx  15. ∫
+ 254x

xdx  

16. ∫
+ 366

2

x

dxx  17. ∫
− 8

3

41

8

x

dxx  18. ∫
− 258

3

x

dxx  

19. ∫
− 449 x

xdx  20. ∫
−19

18
4x

xdx  21. ∫
− 491 x

xdx  

22. ∫
+14 6

2

x

dxx  23. ∫
+16

3
6

2

x

dxx  24. ∫
− 494

12

x

xdx  

25. ∫
− 52 )54( x

xdx  26. ∫
−3 2410 x

xdx  27. ∫
− 8

3

36

4

x

dxx  

28. ∫
+ 6

2

9

3

x

dxx  29. ∫
+ 49 x

xdx  30. ∫
− 441 x

xdx  

31. ∫
+125 6

2

x

dxx  32. ∫
+ 48

3

x

dxx  33. ∫
+110

4

x

dxx  

34. ∫
− 10

4

4

5

x

dxx .  

 
 

Пример выполнения задания 6 
 

Применяя метод замены переменной, найти неопределенный ин-

теграл ∫
+ 712

5

x

dxx . 

Решение. Пусть 6xt = , тогда dxxdt 56= .  

∫ ∫ +⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++⋅=+++⋅=

+
⋅=

+
.7ln

6
17ln

6
1

76
1

7
1262

212

5
CxxCtt

t

dt

x

dxx  
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Задание 7  
 
Найти неопределенный интеграл методом интегрирования по частям.  

 

1. dxex
x3

)34(
−

∫ ⋅−  2. dxx∫ −14arctg  

3. dxex
x3

)43(∫ ⋅+  4. xdxx 2cos)24(∫ −  

5. xdxx 4sin)164(∫ −  6. dxex
x3

)25(∫ ⋅−  

7. dxex
x2

)61(∫ ⋅−  8. dxx∫ + )4(ln 2  

9. dxx∫ + )14(ln 2  10. xdxx 2sin)42(∫ −  

11. dxx∫ −16arctg  12. dxex
x2

)34(
−

∫ ⋅−  

13. dxex
x3

)92(
−

∫ ⋅−  14. dxx∫ −12arctg  

15. dxx∫ −13arctg  16. dxx∫ +1arctg  

17. xdxx 2cos)65(∫ +  18. xdxx 5cos)23(∫ −  

19. xdxx 2cos)32(∫ −  20. xdxx 4cos)52(∫ −  

21. xdxx 3cos)74(∫ +  22. xdxx 5cos)38(∫ −  

23. xdxx 3sin)5(∫ +  24. xdxx 2sin)32(∫ −  

25. xdxx 5sin)34(∫ +  26. xdxx 4sin)107(∫ −  

27. xdxx 3sin)82(∫ −  28. dxex
x5

)51(
−

∫ ⋅−  

29. dxx∫ −19arctg  30. xdxx 7cos)10(∫ −  

31. dxx∫ + )19(ln 2  32. dxx∫ + )9(ln 2   

33. dxex
x3

)74(∫ ⋅+  34. dxex
x4

)5(
−

∫ ⋅− .  
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Пример выполнения задания 7 
 

Найти неопределенный интеграл dxxx∫ ⋅− 17cos)25(  методом 
интегрирования по частям. 
 

Решение.  
Пусть dxxdxu 17cos,25 =υ−= ,  

тогда dxdu ⋅= 5 , x17sin
17
1 ⋅=υ .  

Используем формулу ∫∫ υ−υ⋅=υ duuud :  

( )

.17cos
289
517sin

17
2517sin

17
5

17sin
17

25517sin
17
117sin

17
2517cos25

Cxxxdxx

xxdxxxxdxxx

++−=⋅−

−−=⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=⋅−

∫

∫∫

 
 
 

Задание 8  
 

Найти неопределенный интеграл методом интегрирования по частям. 
 
1. dxxxx 2cos)65( 2∫ ++  2. dxxxx cos)34( 2∫ ++  

3. dxxx 3cos)4( 2∫ −  4. dxex x32 )1(∫ +  

5. dxex x32 )23(∫ −  6. dxxxx 2cos)742( 2∫ ++  

7. dxxxx 3cos)1199( 2∫ ++  8. dxxxx 4cos)17168( 2∫ ++  

9. dxxx 3cos)53( 2∫ +  10. dxex x42 )72(∫ −  

11. dxxx 2cos)73( 2∫ −  12. dxxx 4cos)81( 2∫ −  

13. dxxxx 3sin)12( 2∫ ++  14. dxxxx 2sin)3( 2∫ −  
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15. dxxxx sin)23( 2∫ +−  16. dxxxx 3sin)65( 2∫ +−  

17. dxex x22 )61(∫ −  18. dxxx )1(ln)1( 22 ++∫  

19. dxxx )1(ln)1( 22 −−∫  20. dxexx x22 )2(∫ +  

21. dxex x42 )2(∫ −  22. dxex x22 )43(∫ −  

23. dxxx )2(ln)2( 22 ++∫  24. dxexx x22 )44(∫ ++  

25. dxexx x22 )32(∫ +−  26. dxex x32 )57(∫ −  

27. dxxx )3(ln)3( 22 −−∫  28. dxxxx 3sin)3( 2∫ −  

29. dxxxx cos)127( 2∫ ++  30. dxxx 3cos)152( 2∫ −  

31. dxxx 3cos)2( 2∫ +  32. dxxxx 2sin)94( 2∫ −+  

33. dxxxx 5sin)12( 2∫ +−  34. dxex x52 )5(∫ − .  

 
 
 

Пример выполнения задания 8 
 

Найти неопределенный интеграл dxxxx 2cos)7( 2∫ −  методом 
интегрирования по частям. 
 

Решение.  
Пусть dxxdxxu 2cos,72 =υ−= ,  

тогда  x2sin
2
1=υ ,  ( )dxxdu 72 −= .  

Используем формулу ∫∫ υ−υ⋅=υ duuud :  

( ) ( ) ( )∫∫ −⋅−−=− dxxxxxxdxxxx 722sin
2
12sin

2
172cos7 22 .  

Пусть dxxdxu 2sin,72 11 =υ−= , 
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тогда  dxdux 2,2cos
2
1

11 =−=υ . Еще раз используем формулу:  

( ) ( )

.2sin
4
12cos

4
722sin

2
722cos

2
1

2cos
2
172

2
12sin

2
72cos7

2

2
2

Cxxxxxxdxx

xxxxxdxxxx

+−−+−=⎟⎟
⎠

⎞
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅−⋅−⋅−=−

∫

∫
 

 
 

 
Задание 9  

 
Найти неопределенный интеграл методом интегрирования по частям.  

 
1. ∫ ⋅ dxxe x 3cos2  2. dxxe x 2sin3 ⋅∫  3. ∫ ⋅ dxxe x 2cos3  

4. dxxe x 4cos2 ⋅∫  5. ∫ ⋅ dxxe x 2sin4  6. dxxe x 5sin2 ⋅∫  

7. dxxe x 5cos2 ⋅∫  8. dxxe x 4cos3 ⋅∫  9. ∫ ⋅ dxxe x 7sin3  

10. dxxe x 3cos5 ⋅∫  11. dxxe x 2sin5 ⋅∫  12. dxxe x 5sin4 ⋅∫  

13. dxxe x 3cos4 ⋅∫  14. dxxe x 2cos8 ⋅∫  15. dxxe x 3sin8 ⋅∫  

16. dxxe x 7sin2 ⋅∫  17. dxxe x 2cos7 ⋅∫  18. dxxe x 3sin5 ⋅∫  

19. dxxe x 2cos6 ⋅∫  20. dxxe x 3sin6 ⋅∫  21. dxxe x 7cos5 ⋅∫  

22. dxxe x 7sin6 ⋅∫  23. dxxe x 5cos7 ⋅∫  24. dxxe x 4sin7 ⋅∫  

25. dxxe x 3sin5 ⋅∫  26. ∫ ⋅ dxxe x 4cos5  27. dxxe x 2sin9 ⋅∫  

28. dxxe x 9cos2 ⋅∫  29. dxxe x 7cos4 ⋅∫  30. dxxe x 3sin4 ⋅∫  

31. dxxe x 5cos9 ⋅∫  32. dxxe x 8sin6 ⋅∫  33. xdxe x 3sin10 ⋅∫  

34. dxxe x 4cos11 ⋅∫ .  
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Пример выполнения задания 9 
 

Найти неопределенный интеграл dxxe x 4sin12 ⋅∫  методом интег-
рирования по частям. 
 

Решение. В данном примере используется возврат к исходному 
интегралу.  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−−=

⋅=

−=υ

=υ

=

= ∫∫ dxexxe

dxedu

x

dxxd

eu

dxxe xx

x

x

x 1212

12

12

12 124cos
4
14cos

4
1

12

4cos
4
1

4sin
4sin  

+⋅−=

⋅=

=υ

=υ

=

=⋅+−= ∫ xe

dxedu

x

dxxd

eu

dxxexe x

x

x

xx 4cos
4
1

12

4sin
4
1

4cos
4cos34cos

4
1 12

12
1

1

1

12
1

1212  

.4sin9

4sin
4
34cos

4
1124sin

4
14sin

4
13

12

12121212

dxxe

xexedxexxe

x

xxxx

∫

∫

⋅−

−+−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅⋅+

 

Пусть dxxeA x 4sin12∫= , тогда  

AxexeA xx 94sin
4
34cos

4
1 1212 −+−= , 

)4cos4sin3(
4

10
12

xxeA
x

−= .  

 

Ответ: ( )xxe x
4cos4sin3

40

12
− .  
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Задание 10 
 

Найти неопределенный интеграл от дробно-рациональных функций. 
 

1. ( ) dx
xxx

xxxx
∫ −−

−−−+
2)1(

262 234
 2. dx

xx
xxx

∫ −
−+−

)1(
1335

2

24
 

3. dx
xx

x
∫ +−

−
34

17
2

2
 4. dx

xx
x

∫ −−
+

2
52

2

3
 

5. dx
xx

x
∫ −+

−
6

12
2

3
 6. dx

xx
xxx

∫ ++
+++

23
5993

2

23
 

7. dx
xxx

xx
∫ −−−

++
)3)(2)(1(

32 23
 8. dx

xxx
xxx

∫ +−−
+−−

)2)(2)(1(
51443 23

 

9. dx
xxx
xxx

∫ −−−
++−

)3)(2)(1(
524 23

 10. dx
xxx
xxx

∫ +−−
−−−

)2)(2)(1(
2173 23

 

11. dx
xxx

xx
∫ −−

−−
)4)(3(

123 23
 12. dx

xxx
xx

∫ −−
++

)2)(1(
24 23

 

13. dx
xx

xxx
∫ −

−+−
3

23 2323  14. dx
xxx

xxx
∫ −−

+−+
)4)(2(
24282 23

 

15. dx
xx

xx
∫ −

+−
2

35 1  16. dx
xx

xx
∫ +

−+
2

35 13  

17. dx
xx

xxxx
∫ −

−+−−
2

345 6464  18. dx
xx

xxxx
∫ −

−−−−
2

41222
2

345
 

19. dx
xx

xx
∫ +

++−
3

129
2

35
 20. dx

xx
xx

∫ +
++−

5
525

2

35
 

21. dx
xxx

xxx
∫ −+−

++−
)5)(1)(1(

2355 23
 22. dx

xxx
xxx

∫ +−
−−−
)2)(2(

26112 24
 

23. dx
xxx

xxx
∫ +−

−−+
)1)(1(

324 24
 24. dx

xxx
xxx

∫ −−
+−+
)2)(1(

2533 234
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25. dx
xxx

xxxx
∫ +−

++−−
)2)(3(

6136 345
 26. dx

xxx
xxx

∫ −+
−−−
)2)(1(

2123 23
 

27. dx
xxx

xxxx
∫ +−

−+−+
)3)(1(

92322 234
 28. dx

xxx
xxx

∫ +−
−−−
)1)(3(
1272 23

 

29. dx
xxx
xx

∫ +−
−−

)4)(2(
8402 3

 30. dx
xxx

xx
∫ +−

−+
)5)(3(

154 23
 

31. dx
xxx

xxxxx
∫ +−

+−+−+
)3)(1(

97522 2345
 

32. dx
xxx

xxxx
∫ −+

++−+
)2)(1(

2084122 234
 33. dx

xxx
xxx

∫ −+
+−−

)4()2(
2422 23

 

34. ( ) dx
xxx
xxx

∫ +−+
−−+

2)2()1(
11352 23

.  

 
 

Пример выполнения задания 10 
 

Найти неопределенный интеграл dx
xxx

xx
∫ +−

−−
)3()1(

21203
 от дробно-

рациональной функции. 
 
Решение. 

( )( )∫ =
+−

−− dx
xxx

xx
31

21203
  

дробь неправильная, поэтому выделим целую часть  

( )( ) dx
xxx
xxxdx

xxx
xx

∫ ∫ +−
++−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−+
++−=

31
21172

32
211721

2

23

2
.  

Остаток в виде правильной дроби разложим на простейшие с не-
определенными коэффициентами:  
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( )( ) 3131
21172 2

+
+

−
+=

+−
++

x
C

x
B

x
A

xxx
xx .  

После тождественных преобразований получим:  

( )( )
( ) ( )

( )( )31
332

31
21172 22

+−
−−++++=

+−
++

xxx
AxCBAxCBA

xxx
xx .  

Найдем неопределенные коэффициенты:  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=−+

=++

213
1732

2

A
CBA

CBA
      

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=

−=

1
10

7

C
B
A

.  

Итак, исходный интеграл равен  

∫ +++−−+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
+−− Cxxxxdx

xxx
x 3ln1ln10ln7

3
1

1
107 . 

 
 
 

Задание 11 
 

Найти неопределенный интеграл от дробно-рациональных функций.  
 

1. dx
xx

xxx
∫ ++

+++
3

23

)2)(1(
9136  2. dx

xx
xxx

∫ +
+++

3

23

)2(
8136  

3. dx
xx

xxx
∫ −+

−+−
3

23

)2)(2(
6136  4. dx

xx
xxx

∫ ++
+++
3

23

)2)(1(
10146  

5. dx
xx

xxx
∫ −+

−+−
3

23

)2)(2(
10116  6. dx

xx
xxx

∫ ++
+++
3

23

)2)(1(
7116  

7. dx
xx

xxx
∫ +−

+++
3

23

)1)(1(
1762  8. dx

xx
xxx

∫ +−
+++
3

23

)2)(1(
10106  

9. dx
xx

xxx
∫ +

+++
3

23

)1(
2762  10. dx

xx
xxx

∫ −
−+−

3

23

)2(
8136  
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11. dx
xx

xxx
∫ −+

−+−
3

23

)2)(1(
7136  12. dx

xx
xxx

∫ −+
−+−
3

23

)2)(1(
6146  

13. dx
xx

xxx
∫ −+

−+−
3

23

)1)(1(
10106  14. dx

xx
xx

∫ +
++

3

3

)2(
2  

15. dx
xx

xxx
∫ +−

+++
3

23

)1)(1(
21093  16. dx

xx
xx

∫ +
++
3

3

)1(
12  

17. dx
xx

xxx
∫ ++

+++
3

23

)1)(2(
4762  18. dx

xx
xxx

∫ ++
++

3

23

)1)(2(
562  

19. dx
xx

xxx
∫ +−

++
3

23

)1)(2(
762  20. dx

xx
xxx

∫ +−
+++
3

23

)1)(2(
4562  

21. dx
xx

xxx
∫ +−

+++
3

23

)2)(2(
2446  22. dx

xx
xxx

∫ +−
+++
3

23

)2)(2(
4146  

23. dx
xx

xxx
∫ +−

−++
3

23

)2)(2(
4186  24. dx

xx
xxx

∫ +−
+++
3

23

)2)(2(
12106  

25. dx
xx

xxx
∫ −+

−+−
3

23

)2)(2(
4146  26. dx

xx
xxx

∫ +−
+++
3

23

)2)(2(
2156  

27. dx
xx

xxx
∫ −−

−+−
3

23

)1)(2(
4762  28. dx

xx
xxx

∫ −+
+−

3

23

)1)(2(
762  

29. dx
xx

xxx
∫ +−

+−+
3

23

)2)(2(
52106  30. dx

xx
xxx

∫ −+
−+−
3

23

)2)(2(
6136  

31. dx
xx

xxx
∫ +−

+++
3

23

)2)(2(
61136  32. dx

xx
xxx

∫ +−
−++
3

23

)1)(2(
143   

33. 
dx

xx
xxx

∫ −+
−+−
3

23

)1()3(
423

 34. 
dx

xx
xxx

∫ +−
+++

3

23

)2)(1(
1723122

.  
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Пример выполнения задания 11 
 

Найти неопределенный интеграл dx
xx

xxx
∫ −+

++−
3

23

)1()3(
243  от дробно-

рациональной функции. 
 

Решение. Подынтегральная функция – правильная дробь. Ищем 
ее разложение на простейшие дроби в виде  

( ) ( )32 1113 −
+

−
+

−
+

+ x
D

x
C

x
B

x
A .  

Найдем неопределенные коэффициенты.  
После приведения к общему знаменателю получим:  

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )3

23

13
3332533

−+
+−+−+++−+++−++

xx
DCBAxDCBAxCBAxBA . 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=+−+−

=++−

−=++−

=+

2333

4253

33

1

DCBA

DCBA

CBA

BA

      

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

=

1

0

0

1

D

C

B

A

.  

Исходный интеграл равен:  

( )( ) ( ) ( )
C

x
xdx

xx
dx

xx
xxx +

−
−+=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
+

+
=

−+
++−

∫∫ 233

23

12
13ln

1
1

3
1

13
243 .  

 
 
 

Задание 12 
 

Найти неопределенный интеграл от дробно-рациональных функций.  
 

1. dx
xxx
xxx

∫ +++
+++

)1()1(
244

22

23
 2. dx

xx
xxx

∫ ++
+++
)1()1(
234

22

23
 



Тема 3. Интегральное исчисление функции одной переменной 

 112

3. dx
xxx
xxx

∫ +++
−++

)1()2(
1772

22

23
 4. dx

xxx
xxx

∫ +++
−++

)22()1(
1242

22

23
 

5. dx
xxx

xxx
∫ +++

+++
)22()1(

696
22

23
 6. dx

xxx
xxx

∫ +++
+++

)32()2(
1016112

22

23
 

7. dx
xx

xxx
∫ ++

−++
)2()1(
1563

22

23
 8. dx

xx
xxx

∫ ++
+++

)3()3(
21219

22

23
 

9. dx
xx

xxx
∫ ++

+++
)4()2(
886

22

23
 10. dx

xx
xxx

∫ ++
+++
)4()2(
4125

22

23
 

11. dx
xxx
xxx

∫ ++−
−−−

)54()1(
121642

22

23
 12. dx

xxx
xxx

∫ +−−
+−+−
)1()2(
113133

22

23
 

13. dx
xxx

xxx
∫ +−+

++
)1()1(

102
22

23
 14. dx

xx
xx

∫ +−
++

)9()1(
463

22

3
 

15. dx
xxx
xxx

∫ +++
−++

)22()3(
2820244

22

23
 16. dx

xxx
xxx

∫ +++
+++

)1)(1(
2332

22

23
 

17. dx
xxx

xx
∫ +++

++
)1)(1(

1
22

3
 18. dx

xxx
xx

∫ +++
++

)1)(1(
3

22

3
 

19. dx
xxxx

xxx
∫ ++++

+++
)2)(1(

2242
22

23
 20. dx

xxxx
xxx

∫ ++++
+++

)2)(1(
9772

22

23
 

21. dx
xxx

xx
∫ +++

++
)1)(1(

434
22

3
 22. dx

xxx
xxx

∫ +++
++

)22)(2(
643

22

23
 

23. dx
xxx

xx
∫ +−+

+−
)1)(1(

12
22

3
 24. dx

xxx
xx

∫ +−+
++

)1)(1(
1

22

23
 

25. dx
xxx

xx
∫ +−+

++
)1)(1(

1
22

3
 26. dx

xxx
xx

∫ +−+
++

)1)(1(
122

22

3
 

27. dx
xxx
xxx

∫ +++
+++

)1)(1(
12

22

23
 28. dx

xxx
x

∫ +++
+

)2)(2(
4

22  
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29. dx
xxx

xxx
∫ +++

+++
)1)(1(
1222

22

23
 30. dx

xxxx
xxx

∫ ++++
+++

)32)(3(
61273

22

23
 

31. dx
xxx

xx
∫ +++

+++
)1)(1(

2332
22

23
 32. dx

xxx
xxx

∫ +++
+++

)2)(3(
2522

22

23
  

33. dx
xxx

xxx
∫ +++

+++
)22()2(

10147
22

23
 34. dx

xxxx
xxx

∫ ++++
+++

)1()22(
5862

22

23
.  

 
 

Пример выполнения задания 12 
 

Найти неопределенный интеграл dx
xxx

xxx
∫ +++

+++
)33()2(

11157
22

23
 от 

дробно-рациональной функции. 
 

Решение. Ищем разложение подынтегральной функции на про-

стейшие дроби в виде: 
( ) 3322 22 ++

++
+

+
+ xx

DCx
x

B
x

A .  

После тождественных преобразований получим: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )332

436443945
22

23

+++
++++++++++++

xxx
DBAxDCBAxDCBAxCA  

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=++

=+++

=+++

=+

11436

154439

745

1

DBA

DCBA

DCBA

CA

   

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

=

2

1

1

0

D

C

B

A

.  

 
Исходный интеграл равен:  
 

( )
( ) ( ) =

++
++⋅++=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

++
++

+∫ ∫ ∫− dx
xx

xdxxdx
xx

x
x 33

132
2
12

33
2

2
1

2
2

22
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( )

( ) .
3

32arctg
3

133ln
2
1

2
1

2
3

2
32

1
33
33

2
1

2
1

2

222

2

Cxxx

x
x

dx
xx
xxd

x

++++++

+
+

−=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⋅+
++
++

⋅+
+

−= ∫∫
 

 
 
 

Задание 13  
 

Найти интеграл от тригонометрических функций. 
 

1. ∫ − )cos1(sin 2 xx
dx  2. ∫ + x

xdx
cos2

cos  

3. ∫ + )cos1(sin 2 xx
dx  4. ∫ − 3)cos1(

cos
x

xdx  

5. dx
x

xx
∫ +

−
2)sin1(

sincos  6. ∫ − )cos1(cos xx
dx  

7. ∫ − )sin1(sin xx
dx  8. ∫ −+ 2)cossin1( xx

dx  

9. ∫ + x
xdx
cos45

cos  10. ∫ ++
+

xx
dxx

sincos1
)sin1(  

11. ∫ −+ xx
xdx

cossin1
cos  12. ∫ ++

+
xx

dxx
sincos1
)cos1(  

13. ∫ ++ xx
xdx

sincos1
sin  14. ∫ −

+
2)sin1(

)sin1(
x

dxx  

15. ∫ ++ xx
xdx

sincos1
cos  16. ∫ −+ )sin1)(cos1(

cos
xx

xdx  

17. ∫ −+ xx
xdx

sincos1
cos  18. ∫ −+ 2)sincos1(

cos
xx

xdx  
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19. ∫ ++ 2)sincos1(
cos

xx
xdx  20. ∫ +

−
)cos1(cos

)sin1(
xx

dxx  

21. ∫ + 2)sin1(
sin

x
xdx  22. ∫ ++ 2)cossin1(

sin
xx

xdx  

23. ∫ −+ 2)sincos1(
sin

xx
xdx  24. ∫ −+ 2

2

)sincos1(
cos

xx
xdx  

25. ∫ ++ 2

2

)sincos1(
sin

xx
xdx  26. ∫ ++ 2

2

)sincos1(
cos

xx
xdx  

27. ∫ + )sin1(sin xx
dx  28. ∫ ++ 2)cossin1( xx

dx  

29. ∫ + x
xdx
sin2

sin  30. ∫ + )cos1(cos xx
dx  

31. ∫ + x
xdx
sin35

sin  32. ∫ −+ )cos1)(sin1(
sin

xx
xdx  

33. ∫ −− 5cos3sin4 xx
dx  34. ∫ +

+ dx
xx

x
sin)cos1(

sin1 .  

 
 
 

Пример выполнения задания 13 
 

Найти интеграл ∫ +− 5cossin2 xx
dx  от тригонометрической функции. 

 
Решение. Применим универсальную тригонометрическую подста-

новку: пусть: 
2

tg xt = , тогда 22

2

2 1
2,

1
1cos,

1
2sin

t
dtdx

t
tx

t
tx

+
=

+
−=

+
= .  

=
+++−

=
+

+
−−

+

+=
+− ∫∫ ∫ 22

2

2

2

2

5514
2

5
1
1

1
4

1
2

5cossin2 ttt
dt

t
t

t
t

t
dt

xx
dx  
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.
5

1
2

tg3
arctg

5
1

3
5

3
13

arctg
5
3

3
1

3
5

3
13

223 222

C

x

C
t

t

dt
tt

dt

+
+

⋅=

=+
+

⋅⋅=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
++

= ∫∫
 

 
 
 

Задание 14  
 

Найти интеграл от тригонометрических функций. 
 

1. ∫
+1cos

2sin
2 x

xdx  2. ∫ + x
xdx

2cos31
2sin  

3. ∫ + 32 )cos1(
2sin

x
xdx  4. ∫ −

+
3

2

)1tg(
)tg1(

x
dxx  

5. ∫ +− 5sin6sin
cos

2 xx
xdx  6. ∫

− x

xdx
2cos4

2sin  

7. ∫ +
+

1tg2
)tg1( 2

x
dxx  8. ∫

++ 1sin4sin

cos
2 xx

dxx  

9. ∫
+ 4cos

2sin
2 x

xdx  10. ∫
+− 13sin4sin

cos
2 xx

xdx  

11. ∫ +− 5cos6cos
sin

2 xx
xdx  12. ∫ +

+
xx

dxx
22 cos18sin2

)tg4(  

13. ∫ −
+

3

2

ctg2
)1ctg(
x
dxx  14. ∫

+−

+

2tg2tg

)1tg(
2

2

xx

dxx  

15. ∫
+ 9sin

2sin
2 x

xdx  16. ∫
−

+

x

dxx
2

2

ctg25

)1ctg(  
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17. ∫ + x
xdx

2cos2
2sin  18. ∫ + x

xdx
2sin25

2sin  

19. ∫ +
+

xx
dxx

22 cos4sin6
)tg6(  20. ∫ + xx

xdx
2cos52sin3

tg6  

21. ∫ +− xx
xdx

2coscos413
sin  22. ∫

+ x

xdx
2cos25

2sin  

23. ∫ +
+

xx
dxx

22 cos2sin18
)tg8(  24. ∫ −

+
2

2

)1tg(
)tg1(

x
dxx  

25. ∫ ++
+

xx
xdxx

2coscos48
sin)cos2(  26. ∫ − 5cos3

2sin
2 x

xdx  

27. ∫ +
+

xx
dxx

22 cos12sin3
)tg12(  28. ∫ −

−
xx

dxx
2sincos4

)5tg4(
2  

29. ∫ + xx
xdx

22 cos3sin8
tg8  30. ∫ +

+
xx

dxx
22 cos4sin

)tg2(  

31. ∫
++ 18cos4cos

sin
2 xx

xdx  32. ∫ + x
dx

2sin1
 

33. ∫ +⋅− xxxx
dx

22 cos5cossin4sin
 34. ∫ + xx

dx
22 cos9sin4

.  

 
 
 

Пример выполнения задания 14 
 

Найти интеграл ∫ +
+ dx

xx
x

22 cos2sin
3tg2  от тригонометрической 

функции. 
 

Решение. ( )
( )∫∫ +

+=
+

+
xx

dxxdx
xx

x
2222 cos2tg

3tg2
cos2sin
3tg2 .  

Пусть 
x

dxdttgxt 2cos
, == , тогда исходный интеграл равен  
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( )

( ) .
2

tgarctg
2

32tgln

2
arctg

2
32ln

2
3

2
2

2
32

2

2
222

Cxx

Ctt
t

dt
t

dtt
dt

t
t

+++=

=+++=
+

⋅+
+

=
+
+

∫ ∫ ∫
 

 
 
 

Задание 15  
 

Найти интеграл от тригонометрических функций. 
 

1. ∫ dxxx
3

7cos
3

8sin  2. ∫ dxxx
5

3cos
5

8cos  

3. ∫ dxxx
2

3cos
2

5sin  4. ∫ dxxx
2

3sin
2

5sin  

5. ∫ dxxx
3

2sin
3

7cos  6. ∫ dxxx
7
3sin

7
8sin  

7. ∫ dxxx
3

7cos
3

4sin  8. ∫ dxxx
2

7sin
2

5sin  

9. ∫ dxxx
3

7cos
2

5cos  10. ∫ dxxx
3

5sin
3

4cos  

11. ∫ dxxx
3

4sin
3

2sin  12. ∫ dxxx
5

2sin
5

6sin  

13. ∫ dxxx
7

2cos
7

6cos  14. ∫ dxxx
3

cos
3

7cos  

15. ∫ dxxx
3

sin
3

7sin  16. ∫ dxxx
5

4cos
5

3sin  

17. ∫ dxxx
2

9sin
2

cos  18. ∫ dxxx
2

9sin
2

sin  

19. ∫ dxxx
5

2cos
5

9cos  20. ∫ dxxx
5

2sin
5

9cos  
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21. ∫ dxxx
3

5cos
3

2sin  22. ∫ dxxx
2

5sin
2

9cos  

23. ∫ dxxx
3

4cos
3

2cos  24. ∫ dxxx
3

4cos
3

2sin  

25. ∫ dxxx
2

3cos
2

9sin  26. ∫ dxxx
2

9sin
2

7sin  

27. ∫ dxxx
5

7sin
5

9cos  28. ∫ dxxx
2

5cos
2

9cos  

29. ∫ dxxx
3

5sin
3

8cos  30. ∫ dxxx
2

3sin
2

7cos  

31. ∫ dxxx
3

5sin
3

8sin  32. ∫ dxxx
2

cos
2

9sin  

33. ∫ dxxx
5

2cos
5

3cos  34. ∫ dxxx
2

5sin
2

9sin .  

 
 

Пример выполнения задания 15 
 

Найти интеграл ∫ dxxx
2

9cos
2

11cos  от тригонометрической функции. 

 
Решение. Воспользовавшись формулой  

( ) ( )( )β+α+β−α=β⋅α coscos
2
1coscos , получим:  

( )∫ ∫ ++=+= .10sin
20
1sin

2
110coscos

2
1

2
9cos

2
11cos Cxxdxxxdxxx  
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Задание 16  
 

Найти интеграл от тригонометрических функций. 
 

1. ∫ dxx
2

sin 4  2. ∫ dxx
2

cos4  3. ∫ dxxx
2

cos
2

sin 22  

4. ∫ xdx2sin 4  5. ∫ xdx2cos4  6. ∫ dxxx
2

cos
2

sin 42  

7. ∫ xdx66 sin2  8. ∫ xdx66 cos2  9. ∫ dxxx
2

sin
2

cos 42  

10. ∫ dxx
4

sin 4  11. ∫ dxx
4

cos4  12. ∫ dxxx
4

cos
4

sin 42  

13. ∫ xdx3sin4  14. ∫ dxx
2

sin 6  15. ∫ dxxx
4

sin
4

cos 42  

16. ∫ xdx4sin2 44  17. ∫ xdx4cos6  18. ∫ dxxx
4

cos
4

sin 44  

19. ∫ ⋅ xdx4cos2 44  20. ∫ xdx3sin 6  21. ∫ dxx
3

cos2 46  

22. ∫ dxx
3

sin2 24  23. ∫ xdx4sin 6  24. ∫ xdx3cos6  

25. ∫ ⋅ xdxx 2cos2sin 22  26. ∫ ⋅ xdxx 246 cossin2  

27. ∫ ⋅ xdxx 426 cossin2  28. ∫ dxxx
2

cos
2

sin2 444  

29. ∫ ⋅ xdxx 4cos4sin 42  30. ∫ ⋅ xdxx 4sin4cos 42  

31. ∫ ⋅ xdxx 3cos3sin2 246  32. ∫ ⋅ xdxx 3cos3sin 42  

33. ∫ dxx6cos4  34. ∫ ⋅ dxxx 6cos6sin 24 .  
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Пример выполнения задания 16 
 

Найти интеграл ∫ dxx6sin4  от тригонометрической функции. 

 
Решение.  

.24sin
192

112sin
24
1

8
3

24sin
48
112sin

6
1

2
3

4
124cos

2
112cos2

2
3

4
1

2
24cos112cos21

4
1

2
12cos16sin

2
4

Cxxx

Cxxxdxxx

dxxxdxxdxx

++−=

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⋅=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

∫

∫ ∫ ∫

 
 
 

Задание 17  
 

Найти интеграл от тригонометрических функций.  
 

1. ∫ 5 3

3

sin

cos

x

xdx  2. ∫
x

xdx
cos

sin 5
 3. ∫ xdx7sin  

4. ∫
x

xdx
3

5

cos

sin  5. ∫ 3 2

5

sin

cos

x

xdx  6. ∫ xdx7cos  

7. ∫ x
xdx
4

5

cos
sin  8. ∫

x

xdx
5

3

cos

sin  9. ∫ 3 5

5

sin

cos

x

xdx  

10. ∫ xdx2cos5  11. ∫
x

xdx
7

3

cos

sin  12. ∫ x
xdx

cos
sin 7

 

13. ∫ x
xdx

sin
cos7

 14. ∫ 5 2

5

cos

sin

x

xdx  15. ∫ xdx3sin5  

16. dxxx∫ ⋅3 35 cossin  17. ∫ ⋅ xdxx 72 cossin  
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18. dxxx∫ ⋅3 53 2sin2cos  19. ∫ ⋅ xdxx 54 cossin  

20. ∫ ⋅ xdxx 4cos4sin 34  21. ∫ ⋅ xdxx 2sin2cos 52  

22. ∫ ⋅ xdxx 53 2 sincos  23. ∫ ⋅ xdxx 3cos3sin 43  

24. ∫ ⋅ dxxx 3 25 sincos  25. ∫ ⋅ xdxx 35 2 sincos  

26. ∫ ⋅ xdxx 2cos2sin 43  27. ∫ ⋅ dxxx 35 sincos  

28. ∫ ⋅ dxxx cossin7  29. ∫ ⋅ xdxx 3sin3cos 43  

30. ∫ ⋅ xdxx 7cossin  31. ∫ ⋅ xdxx 35 sincos  

32. ∫ ⋅ dxxx 3 23 sincos  33. ∫ ⋅ xdxx 53 cossin  

34. ∫ dx
x
x

6

2

cos
sin   

 
 

Пример выполнения задания 17 
 

Найти интеграл dx
x

x
∫ 3 2

3

cos

sin  от тригонометрической функции. 

 

Решение. ( )( )
∫∫

−−=
3 2

2

3 2

3

cos

sinsin

cos

sin

x

dxxxdx
x

x .  

Пусть xt cos= , тогда dxxdt sin−=   

( )

.cos3coscos
7
3

3
7

31

cos

sin

332

3
13

7

3
2

3
4

3

2

3 2

3

Cxxx

Cttdttt
t

dtt
dx

x

x

+⋅−⋅=

=+−=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−=

−
= ∫∫ ∫

−

 



3.1. Неопределенный интеграл 

 123

Задание 18  
 

Найти интеграл от тригонометрических функций. 
 

1. ∫
⋅ xx

dx

sincos7
 2. ∫ ⋅ xx

dx
cossin5  3. ∫ ⋅ xx

dx
cossin3  

4. ∫ x
dx

2sin 6  5. ∫ dx
x

x
3

7cos
sin  6. ∫

⋅4 35 sincos xx

dx  

7. ∫ x
dx

2cos6
 8. ∫ dx

x
x

5cos
sin  9. ∫ ⋅ xx

dx
5cossin

 

10. ∫
⋅3 5 sincos xx

dx  11. ∫ dx
x
x3

8

2

sin
cos  12. ∫ dx

x
x

7

3

sin
cos  

13. ∫
⋅ xx

dx

sincos3
 14. ∫ x

xdx
8

4

cos
sin  15. ∫ x

xdx
7

3

sin
cos  

16. ∫ )2/(cos4 x
dx  17. ∫ ⋅ xx

dx
42 cossin

 18. ∫ dx
x
x3

8

2

cos
sin  

19. ∫ ⋅ xx
dx

33 cossin
 20. ∫ dx

x
x

9

5

sin
cos  21. ∫ x

xdx
13

7

cos
sin  

22. ∫ x
dx

4sin 6  23. ∫
⋅ xx

dx
7sincos

 24. ∫ x
xdx

8

4

sin
cos  

25. ∫ ⋅ xx
dx

24 cossin
 26. ∫ dx

x
x

9

5

cos
sin  27. ∫ dx

x
x

7

3

cos
sin  

28. ∫
⋅
x
dxx

13

7

sin
cos  29. ∫ x

xdx
7

3

cos
sin  30. ∫ )2/(sin 4 x

dx  

31. ∫ x
dx

6cos
 32. ∫

⋅4 53 sincos xx

dx  33. ∫
⋅ xx

dx
3sincos

 

34. dx
x
x

∫ 9

3

cos
sin .  
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Пример выполнения задания 18 
 

Найти интеграл ∫ dx
x
x

5sin
cos  от тригонометрической функции.  

 

Решение. ∫∫ ⋅=
x

dx
x
xdx

x
x

25 sinsin
cos

sin
cos .  

Пусть xt ctg= , тогда dx
t

dt 2sin
1−=   

.ctgctg
3
2

3
2

sin
ctg

sin
cos

25

Cxx

Cttdtt
x

dxxdx
x
x

+⋅−=

=+−=−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−⋅−= ∫∫∫
 

 
 
 

Задание 19  
 

Найти интегралы от иррациональных функций. 
 

1. ∫
+−+ 4 23 )12(212 xx

dx  2. ∫
+

−

)4(

)32(
36 5

6

xx

dxx  

3. ∫
+++

+
4

4

626
6

xx
dxx  4. ∫

+++ 23)23(4 3 xx

dx  

5. ∫
+ )9( 64 3 xx

dx  6. ∫
+

+
8 74 3

8 )32(

xx

dxx  

7. ∫
−

−
14 137 6

7 )23(

xx

dxx  8. ∫ −
+

263

6

)(
)5(
xx
dxx  

9. ∫
+

+

)(

)1(
4 36 5

6

xx

dxx  10. ∫
− 264 3 )( xx

dxx  
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11. ∫
+−++

+−−
2)13)(1413(

)1314(

xxx

dxxx  12. ∫
−+− 4 2121 xx

dx  

13. ∫ −−− 4 1212 xx
dx  14. ∫

++ )106(
2

4 xxx
dx  

15. ∫
−

−

)5(

)1(
48 7

8

xx

dxx  16. ∫
+ )4( 3 xx

dx  

17. ∫
++ )5( 636 5 xxx

dx  18. ∫
−−

−

)34(

)2(
366 5

6

xxx

dxx  

19. ∫ + 34 )1( xx
dx  20. ∫

++−+ 221221 4 xx
dx  

21. ( )dx
xx

x
∫ +⋅

−
3

6

1
1  22. ∫

−

+

)(

)1(
434 3

6

xxx

dxx  

23. ∫
−−

+−

xxx

dxxx

76

)6(
4 33

4
 24. ∫

++

+

)2(

)2(
36

3

xxxx

dxx  

25. 
( )∫

+++ 311 xx

dx  26. ∫
+++

+

))2(2(6

2
3 2

6

xx

dxx  

27. ∫
−−−+

−++
2)2)(22(

)22(

xxx

dxxx  28. ∫
+⋅+

+
2)2(1

26

xx

dxx  

29. ∫
+

+−
3 4

36 )21(

xx

dxxx  30. ∫
+ 4 3

6

xx

dxx  

31. ∫
+−++

+−−
2)2)(242(

)224(

xxx

dxxx  32. ∫
+

−
34

4

)2(

)1(

xx

dxx  

33. ( )∫ +
++ dx
xx

xxx
3

63 2

1
 34. 

( )∫
+−+ 12123 2 xx

dx .  
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Пример выполнения задания 19 
 

Найти интеграл ∫
− 3 2xx

dxx  от иррациональной функции.  

 
Решение. Пусть 6tx = , тогда dttdx 56= ,  

.
1
1ln362

1
1ln

2
1

3
6

1
116

1
6

6

6

6
6

3

2
2

2

4

46

53

3 2

C
x
xxxC

t
ttt

dt
t

t
t

dtt
tt

dttt

xx

dxx

+
+
−+⋅+=+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−++⋅=

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

−
++⋅=

−
⋅=

−
⋅

=
−

∫∫∫∫
 

 
 
 

Задание 20  
 

Найти интегралы от иррациональных функций.  
 

1. ∫
++

+
245

)85(

xx

dxx  2. ∫
+−

−

23

)1(
2xx

dxx  3. ∫
+−

−

128

)17(
2xx

dxx  

4. ∫
−− xx

xdx

634 2
 5. ∫

−−

+
2363

)4(

xx

dxx  6. ∫
+−

+

782

)53(
2 xx

dxx  

7. ∫
−+

+
2443

)2(

xx

dxx  8. ∫
++

−

344

)2(
2 xx

dxx  9. ∫
−−

−
2361

)16(

xx

dxx  

10. ∫
−− 267

3

xx

xdx  11. ∫
+−

+

84

)73(
2 xx

dxx  12. ∫
++

+

2

)23(
2 xx

dxx  

13. ∫
−−

+

166

)53(
2 xx

dxx  14. ∫
−− 34

7
2xx

xdx  15. ∫
−+

−
225

)2(

xx

dxx  

16. ∫
−+

−
2616

)25(

xx

dxx  17. ∫
++

+

52

)27(
2 xx

dxx  18. ∫
++ 166

2
2 xx

xdx  
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19. ∫
+−

+

34

)13(
2 xx

dxx  20. ∫
+−

−

52

)53(
2 xx

dxx  21. ∫
++

+

52

)18(
2 xx

dxx  

22. ∫
++

+

269

)52(
2 xx

dxx  23. ∫
−+

−
225

)118(

xx

dxx  24. ∫
+−

−

1744

)13(
2 xx

dxx  

25. ∫
++

+

22

)2(
2 xx

dxx  26. ∫
++

+

1

)1(
2 xx

dxx  27. ∫
++

+

344

)3(
2 xx

dxx  

28. ∫
++

−

463

)13(
2 xx

dxx  29. ∫
++

−

32

)2(
2 xx

dxx  30. ∫
−+

+
245

)35(

xx

dxx  

31. ∫
−− 228 xx

xdx  32. ∫
++

+

28

)43(
2 xx

dxx  33. ∫
+−

−

13

)14(
2 xx

dxx  

34. ∫
+−

−
224

)56(

xx

dxx .  

 
 
 

Пример выполнения задания 20 
 

Найти интеграл ∫
++

−

54

)23(
2 xx

dxx  от иррациональной функции.  

 
Решение.  

( ) ( )

( )
.542ln8543

12
8

54

54
2
3

54

842
2
3

54

)23(

22

2

2

2

22

Cxxxxx
x

dx

xx

xxd
dx

xx

x

xx

dxx

+++++−++=
++

⋅−

−
++

++
⋅=

++

−+
=

++

−

∫

∫ ∫∫
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Задание 21  
 

Найти интегралы от иррациональных функций. 
 

1. dxx∫ − 2256  2. dxxx∫ − 22 1  3. 
( )∫

−
327 x

dx  

4. ( )∫
++ 22 99 xx

dx  5. 
( )∫

−
325 x

dx  6. ∫
−
4

2 1
x

dxx  

7. 
( )∫

−
32

4

1 x

dxx  8. 
( )∫

−
324 x

dx  9. 
( )∫

−
32

4

2 x

dxx  

10. ∫
− 2

2

16 x

dxx  11. dxx∫ − 24  12. 
( )∫

+
3216 x

dx  

13. dxxx∫ − 22 8  14. ∫
− 2

2

25 x

dxx  15. dxxx∫ − 22 25  

16. dxx∫ − 216  17. 
( )∫

−
3264 x

dx  18. ∫
−
4

2 2
x

dxx  

19. 
( )∫

−
32

4

16 x

dxx  20. dxxx∫ − 22 9  21. 
( )∫

+
321 x

dx  

22. 
( )∫

−
3216 x

dx  23. 
( )∫

−
32

4

8 x

dxx  24. ∫
−
4

2 9
x

dxx  

25. dxx∫ − 249  26. ∫
−
4

2 4
x

dxx  27. 
( )∫

+
324 x

dx  

28. 
( )∫

−
32

4

4 x

dxx  29. 
( )∫

−
321 x

dx  30. ∫
− 2

2

9 x

dxx  
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31. ∫
−123 xx

dx  32. ∫
− 2

2

1 x

dxx  33. ∫
− 2

2

4 x

dxx  

34. dxxx∫ − 22 4 .  

 
 
 

Пример выполнения задания 21 
 

Найти интеграл dxx∫ − 29  от иррациональной функции.  

 
Решение. Область определения подынтегральной функции есть 

[ ]3;3− , поэтому можно положить ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ππ−∈=

2
;

2
,sin3 ttx , тогда  

dttdx cos3= , 
3

arcsin xt = ,  

 

ttxx cos3cos3sin999 22 =⋅=−=− .  
 

( )

.
3

arcsin2sin
4
9

3
arcsin

2
92sin

2
1

2
9

2cos1
2
9cos9cos3cos39 22

Cxxtt

dttdttdtttdxx

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅=

=+⋅=⋅=⋅=− ∫∫ ∫ ∫
 

 
Замечание.  

Ответ можно преобразовать к виду Cxxx +−⋅+ 29
23

arcsin
2
9 .  

Кстати, в таком же виде ответ получается и при другом способе 
решения – интегрировании по частям.  
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3.2. Определенный интеграл 
 
 

Задание 1  
 

Вычислить определенные интегралы. 
 

1. ∫ +

4

0 21 x
xdx  2. 

( )
∫

+

16

0 39x

xdx  3. ∫ +
5

1
31 dxxx  

4. 
( )

∫
+

e

xx

xdx

1 2ln1

ln
 5. ∫

π

+

2

0 cos34
sin

x
xdx  6. ∫ +

e

xx
dx

1 ln1
 

7. ∫ +

1

0 31 x
xdx  8. ∫ +

3

0
4

3

1x
dxx  9. ∫

π

+

2

0 cos1 x
dx  

10. ∫
−

2ln

0
29 x

x

e

dxe  11. ( )∫ −

9

4 1xx
dx  12. ∫

2

3ln

e

e xx

dx  

13. ( )∫
+

1

0
4

1x

x

e

dxe  14. ∫
−

2
2

0
41 x

xdx  15. ∫ +
+1

0
4

3

1
dx

x
xx  

16. ∫
+

2

0
241 x

xdx  17. ∫

π

⋅
4

0
coslntg xdxx  18. ∫

−e
dx

x
xx

1

2 ln3  

19. 
( )∫ +
−3

1 1
1 dx

xx
x  20. ∫

+

+8

3
2

2

1

1 dx
xx

x  21. 
( )

∫
+

−8

3
2

2

1

1

xx

dxx
 

22. ( )
( )∫

+

+4

1
23 1

21

xx

dxx  23. ( )
( )∫

++

+1

0
23

2

13

1

xx

dxx  24. ∫
−

2

2
2 1xx

dx  

25. ∫
+

8

3
2 1xx

dx  26. ∫
π

π +
+2

2 sin2
cos dx

xx
xx  27 ∫

−
2 2ln3e

e
dx

x
x  
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28. ∫ +

3

0
4 9x
xdx  29. 

( )∫

π

+
−4

0
2sin3cos2

cossin2 dx
xx
xx  

30. dx
x

xx
∫ +

−1

0
21

arctg4  31. 
( )

∫ +
+3

0
2

4

1
arctg3

dx
x

xx
 

32. ∫ +
+5,0

0
241

2arctg38 dx
x

xx  33. ∫
− −

1

1 45 x
xdx  34. ∫ +

9

1 72x
xdx .  

 
 

Пример выполнения задания 1 
 

Вычислить определенный интеграл ∫

π

+−

2

0
2 6sin5sin

cos
xx

dxx . 

 
Решение. Пусть dxxdtxt cos,sin == , тогда исходный интеграл 

равен  

.
3
4ln

2
3ln2ln

2
1

2
5

2
1

2
5

ln

2
12

1

2
1

2
565

1

0

1

0
22

1

0
2

=−=

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⋅
⋅

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
+− ∫∫

t

t

t

dt
tt

dt

 

 
 
 

Задание 2  
 

Вычислить определенные интегралы.  
 

1. dxxx∫ −
1

0

22 1  2. dxx∫ −
16

0

2256  3. 
( )∫

+

5

0 3225 x

dx  
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4. 
( )∫

−

2
5

0 325 x

dx  5. 
( )∫

−

2
1

0
32

4

1 x

dxx  6. 
( )∫

−

1

0 32

4

2 x

dxx  

7. dxx∫ −
2

0

224  8. dxxx∫ −
4

0

22 16  9. dxxx∫ −
5

0

22 25  

10. 
( )∫

−

3
4

0 3264 x

dx  11. 
( )∫

+

2

0
32

2

4x

dxx  12. 
( )∫

+

3

0 329 x

dx   

13. ∫
−2

1
4

2 1
x

dxx  14. 
( )∫

−

3

0 324 x

dx  15. ∫
−

2

0 2

2

16 x

dxx  

16. 
( )∫

+

4

0 3216 x

dx  17. 
( )∫

−

2

0 3216 x

dx  18. 
( )∫

+

3

0 321 x

dx  

19. 
( )∫

−

2

0 32

4

8 x

dxx  20. ∫ −
3

0

236 dxx  21. ∫
−

5,2

0 2

2

25 x

dxx  

22. ∫ −
4

0

216 dxx  23. dx
x

x
∫

−22

2
4

2 2  24. ∫
−

−
3

3

22 9 dxxx  

25. 
( )∫

−

2

0
3225 x

dx  26. dx
x

x
∫

−6

3
4

2 9  27. dx
x

x
∫

−4

2
4

2 4  

28. 
( )∫

+

2

0 324 x

dx  29. 
( )∫

−

2
1

0 321 x

dx  30. ∫
−

5,1

0 2

2

9 x

dxx  

31. 
( )∫

−

2

0 32

4

4 x

dxx  32. ∫
−

1

0 2

2

4 x

dxx  33. ∫
−

−
3

3

24 dxx  
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34. ∫ −
6

0

22 36 dxxx .  

 
 

Пример выполнения задания 2 
 

Вычислить определенный интеграл ∫ −
2

0

22 4 dxxx . 

 

Решение. Пусть ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π∈=

2
;0,sin2 ttx , тогда dttdx cos2=  и исход-

ный интеграл равен  

( )

.2sin
4
1

2
2

4sin
4
124cos122sin4cossin16

cos2cos2sin4cos2sin44sin4

2

0

2

0

2

0

2
2

0

22

2

0

2
2

0

22

π=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π−π=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−===

=⋅⋅=⋅−⋅

ππππ

ππ

∫∫∫

∫∫

ttdttdttdttt

dttttdtttt

 
 
 

Задание 3  
 

Вычислить определенные интегралы. 
 

1. ( ) dxxx∫
−

−

π+
2

3 3
2sin52  2. ( ) dxxx∫

−

−

π−
2

4 8
3sin5  

3. ( ) dxxx∫
−

π+
0

2 8
sin23  4. ( ) dxxx∫

−

π+
0

1 4
3sin18  
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5. ( ) dxxx∫
π−

3

1 6
sin215  6. ( ) dxxx∫

π−
2

1 6
sin56  

7. ( ) dxxx∫
π+

3

1 3
2sin47  8. ( ) dxxx∫

π+
3

2 6
sin23  

9. ( ) dxxx∫ π−
5,1

0

sin32  10. ( ) dxxx∫
−

π−
0

2 8
sin12  

11. ( ) dxxx∫
−

−

π+
2

3 3
cos911  12. ( ) dxxxx∫

−

π+
0

3 3
2sin127  

13. ( ) dxxx∫
−

π−
2

2 2
sin3  14. ( ) dxxx∫

−

π+
0

1
sin43  

15. ( ) dxxx∫
−

π−
0

2 2
sin56  16. ( ) dxxx∫ π+

25,0

0
3cos41  

17. ( ) dxxx∫
−

π−
5,0

1 2
3cos42  18. ( ) dxxx∫

π−
3

2 3
2cos12  

19. ( ) dxxx∫
π−

4

2 8
3cos5  20. ( ) dxxx∫

π−
4

2 8
cos3  

21. ( ) dxxx∫
π−

3

2 4
3cos81  22. ( ) dxxx∫

π−
3

1 6
cos152  

23. ( ) dxxx∫
π−

2

1 6
cos65  24. ( ) dxxx∫

π+
3

1 3
2cos74  

25. ( ) dxxx∫
π+

3

2 6
cos32  26. ( ) dxxx∫ π+

5,1

0
cos23  

27. ( ) dxxx∫
π+

2

0 8
cos12  28. ( ) dxxx∫

π+
3

0 3
cos119  

29. ( ) dxxx∫
−

π+
3

3 3
2cos127  30. ( ) dxxx∫

−

π+
2

2 2
cos13
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31. ( ) dxxx∫
−

π+
0

1
cos34  32. ( ) dxxx∫

−

π+
0

2 2
cos65  

33. ( ) dxxx∫
π−

3

0 3
cos14  34. ( ) dxxx∫

π−
6

4 4
sin1 .  

 
 

Пример выполнения задания 3 
 

Вычислить определенный интеграл ( ) dxxx∫
π+

2

0 4
sin3 . 

 
Решение. Применим формулу интегрирования по частям, поло-

жив 
4

cos4,,
4

sin,3 xdxdudxxdxu π
π

−=υ=π=υ+= .  

( ) ( )

.16121612
4

sin4412

4
cos4

4
cos43

4
sin3

22

2

0

2

0

2

0

2

0

π
+π=

π
+

π
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π⋅

π
⋅

π
+

π
=

=π
π

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

π
−⋅+=π+ ∫∫

x

dxxxxdxxx

 

 
 
 
 
 

3.3. Приложения определенного интеграла 
 
 

Задание 1  
 

Вычислить площади фигур, ограниченных линиями.  
 
1. ( ) ( )23 2,2 −=−= xyxy .  

2. ( )32−= xy ,    xy −= 4 ,     0=y . 



Тема 3. Интегральное исчисление функции одной переменной 

 136

3. 24 xy −= ,    22 −= xy . 

4. xxy 2cossin ⋅= ,    0=y ,    
2

0 π≤≤ x . 

5. 24 xy −= ,    0=y ,    0=x ,    1=x . 

6. 22 4 xxy −= ,    0=y ,    20 ≤≤ x . 

7. xxy 2sincos ⋅= ,    0=y ,    
2

0 π≤≤ x .  

8. 1−= xey ,    0=y ,    2ln=x .  

9. 
xx

y
ln1

1
+

= ,    0=y ,    1=x ,    3ex = . 

10. xy arccos= ,    0=y ,    0=x . 

11. ( )21+= xy ,    12 += xy .  

12. 34,32 22 +−=+−= xxyxxy .  

13. 60,0,36 2 ≤≤=−= xyxxy . 

14. 52,32 =++= yxxy .  

15. 3,0,arctg ==⋅= xyxxy .  

16. 220,0,8 22 ≤≤=−= xyxxy .  

17. 0,2ln,1 ==−= xyex y .  

18. 20,0,4 2 ≤≤=−= xyxxy .  

19. 1,0,
1

==
+

= xy
x

xy .  

20. 0,
2

,
2

,
cos1
1 =π−=π=

+
= yxx

x
y .  

21. ( ) 84,2 3 −=−= yxyx .  
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22. 
2

0,0,2sincos5 π≤≤=⋅= xyxxy .  

23. 1,0,
12 ==

+
= xy

x
xy .  

24. yyxyx 2,4 22 −=−= .  

25. 3,1,0,
ln1

1 eyyx
yy

x ===
+

= .  

26. 1,2,0,
2

1

==== xxy
x
ey

x
.  

27. 40,0,16 22 ≤≤=−= xyxxy .  

28. 1,0,0,4 2 ===−= yyxyx .  

29. ( ) 1,1 22 −=−= xyxy .  

30. 
2

0,0,cos2 π≤≤== xyxxy .  

31. ( ) 34,14 22 +−=−−= yyxyx .  

32. ( ) 1,1 22 +=+= yxyx . 

33. 34,9 22 −+−=−= xxyxy . 

34. ( ) 0,2, 22 =−== yxyxy . 

 
 
 

Пример выполнения задания 1 
 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  

exxy
x
xy ==== ,1,0,ln .  
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Решение. Так как на отрезке [ ]e;1  функция 
x
xy ln=  непрерывна 

и неотрицательна, то фигура, ограниченная данными линиями, есть 

криволинейная трапеция, поэтому ее площадь равна ∫
e

dx
x
x

1

ln .  

Пусть xt ln= , тогда 
x

dxdt = .  

При 01 == tx , при 1== tex .  

.
2
1

2
ln

1

0

21

01
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
== ∫∫

tdttdx
x
xe

  

 
 
 

Задание 2  
 

Вычислить площади фигур, ограниченных данными линиями. 
 

1. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,sin24

,cos24
3

3

ty

tx
 ( )2,2 ≥= xx . 

2. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,sin2

,cos2

ty

tx
 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥=

2
1,

2
1 yy . 

3. 
( )
( )⎩

⎨
⎧

−=
−=

,cos14
,sin4

ty
ttx

 ( )4,80,4 ≥π≤≤= yxy .  

4. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,sin16

,cos16
3

3

ty

tx
 ( )2,2 ≥= xx .  

5. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,sin2

,cos2
3

3

ty

tx
 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≥=

4
1,

4
1 yy .  

6. 
( )
( )⎩

⎨
⎧

−=
−=

,cos12
,sin2

ty
ttx

 ( )3,40,3 ≥π<<= yxy .  



3.3. Приложения определенного интеграла 

 139

7. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,sin2

,cos2
3

3

ty

tx
 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥=

2
1,

2
1 xx .  

8. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,sin2

,cos6
3

3

ty

tx
 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥=

2
1,

2
1 xx .  

9. 
( )
( )⎩

⎨
⎧

−=
−=

,cos13
,sin3

ty
ttx

 ( )3,60,3 ≥π<<= yxy .  

10. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,sin28

,cos28
3

3

ty

tx
 ( )4,4 ≥= yy .  

11. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,sin23

,cos22

ty

tx
 ( )3,3 ≥= yy .  

12. 
( )
( )⎩

⎨
⎧

−=
−=

,cos16
,sin6

ty
ttx

 ( )9,120,9 ≥π<<= yxy . 

13. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,sin2

,cos2
3

3

ty

tx
 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≥=

2
1,

2
1 xx .  

14. 
⎩
⎨
⎧

=
=

,sin8
,cos3

ty
tx

 ( )4,4 ≥= yy .  

15. 
( )
( )⎩

⎨
⎧

−=
−=

,cos19
,sin9

ty
ttx

 ( )9,180,9 ≥π≤≤= yxy .  

16. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,sin8

,cos8
3

3

ty

tx
 ( )33,33 ≥= xx .  

17. 
⎩
⎨
⎧

=
=

,sin4
,cos6

ty
tx

 ( )32,32 ≥= yy .  

18. 
( )
( )⎩

⎨
⎧

−=
−=

,cos110
,sin10

ty
ttx

 ( )15,200,15 ≥π≤≤= yxy .  
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19. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,sin22

,cos22
3

3

ty

tx
 ( )1,1 ≥= xx .  

20. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,sin24

,cos2

ty

tx
 ( )4,4 ≥= yy .  

21. 
⎩
⎨
⎧

−=
−=

,cos1
,sin
ty
ttx

 ( )1,20,1 ≥π≤≤= yxy .  

22. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,sin4

,cos4
3

3

ty

tx
 ( )1,1 ≥= xx .  

23. 
⎩
⎨
⎧

=
=

,sin4
,cos9

ty
tx

 ( )2,2 ≥= yy .  

24. 
( )
( )⎩

⎨
⎧

−=
−=

,cos18
,sin8

ty
ttx

 ( )12,160,12 ≥π≤≤= yxy .  

25. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,sin24

,cos24
3

3

ty

tx
 ( )39,39 ≥= xx .  

26. 
⎩
⎨
⎧

=
=

,sin8
,cos3

ty
tx

 ( )34,34 ≥= yy .  

27. 
( )
( )⎩

⎨
⎧

−=
−=

,cos12
,sin2

ty
ttx

 ( )2,40,2 ≥π≤≤= yxy . 

28. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,sin23

,cos23
3

3

ty

tx
 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≥=

2
3,

2
3 xx .  

29. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,sin25

,cos22

ty

tx
 ( )5,5 ≥= yy .  

30. 
( )
( )⎩

⎨
⎧

−=
−=

,cos15
,sin5

ty
ttx

 ( )5,100,5 ≥π≤≤= yxy . 



3.3. Приложения определенного интеграла 

 141

31. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,sin3

,cos3
3

3

ty

tx
 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≥=

8
3,

8
3 xx .  

32. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,sin22

,cos25

ty

tx
 ( )2,2 ≥= yy . 

33. 
⎩
⎨
⎧

=
=

,sin6
,cos2

ty
tx

 ( )3,3 ≥= yy . 

34. 
( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−=

,cos12

,sin2

ty

ttx
 [ ]π∈= 2;0,0 ty . 

 
 

Пример выполнения задания 2 
 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной данными линиями 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,sin8

,cos8
3

3

ty

tx
      ( )1,1 ≥= xx . 

 
Решение. Данная фигура есть часть астроиды, лежащая правее 

прямой 1=x  (см. рис.).  

 

0 8−  1 

8 

8 

8−  

y 

B 

C A 
x 
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В силу симметрии данной фигуры относительно оси Ox , ее пло-
щадь равна удвоенной площади криволинейной трапеции ABC . Точке 
C  соответствует значение 0=t . Решая уравнение 1cos8 3 =t , полу-

чим, что точке B  соответствует значение 
3
π=t . Воспользуемся фор-

мулой ( ) ( )∫ ′⋅=
2

1

t

t
dttxtyS , тогда площадь искомой фигуры равна  

( )( ) ( )

( )

.8
3

2sin
4
1

3
4sin

4
1

3
24

6sin
12
12sin

4
14sin

4
124

6cos
2
12cos

2
14cos124

6cos
2
12cos

2
12cos4cos124

2cos4cos2cos4cos124

2
2cos1

2
4cos1616

2
2cos12sin616

sin
4

cossin42416cossin2416

sincos24sin82cos8sin82

3

0

3

0

3

0

3

0

3

0

3

0

2

2
3

0

220

3

24

0

3

0

3

2333

π=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π−π−π=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−−=

=⋅+−−=

=−⋅−⋅=−⋅=

=⋅⋅⋅=⋅⋅−=

=−⋅⋅=
′

π

π

π

π

ππ

π

π

π π

∫

∫

∫

∫∫

∫∫

∫ ∫

tttt

dtttt

dttttt

dttttt

dtttdttt

dttttdttt

dttttdttt
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Задание 3  
 

Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 
уравнениями в полярных координатах.  
 

1. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π≤ϕ≤ϕ=ϕ=

2
0,sin,cos3 rr  

2. ( )22,3sin4 ≥=ϕ= rrr  

3. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π≤ϕ≤ϕ=ϕ=

2
0,sin32,cos rr  

4. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π−ϕ=ϕ=

4
cos2,cos rr     ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π≤ϕ≤π−

24
 

5. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π−ϕ=ϕ=

4
cos2,sin rr     ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π≤ϕ≤

4
30  

6. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π≤ϕ≤ϕ=ϕ=

2
0,sin,cos rr  

7. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π−ϕ=

4
cos2r     ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π≤ϕ≤π

4
3

4
 

8. ( )33,3cos6 ≥=ϕ= rrr  9. ϕ+= sin
2
1r  

10. ( )22,3cos4 ≥=ϕ= rrr  11. ϕ= 2cosr  

12. ϕ= 3sinr  13. ( )33,3sin6 ≥=ϕ= rrr  

14. ϕ= 3cosr  15. ϕ=ϕ= cos2,cos rr  

16. ϕ=ϕ= sin2,sin rr  17. ϕ+= cos21r  

18. ϕ+= cos
2
1r  19. ϕ+= sin21r  

20. ϕ=ϕ+= sin
2
3,sin

2
5 rr  21. ϕ=ϕ= cos

2
5,cos

2
3 rr  

22. ϕ= 4cos4r  23. ϕ= 6sinr  



Тема 3. Интегральное исчисление функции одной переменной 

 144

24. ϕ=ϕ= cos3,cos rr  25. ϕ+ϕ= sincosr  

26. ϕ= 4sin2r  27. ( )ϕ= 6cos2r  

28. ϕ−ϕ= sincosr  29. ϕ=ϕ= sin4,sin6 rr  

30. ϕ=ϕ= sin4,sin2 rr  31. ϕ=ϕ= sin5,sin3 rr  

32. ϕ=ϕ= cos4,cos2 rr  33. ( )ϕ+= cos12r  

34. ϕ=ϕ= cos3,cos6 rr .  

 
 

Пример выполнения задания 3 
 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 
уравнениями в полярных координатах ϕ=ϕ= sin62,cos26 rr . 

 

Решение. Имеем две окружности. Решив систему 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

ϕ=

ϕ=

sin62

cos26

r

r
, 

найдем точки пересечения данных окружностей: O  и ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

3
;23M  

(см. рис.).  
 

 

26  0 

3
π=ϕ  

A 
B 

M 

r 
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Искомая площадь равна сумме площадей криволинейных секто-
ров OBM  и OAM . Дуга MBO  описывается концом полярного радиу-

са r  большей окружности при изменении полярного угла ϕ  от 
3
π  до 

2
π , а дуга OAM  описывается концом полярного радиуса r  меньшей 

окружности при изменении полярного угла ϕ  от 0  до 
3
π , поэтому  

искомая площадь равна 

( ) ( )∫ ∫

π π

π
−π==ϕϕ+ϕϕ

3

0

2

3

22
365...cos26

2
1sin62

2
1 dd . 

 
 
 

Задание 4  
 

Вычислить длины дуг кривых, заданных уравнениями в прямо-
угольной системе координат.  
 

1. 
9
70,arcsin1 2 ≤≤+−= xxxy  

2. 2arcsin2 xxxy −++= ,    1
4
1 ≤≤ x  

3. 
9
80,arccos1 2 ≤≤+−= xxxy  

4. 24ln15ln,13 ≤≤+= xey x  

5. 2arccos xxxy −+−= ,    
4
10 ≤≤ x  

6. 5arccos2 +−−= xxxy ,    1
9
1 ≤≤ x  

7. 6+= xey ,    15ln8ln ≤≤ x  
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8. 8ln3ln,2 ≤≤−= xey x  

9. 
16
150,1arcsin 2 ≤≤−−= xxxy  

10. 
16
90,11arccos 2 ≤≤+−+−= xxxy  

11. 
4
30,1arcsin1 2 ≤≤−−+= xxxy  

12. 24ln8ln,26 ≤≤+= xey x  

13. 
2
10,4arccos 2 ≤≤+−−= xxxxy  

14. 15ln3ln, ≤≤+= xeey x  

15. 15ln8ln,5 ≤≤−= xey x  

16. xy ln= ,    153 ≤≤ x  17. 
6

0,cosln π≤≤−= xxy  

18. 10,ch2 ≤≤+= xxy  19. 
23

,sinln1 π≤≤π−= xxy  

20. 
23

,sinln π≤≤π= xxy  21. 10,3ch ≤≤+= xxy  

22. 
6

0,2cosln π≤≤+= xxy  23. 20,3
2

2
≤≤++=

−
xeey

x
x  

24. 20,
4

32
≤≤++=

−
xeey

xx
 25. 30,

2
1 ≤≤−−=

−
xeey

xx
 

26. 21,ln
2
1

4

2
≤≤−= xxxy  27. 83,

2
5ln ≤≤= x
x

y  

28. ( ) 32,1ln 2 ≤≤−= xxy  29. ( )
4
10,1ln 2 ≤≤−= xxy  

30. 
6

0,cosln1 π≤≤−= xxy  31. ( ) 43,1ln1 2 ≤≤−−= xxy  
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32. 83,ln7ln ≤≤−= xxy  33.  
4

0,cosln1 π≤≤+= xxy  

34. 1
16
1,3arcsin2 ≤≤++−= xxxxy .  

 
 

Пример выполнения задания 4 
 

Вычислить длину дуги кривой, заданной уравнением в прямо-
угольной системе координат:  [ ]62;22,ln4 ∈+= xxy . 

 

Решение. Воспользовавшись формулой ( )∫ ′+=
b

a
dxyL 21 , получим, 

что длина дуги данной кривой равна dx
x

xdx
x ∫∫

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

62

22

262

22

2 111 . 

Сделав замену 12 += xt , приведем интеграл к виду dt
t

t
∫ −

5

3
2

2

1
, кото-

рый легко вычисляется.  

Ответ: 
3
4ln

2
12 + .  

 
 
 

Задание 5  
 

Вычислить длины дуг кривых, заданных параметрическими уравне-
ниями. 
 
1. ( )ttx sin5 −= , ( )ty cos15 −= , π≤≤ t0 . 

2. ( )tttx sincos4 += , ( )ttty cossin4 −= , π≤≤ t0 . 

3. tx 3cos10= , ty 3sin10= , 
2

0 π≤≤ t . 

4. ( )ttx sin3 += , ( )ty cos13 −= , π≤≤π 2t . 
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5. ( )tttx sincos3 += , ( )ttty sincos3 −= , 
3

0 π≤≤ t . 

6. tx 3cos6= , ty 3sin6= , 
3

0 π≤≤ t . 

7. ( )ttx sin5,2 += , ( )ty cos15,2 −= , π≤≤π t
2

. 

8. ( )tttx sincos6 += , ( )ttty cossin6 −= , π≤≤ t0 . 

9 tx 3cos8= , ty 3sin8= , 
6

0 π≤≤ t . 

10. ( )ttx sin4 −= , ( )ty cos14 −= , 
3

2
2

π≤≤π t . 

11. ( )tttx sincos8 += , ( )ttty cossin8 −= , 
4

0 π≤≤ t . 

12. tx 3cos4= , ty 3sin4= , 
46
π≤≤π t . 

13. ( )ttx sin2 −= , ( )ty cos12 −= , 
2
π≤≤π t . 

14. ( )tttx sincos2 += , ( )ttty cossin2 −= , 
2

0 π≤≤ t . 

15. tx 3cos2= , ty 3sin2= , 
4

0 π≤≤ t . 

16. ( ) ttttx cos2sin22 +−= , ( ) tttty sin2cos2 2 +−= , π≤≤ t0 . 

17. ( )ttx 2coscos23 −= , ( )tty 2sinsin23 −= , π≤≤ 20 t . 

18. ( ) ttttx cos2sin22 +−= , ( ) tttty sin2cos2 2 +−= , 
2

0 π≤≤ t . 

19. ( )ttex t sincos += , ( )ttey t sincos −= , π≤≤ t0 . 

20. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= ttx 2cos

4
1cos

2
1 , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= tty 2sin

4
1sin

2
1 , 

3
2

2
π≤≤π t . 
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21. ( ) ttttx cos2sin22 +−= , ( ) tttty sin2cos2 2 +−= , 
3

0 π
≤≤ t . 

22. ( )ttex t sincos += , ( )ttey t sincos −= , π≤≤π t
2

. 

23. ( )ttx 2coscos25,3 −= , ( )tty 2sinsin25,3 −= , 
2

0 π≤≤ t . 

24. ( ) ttttx cos2sin22 +−= , ( ) tttty sin2cos2 2 +−= , 
2

0 π≤≤ t . 

25. ( )ttex t sincos += , ( )ttey t sincos −= , π≤≤ 20 t . 

26. ( )ttx 2coscos22 −= , ( )tty 2sinsin22 −= , 
3

0 π≤≤ t . 

27. ( ) ttttx cos2sin22 +−= , ( ) tttty sin2cos2 2 +−= , π≤≤ 20 t . 

28. ( )ttex t sincos += , ( )ttey t sincos −= , 
2

30 π≤≤ t . 

29. ( )ttx 2coscos24 −= , ( )tty 2sinsin24 −= , π≤≤ t0 . 

30. ( ) ttttx cos2sin22 +−= , ( ) tttty sin2cos2 2 +−= , 
4

0 π≤≤ t . 

31. ( )ttex t sincos += , ( )ttey t sincos −= , 
46
π≤≤π t . 

32. ( )ttx sin2 −= , ( )ty cos12 −= , π≤≤π t
2

. 

33. tx 3cos= , ty 3sin= , 
2

0 π≤≤ t . 

34. tex t cos= , tey t sin= , 10 ≤≤ t . 

 
 

Пример выполнения задания 5 
 

Вычислить длину дуги кривой, заданной параметрическими уравне-

ниями     ,cos6sin8 ttx +=     tty cos8sin6 −= ,    
2

0 π≤≤ t . 
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Решение. По формуле ( ) ( ) dtyxL
t

t
tt∫ ′+′=

2

1

22  имеем  

( ) ( )

∫∫

∫
ππ

π

π==+=

=++−=

2

0

2

0

22

2

0

22

.510sin100cos100

sin8cos6sin6cos8

dtdttt

dtttttlL
 

 
 

Задание 6  
 

Вычислить длины дуг кривых, заданных уравнениями в полярных 
координатах.  
 

1. 
22

,3 4
3

π≤ϕ≤π−=
ϕ

er  2. 
22

,3 3
4

π≤ϕ≤π−=
ϕ

er  

3. 
22

,2 π≤ϕ≤π−= ϕer  4. 
22

,5 12
5

π≤ϕ≤π−=
ϕ

er  

5. 
22

,6 5
12

π≤ϕ≤π−=
ϕ

er  6. 
3

0,3 4
3

π≤ϕ≤=
ϕ

er  

7. 
3

0,4 3
4

π≤ϕ≤=
ϕ

er  8. 
3

0,2 π≤ϕ≤= ϕer  

9. 
3

0,5 12
5

π≤ϕ≤=
ϕ

er  10. 
3

0,12 5
12

π≤ϕ≤=
ϕ

er  

11. ( )
62

,sin12 π−≤ϕ≤π−ϕ−=r  12. ( )
6

0,cos12 π≤ϕ≤ϕ−=r  

13. 0
6

,sin1 ≤ϕ≤π−ϕ+=r  14. ( )
6

0,sin14 π≤ϕ≤ϕ−=r  

15. ( )
3

0,cos15 π≤ϕ≤ϕ−=r  16. ( ) 0
2

,sin16 ≤ϕ≤π−ϕ+=r  
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17. ( )
66

,sin17 π≤ϕ≤π−ϕ−=r  18. ( )
3

20,cos18 π≤ϕ≤ϕ−=r  

19. 
4
30,2 ≤ϕ≤ϕ=r  20. ( )

2
0,cos13 π≤ϕ≤ϕ−=r  

21. 
12
50,2 ≤ϕ≤ϕ=r  22. 

3
40,2 ≤ϕ≤ϕ=r  

23. 
4
30,4 ≤ϕ≤ϕ=r  24. 

5
120,2 ≤ϕ≤ϕ=r  

25. 
5

120,5 ≤ϕ≤ϕ=r  26. 
3
40,3 ≤ϕ≤ϕ=r  

27. 
4

0,cos8 π≤ϕ≤ϕ=r  28. 
6

0,cos2 π≤ϕ≤ϕ=r  

29. 
6

0,sin2 π≤ϕ≤ϕ=r  30. 
3

0,cos6 π≤ϕ≤ϕ=r  

31. 
3

0,sin6 π≤ϕ≤ϕ=r  32. 
4

0,sin8 π≤ϕ≤ϕ=r  

33. ( ) π≤ϕ≤πϕ+= 2,cos12r  34. 
46

,cos3 π≤ϕ≤πϕ=r .  

 
 

Пример выполнения задания 6 
 

Вычислить длину дуги кривой, заданной уравнением в полярных 

координатах:  
2

0,
3

sin3 π≤ϕ≤ϕ=r .  

Решение. Длину дуги вычисляем по формуле ( ) ϕ′+= ∫
β

α

drrL 22 .  

В нашем случае имеем:  

( )∫∫

ππ

−π=ϕϕ=ϕ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅ϕ⋅ϕ+ϕ=

2

0

2
2

0

2
26 332

8
1

3
sin

3
1

3
cos

3
sin3

3
sin ddl .  
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Задание 7  
 

Вычислить объемы тел, образованных вращением фигур, ограни-
ченных данными линиями. В вариантах 1-17 ось вращения Ox , в вари-
антах 18-34 ось вращения Oy .  
 
1. 02 2 =−− yxx ,      042 2 =+− yxx  

2. 
6

0,sin,sin3 π≤≤== xxyxy  

3. xyxy cos,cos5 == ,     
2

,
2

π=π−= xx  

4. 0,0,
2

,sin2 ==π== xyxxy  

5. 1,1,23 ==−= yxyx  

6. 0,2,2 2 =+−=−= xxyxxy  

7. 1,0,0,1 ==== − xxyey x  

8. 1,2,0,1 2 =−==−= xyxxxy  

9. 0,arccos,
3

arccos === yxyxy  

10. 1,0,,12 ===+= xxxyxy  

11. 5,0,1,0,1 ===−= xyyxy  

12. 1,,0,2 32 ===−= yxyyxy  

13. 
5

arccos xy = ,     0,
3

arccos == yxy  

14. xy arcsin= ,     0,arccos == yxy  

15. 0,2,122 ==+−= yxxxy  

16. 0,arcsin,arccos === xxyxy  

17. ( ) 0,2,0,1 2 ===−= yxxxy  
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18. 
2

,
3

arcsin,
5

arcsin π=== yxyxy  

19. 0,652 =−+−= yxxy  20. 1,0, === xyxey x  

21. 2,2 2 +−=−= xyxxy  22. 0, 22 =−= xyxy  

23. ( ) 12 22 =−+ yx  24. 2,1,2 === xyxy  

25. xyxy == ,3  26. 2,
2

sin xyxy =π=  

27. 0,2,2 === yxxy  28. 
2

,0,0,sin π==== xyxxy  

29. ( ) 1,1 2 =−= yxy  30. 23 , xyxy ==  

31. 2,2 23 +=+= xyxy  32. 32 , xyxy ==  

33. 0322,
2
1 2 =−+= yxyx  34. ( ) 2,

2
2 2

=+= yxy .  

 
 

Пример выполнения задания 7 
 

Вычислить объем тела, 
образованного вращением фи-
гуры, ограниченной данными 
линиями  

4,1,0,4 ==== xxy
x

y .  

Ось вращения Ox . 
Решение.  

Воспользуемся формулой  

dxyV
b

a
x ∫π= 2 . 

.12...44

1

2

π==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π= ∫ dx

x
Vx   

4 

x 

y 

0 1 4 
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3.4. Несобственные интегралы 
 
 

Задание 1  
 

Установить сходимость или расходимость несобственных инте-
гралов с бесконечными пределами, исходя из определения несобст-
венных интегралов первого рода.  
 

1. ∫
∞− +

5,0

241 x
dx  2. ∫

∞

∞− ++ 1062 xx
dx  3. ∫

∞
−⋅

0

2 2
dxex x  

4. ∫
∞

+0
4 9x
xdx  5. ∫

∞

−2
2 1xx

dx  6. ∫
∞

+0
3

2

1x
dxx  

7. ∫
∞

∞− + 22 )1(x
xdx  8. dx

x
x

∫
∞

+1
21

arctg  9. ∫
∞−

−
1

13 dxe x  

10. ∫
∞

∞− + 291 x
xdx  11. ∫

∞

∞− +− 742 xx
dx  12. 

( )∫
∞

−2
32 3x

xdx  

13. ∫
∞ +

1

1ln dx
x
x  14. ∫

∞−

−⋅
0

2
dxex x  15. ∫

∞

e xx
dx

2ln
 

16. ∫
∞

−2
2 1x
xdx  17. ∫

∞

+0
3

2

15x
dxx  18. ∫

∞

+1
3 1ln xx

dx  

19. ∫
−

∞− ++

1

2 139xx
dx  20. ∫

∞

∞− ++ 942 xx
dx  21. ∫

∞

e xx
dx
ln

 

22. ∫
∞

∞− ++ 522 xx
dx  23. ∫

∞

−1
4

3

13x
dxx  24. ∫

∞

+e xx
dx

3)1(ln
 

25. dx
x
x

e
∫
∞ −

2

1ln2  26. ∫
∞

+2
4 4x
xdx  27. ∫

∞

+0 1x

x

e
dxe  

28. ∫
∞

∞− +− 1022 xx
dx  29. ∫

∞

++1
2 78xx

dx  30. ∫
∞

e xx

dx
5 2ln
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31. ∫
∞

+0
6

2

1x
dxx  32. ∫

∞

e xx
dx

5ln
 33. ∫

∞− +

0

24 x
dx  

34. ∫
+∞

⋅
0

sin dxxx .  

 
 

Пример выполнения задания 1 
 

Установить сходимость или расходимость несобственного инте-

грала с бесконечными пределами ∫
+∞

2
3lne xx

dx , исходя из определения 

несобственных интегралов первого рода. 
 

Решение.   

.
8
1

4
1

2
1

4
1

ln
1lim

2
1

ln2
1lim

ln
lim

ln

2

233
222

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −−=

=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−==

+∞→

+∞→+∞→

+∞

∫∫

a

xxx
dx

xx
dx

a

a

e
a

a

e
a

e  

 
 
 

Задание 2 
 

Установить сходимость или расходимость несобственных инте-
гралов с бесконечными пределами, используя признаки сходимости. 
 

1. ∫
∞ +

e
dx

x
x

4
1ln  2. ∫

∞

π
2

3
2sin

xx
dxx  3. dx

x

x

∫
∞

π

π+

2

2
2

sin2
 

4. ∫
∞

+1
3 1x

dxx  5. ∫
∞

+2 1 x
dx  6. 

( )( )∫
∞

−+1 1213 xx
dxx  
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7. ∫
∞

+1
5 1x

dxx  8. ∫
∞

−2 1x
dxx  9. ( )∫

∞

+4
2 1xx

dx  

10. ∫
∞

−2 12 x
dx  11. 

( )∫
∞

+1
31 x

dxx  12. ( )
( )( )∫

∞

−−
+

3

2

21
1
xxx
dxx  

13. 
( )
∫
∞ +

1
3 2

2 1

x

dxx
 14. ( )

( )( )∫
∞

++
−

1 21
45
xxx

dxx  15. 
( )∫

∞

+1
221

2
x
dxx  

16. 
( )

( )( )∫
∞

++
+

1
2 12

1
xx

dxx
 17. ∫

∞

−1
4

3

13x
dxx  18. ( )∫

∞

+2

2

2
sin

xx
dxx  

19. ∫
∞

+1
5 1

ln

x

dxx  20. ∫
∞

+e xx
dxx

3
ln  21. dx

x
x

∫
∞

+1
2

2

1
sin  

22. ∫
∞ +

1
3

1
x

dxx  23. ( )dx
xx
x

∫
∞

+
−

2
2 1

13  24. 
( )∫

∞

+1 1xx
dx  

25. ( ) dx
x

xx
∫
∞

−
+

1
2 12
cos2  26. ∫

∞

1
3 7

ln

x

dxx  27. ∫
∞

2 ln x
dx  

28. dx
x

x
∫
∞

π

+

4

cos1  29. dx
x

x

∫
−

∞−

−3

3
2

sin2
 30. ( )

∫
∞ +

2

2 1sin dx
x

x  

31. ∫
∞

−2
3 3
ln dx

x
xx  32. ( )

∫
∞

1

2sin dx
xx

xx  33. ∫
+∞

++1
532 xx

dx  

34. dx
xx

x
∫

+∞

++
+

0
2 22

2 .  

 
 

Пример выполнения задания 2 

Установить сходимость или расходимость несобственного интеграла 

с бесконечными пределами dx
x

x
∫

+∞ +

1
3 2

2 , используя признаки сходимости. 
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Решение. На промежутке [ )∞+;1  функция ( )
3 2

2

x

xxf +=  прини-

мает только положительные значения и 
3
2

3
2

12

xx

x >+ .  

Но интеграл ∫
+∞

1
3 2x

dx  расходится.  

Поэтому, согласно признаку сравнения, интеграл  dx
x

x
∫

+∞ +

1
3 2

2   так 

же расходится.  
 
 
 

Задание 3  
 

Установить сходимость или расходимость несобственных инте-
гралов от неограниченных функций, исходя из определения несобст-
венных интегралов второго рода.  

 

1. ∫

π

π−

4
3

4

2cos x
dx  2. ∫

π
4

0
2ctg dxx  3. ∫

π

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+4

0 2

4
cos

4

x

dxx
 

4. ∫ +−

6

3
2 107xx

dx  5. ∫
− −−

0

2
2 32xx

dx  6. ∫
+−

2

0
2 86xx

dx  

7. ∫ −

1

0
31 x

dx  8. ∫
−

1

5,0
21 x

dxx  9. ∫
−−

3

2
2 34 xx

dx  

10. ∫
e

xx
dx

1
2ln

 11. ∫
e

xx

dx

1
3ln

 12. ∫
π−

+

0

2

1sin
cos

x
dxx  

13. ( )( )∫

π

+

4

0
22 arctg1 xx

dx  14. ∫
− −

0

1
41 x

dxx  15. ∫
−+1

0
5

33 2 dx
x
xx  
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16. ∫ −

1

0
4 1x
dxx  17. ( ) ( )∫ −−

3

2 1ln1 xx
dx  18. ∫

π
2

0
3cos

sin
x
dxx  

19. ∫ −−

3

0
2 6xx

dx  20. ∫ −

2

1ln

e

e xx
dx  21. ∫

+1

0
3 2

2 23 dx
x

x  

22. ( )
∫ +−

−3

2
2 107

72
xx

dxx  23. ( )
∫

−−

−4

3
2 6

12

xx

dxx  24. ∫
− −+

0

1
245 xx

dx  

25. ∫
+1

0

ln1 dx
x

x  26. 
( )

∫
−

− −−

−1

3 2 32

1

xx

dxx
 27. ∫

π

−

2

0
3 cos1

sin
x

dxx  

28. ( )
∫

+−

−5

3
3 2 56

62

xx

dxx  29. ∫
−

−1

0
21

1arccos dx
x

x  30. ∫
π−

0

2

3 5sin

cos

x

dxx  

31. 
( )∫ −

3

2
22ln

e

e xx
dx  32. ( )

∫
−

+1

0 2

2

1

1arcsin dx
x

x   

33. 
( )∫ −

5

2
24x

dx  34. 
( )∫

−

4

2 3 23 x

dx .  

 
 

Пример выполнения задания 3 
 

Установить сходимость или расходимость несобственного инте-
грала от неограниченной функции, исходя из определения несобствен-

ных интегралов второго рода ∫
−

3

0
29 x

dx . 

 

Решение. Функция ( )
29

1

x
xf

−
=  имеет разрыв в точке 3=x , 

так как  ( ) +∞=
→

xf
x 3
lim , поэтому  
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,
2

0
3

3arcsinlim

3
arcsinlim

9
lim

9

0

3

0
0

3

0 20

3

0 2

π=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −ε−=

=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
=

−

→ε

ε−

→ε

ε−

→ε ∫∫
x

x

dx

x

dx

 

т.е. интеграл сходится.  
 
 
 

Задание 4 
 

Установить сходимость или расходимость несобственных инте-
гралов от неограниченных функций, используя признаки сходимости. 
 

1. ∫

π
4

0

sin dx
xx
x  2. ∫

1

0
3 x
dx  3. ∫

−

1

0
4 31 x

dx  

4. 
( )∫

−

1

0 7 321 x

dx  5. ∫
+

1

0
3 2 xx

dx  6. ( )( )∫ −−

3

2
3 21 xx

dx  

7. ( )∫ +

2

0
3 1xx

dx  8. ∫ +

1

0
3xx

dx  9. ∫
−

1

0
3 51 x

dx  

10. 
( )

( )∫ −
+3

1 1
2

xx
dxx

 11. 
( )∫ +

5

0
4 1xx

dx  12. 
( )
( )∫

−

−1

0 5
1

1

x

dxx
 

13. 
( )∫

−

1

0 5 251 x

dx  14. ( )
( )∫ −

+2

1 1
1

xx
dxx  15. 

( )
( )∫

−

+2

1 2

1

xx

dxx
 

16. ∫
− +

0

1
4 3 1x

dx  17. ∫

π
6

0
4 5

sin

x

dxx  18. 
( )∫

−

1

0 6 541 x

dx  

19. ∫
−

2

1
3 1x

dx  20. 
( )
( )∫ −

+2

1
3

3

1
1

xx
dxx

 21. 
( )

( )∫ −
+4

2 2
1

xx
dxx
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22. ∫ +

1

0
24 2xx

dx  23. 
( )

( )
∫

−

+3

1 31

1

xx

dxx
 24. 

( )∫
−

1

0 3
1 x

dx  

25. ( )∫ +

3

0
5 2xx
dx  26. 

( )
( )∫

−

−1

0 3 7
1

1

x

dxx
 27. 

( )
( )∫ −
+3

2
3

3

2
1

xx
dxx

 

28. ∫
+

1

0
3 5 xx

dx  29. 
( )

( )∫ −
+2

1 1
23

xx
dxx

 30. ∫ +

1

0 xx
dx  

31. ∫
−

1

0
7 41 x

dx  32. 
( )∫

−

1

0 3 4
1 x

dx  33. dx
x

x
∫ −

4

0 4
cos  

34. 
( )∫

−

1

0 3 22

2

1

cos dx
x

x .  

 
 

Пример выполнения задания 4 
 

Установить сходимость или расходимость несобственного инте-
грала от неограниченной функции, используя признаки сходимости 

∫ +

1

0
323 xx

dx . 

 
Решение.  

0=x  – точка разрыва второго рода функции ( )
323

1
xx

xf
+

= .  

Сравним ( )xf  с функцией ( )
3
1
x

x =ϕ . Имеем: 
332
1

3
1

xxx
<

+
.  

Так как несобственный интеграл ∫
1

0
3 x
dx  сходится, то, по признаку 

сравнения, интеграл ∫ +

1

0
323 xx

dx  тоже сходится.  
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ТЕМА  4 
 
ФУНКЦИИ   
НЕСКОЛЬКИХ  ПЕРЕМЕННЫХ 
 
 
 
 
 
 

4.1. Область определения и пределы  
функции нескольких переменных 

 
 

Задание 1 
 
Найти и изобразить область определения заданных функций (см. 

табл.3).  
Таблица 3 

 
№ 

вари-
анта 

Функции ( )yxfz ;=  

а) б) 

1 

yx
yx

z
−

−+
= 22

3056
 ( )

16

42ln
22

2

−+

+++=
yx

xxz  

2 ( )
yx

yxz
−

−+= 23
1052ln  

25
6

22

2
62

−+
++= −

yx
yxez x  

3 ( )
1427

9ln 22

−+
−−=

yx
yxz  ( )x

yyxz
−

+−=
6ln
44 2  

4 ( )
x

xyz
−

−=
5

2ln 2
 ( )7ln

2254
7

22

++
−+−+=
yx

xyxz  
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Продолжение табл. 3 
 

№ 
вари-
анта 

Функции ( )yxfz ;=  

а) б) 

5 

36
1223

22 −+
−−

=
yx

yx
z  ( )3ln

752

−
+−+=

y
xyxz  

6 ( )
16

2ln
22 −+

−=
yx

yz  
( )1ln

93
2

2

+
++−+=
y

yyxz  

7 

9
25

22

22

−+
−−

=
yx

yx
z  ( )y

yxyz
−
−+−+=

7ln
564

7
2  

8 ( )
4
16ln 22

−+
−+=

yx
yxz  ( )9ln

475
3

2

−
++−+=

x
yyxz  

9 ( )
77

3ln 2

−+
−=

yx
xyz  ( )2ln

569
7

22

+
−+−−=

y
xyyxz  

10 ( )
( )( )56

81ln 22

−+
−−=

yx
yxz  ( )2ln

6716
4

22

+
−

+−−=
x

yyxz  

11 ( )
81

4ln
22 −+

−=
yx

xz  ( )5ln
5649 22

+
−+−−=

y
xyxz  

12 

xy
yx

z
−

++
= 23

1234
 ( )5ln

549 22

−
+−−=

x
yyxz  

13 ( )
yx

yxz
5210

2ln 2

+−
−=  ( )2ln

716
2

22

+
++−−=
y

xyyyxz  

14 

16
64

2

22

−
−+

=
x

yx
z  ( )

4

36ln
2

5
2

−
+−+=

x

yyxz  

15 ( )
77
49ln 22

−+
−+=

yx
yxz  ( )3ln

316 22

+
+−−=

x
xyyxz  

16 ( )
( )( )72

64ln 22

−+
−−=

yx
yxz  

( )
3
5ln

2522

−
+

+−+=
x

yx
yxz  
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Продолжение табл. 3 
 

№ 
вари-
анта 

Функции ( )yxfz ;=  

а) б) 

17 

168
4 22

−−
−−

=
yx

yx
z  ( )y

xyxz
−

+−+=
7ln
425

3
22  

18 ( )
7

4ln 2

−
−=

x
yxz  ( )2ln

75
4 22

−+
++= −−

yx
yez yx  

19 ( )
81

1553ln
22 −+

−−=
yx

yxz  
( )xx

yx
z

−
+

−
−−

=
5ln
4

64
49 22

 

20 

4
49

2

22

−
−−

=
x

yx
z  ( )5ln

53
2

2

−
−+−−=

y
yxyxz  

21 ( )
2216

3ln

yx

yz
−−

+=  ( )
3

425ln 22

+
+−+=

y
xyxz  

22 ( )
5
4ln 2

+
+=

y
xyz  ( )yx

xyxz
2ln
74922

−
++−+=  

23 ( )
9

16ln
2

22

−
−−=

y
yxz  ( )7ln

99

+
+= +

y
yez x  

24 

16
2137

22 −+
+−

=
yx

yx
z  ( )3ln

42
32

2

−+
+++−=
xy
yxxyz  

25 ( )
( )( )43

2ln 2

+−
+=

yy
yxz  ( )2ln

37922

−
−+−+=

y
xyxz  

26 

( )( )43
36 22

+−
−−

=
yx

yx
z  ( )2ln

46
23

2

+
++−=

x
yxyxz  

27 ( )
2225

4ln

yx

xz
−−

+=  
( )6ln

3
2

2
2

+
+

++−=
y

yxyxz  

28 ( )
5

25ln 22

−+
−+=

yx
yxz  ( )6ln

79922

+
++−+=

y
yyxz  
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Окончание табл. 3 
 

№ 
вари-
анта 

Функции ( )yxfz ;=  

а) б) 

29 ( )
88

5ln 2

−+
−=

yx
yxz  ( )4ln

73622

−
+−+=

y
yxz  

30 ( )
yx

yxz
3412

3ln 2

+−
−=  ( )1ln

1229

−
−+= −−

y
xez yx  

31 ( )
2
4ln 2

−
−=

x
yxz  ( )1ln

73
9 22

−+
++= −−

yx
yez yx  

32 ( )
( )( )21
16ln 22

+−
−−=

yx
yxz  

( )
4
6ln3622

−
++−+=

x
yxyxz  

33 ( )
1

9ln 22

−+
−+=

yx
yxz  ( )3ln

472
3

2

−
++−+=

x
yyxz  

34 

3
9 22

+−
−−

=
yx

yx
z  ( )y

xyxz
−

+−+=
2ln
41622  

 
 

Пример выполнения задания 1 
 

Найти и изобразить область определения заданных функций: 

а) ( )
2216

4ln

yx

xz
−−

−= ,  б) ( )2ln
31

2
2

−
+++−=
y

yxyxz . 

Решение. 
а) Функция будет иметь смысл если: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−−

>−

016

04
22 yx

x
⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<+

>
222 4

4

yx

x
.  

Первое неравенство определяет полуплоскость справа от прямой 
4=x . Второе неравенство определяет часть плоскости внутри круга с 

центром в начале координат и радиусом 4=R  (рис. 1).  
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Поскольку эти области не имеют общих точек, то функция смыс-

ла не имеет, ее область определения – пустое множество: ( ) { }∅=fD .  
 
б) Функция будет иметь смысл если:  

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≠−
>−

≥+−

02ln
02

01 2

y
y

yx
      ⇒       

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≠≠−
>

−≥

3,12
2

12

yy
y

xy
.  

Первое неравенство 
определяет область над па-
раболой 12 −= xy , включая 
параболу. Второе неравенст-
во определяет полуплоскость 
над прямой 2=y . Третье 
условие исключает точки, 
лежащие на прямой 3=y .  

Область определения 
( )fD  данной функции за-

штрихована на рис. 2.  
 
 

x  

y

0 4 – 4 

4 

– 4 

x  

y

12 −= xy  

3=y  
2=y  

0 1 2 – 2 
– 1 
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Задание 2 
 
Для заданных функций вычислить слудующие пределы: 

а) 
( ) ( )

z
yx 0;0;
lim

→
;  б) z

yx 00
limlim

→→
; в) z

xy 00
limlim
→→

.  

 

1. 22
3

yx
xyz
−

=  2. 
yx
yxz

+
−= 3

3
 

3. 22

22

yxyx
xyyxz
+−

+=  4. 
( )222

22

yxyx
yxz

−+
=  

5. 
x

yxz 1sin+=  6. 
x

y
y

xz 1sin1sin +=  

7. ( )
( )222

22cos1

yx

yxz
+

+−=  8. ( )22

22

1ln yx
yx

z
−−

+
=  

9. 
yx

xyz
+

=
2

 10. 2

2

yx
yxz

+
−=  

11. 22

222

yxyx
yxxyz

++
+=  12. 

( )222

223
yxyx

yxz
++

=  

13. 
y

xyz 1sin+=  14. 
x

y
y

xz 1cos1cos +=  

15. ( )
( )2
cos1

yx
yxz

+
+−=  16. ( )

yx
yxz

+
−−= 1ln  

17. 22

22

yxxy
yxz
+−

+=  18. 
22 yx

xyz
−

=  

19. ( )222

33

yxyx

yxz
+−

+=  20. 
y

xyz 1cos−=  

21. ( )
( )22

222

cos1 yx
yxz

−−
−=  22. 

yx
yxz

3
2

2

2

+
−=  
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23. 22
4

yx
xyz
+

=  24. 
yx

ez
yx

+
−=

+1  

25. 
22

22

yxyx
yxz
+−

+
=  26. ( )

yx
yxz

+
++= 1ln  

27. ( )
( )243

43cos1
yx

yxz
+

+−=  28. 
22

2

yx

xyz
+

=  

29. 22

33

yxyx
xyyxz
++

−=  30. 2
2 1sin

y
xyz −=  

31. 
1−

= yxe
xyz  32. 4223

4322

xxyyx
yxyyxz

+−
+−=  

33. 
2

2 1cos
x

yxz +=  34. 
3

2

yx
xyz

−
= .  

 
 

Пример выполнения задания 2 
 

Для заданной функций ( )
( )2
1ln

yx
yxz

+
−−=  вычислить слудующие 

пределы: а) 
( ) ( )

z
yx 0;0;
lim

→
;  б) z

yx 00
limlim

→→
; в) z

xy 00
limlim
→→

.  

 
Решение.  

а) 
( ) ( )

( )
( )

=
+

−−
→ 20;0;

1ln
lim

yx
yx

yx
 

Пусть tyx =+ , тогда при 0
0
0

 →⇒
⎭
⎬
⎫

→
→

t
y
x

, получим  

( )
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=

−
=

→ 0
01ln

lim
20 t

t
t

 

Используем правило Лопиталя:  
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( ) .
1

1lim
2
1

2
1

1

lim
00

∞=
−

−=−
−

=
→→ ttt

t
tt

 

 

б) ( )
( )

 1lnlimlim 200
=

+
−−

→→ yx
yx

yx
 вычисляем внутренний предел, считая constx = ,  

( ) =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=−=

→ 0
01lnlim 20 x

x
x

 используем правило Лопиталя:  

( ) .
1
1lim

2
1

2
1

1

lim
00

∞=
−

−=−
−

=
→→ xxx

x
xx

  

в) аналогично (б) ( )
( )

∞=
+

−−
→→ 200

1lnlimlim
yx

yx
xy

.  

 
 
 
 

4.2. Дифференциальное исчисление  
функции нескольких переменных 

 
 

Задание 1 
 
Найти все частные производные первого порядка от данных функций.  

 
1. ( ) xyzxu 83ln4 2 −+=  2. ( ) xzyyxu ++=  

3. zyyxu +=  4. 24 zxyu −−=  

5. ( ) xyzxu 45ln2 2 −−=  6. ( )3222 zyxu ++=  

7. 222 5
4
1 zxyxu +−=  8. ( ) 22221ln zxyxu +−++=  

9. 3 22 yxxzu −=  10. ( )22ln yxxyu −+=
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11. 2yzyxu −=  12. zxyyxu +−= 2  

13. ( ) xyzyxu 4ln 22 −+=  14. ( )zyxu arctgln −=  

15. xz
x
yu += arctg  16. xyzyxu ++= )2(sin  

17. ( ) zxyxu −+= 21ln  18. 222 yzxu ++=  

19. zyxu −+= 22  20. 29 zxyu −+=  

21. ( )yxzu −+= arctg2  22. ( )xzzyxu −−= ln22  

23. 
z
xxyu −=  24. 

yx
yz

y
xu

+
−=  

25. ( )yxxu ++= arctg2  26. zyyxu arctg2 ++=  

27. ( ) xyzxzxyu +++= 22ln  28. ( ) xyzxzu ++= 22ln  

29. ( ) zxyu arctg1ln 2 −+=  30. ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++= 22ln zyxu  

31. ( )22 3ln xzxyu −+=  32. ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++= 22ln yxzu  

33. yxyu −+= arcctg2  34. ( ) zxyzxu 22 3ln +−= .  

 
 
 

Пример выполнения задания 1 
 

Найти все частные производные первого порядка от данной функции:  

( ) zyxu arcsin1ln 3 +−= . 
 

Решение. При вычислении 
x
u

∂
∂  переменные y  и z  считаются 

постоянными величинами: ( )31ln y
x
u −=

∂
∂ . 
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При вычислении 
y
u

∂
∂  переменные x  и z  считаются постоянными 

величинами: 3

2

1
3

y
xy

y
u

−
−=

∂
∂ .  

При вычислении 
z
u

∂
∂  переменные x  и y  считаются постоянны-

ми величинами: 
21

1

zz
u

−
=

∂
∂ .  

 
 
 

Задание 2 
 

Найти полный дифференциал функции u  в точке 0M .  
 

1. ,2

2

x
yzu =  0M  (1; 2; 1) 2. ,

2

y
yzu =  0M  (2; 2; 1) 

3. 32 yzxu = , 0M  (– 1; 2; 1) 4. ,
2

x
yzu =  0M  (– 1; – 2; – 1) 

5. ,2

3

xy
zu =  0M  (– 1; – 2; 1) 6. ,2

2

z
xyu =  0M  (1; 2; – 1) 

7. ,23 yx
zu =  0M  (1; 1; – 2) 8. ,

23

z
yxu =  0M  (– 1; 2; – 1) 

9. ,2

2

yz
xu =  0M  (2; – 1; – 1) 10. ,1

2 yzx
u =  0M  (1; – 2; 1) 

11. ,2

2

xy
zu =  0M  (2; 1; 1) 12. ,32

2

zy
xu =  0M  (1; – 2; – 1) 

13. 22zxyu = , 0M  (1; 1; 2) 14. 32 yzxu = , 0M  (2; – 1; 1) 

15. ,2

3

zx
yu =  0M  (– 1; 1; 2) 16. ,2

2

x
yzu =  0M  (2; 1; – 1) 
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17. zyxu 22= , 0M  (1; – 1; 2) 18. ,1
2zxy

u =  0M  (– 2; – 1; 1) 

19. ,2yz
xu =  0M  (1; 1; – 2) 20. ,1

xyz
u =  0M  (2; – 1; – 1) 

21. ,2

32

x
zyu =  0M  (– 1; – 1; 2) 22. ,32zy

xu =  0M  (– 2; 1; – 1) 

23. ,
32

x
zyu =  0M  (1; – 1; – 2) 24. yzxu 2= , 0M  (– 2; – 1; – 1) 

25. ,2хz
уu =  0M  (– 1; 1; – 2) 26. ,2

32

x
zуu =  0M  (2; 2; 1) 

27. ,
2

x
уzu =  0M  (– 1; – 1; – 2) 28. ,3

2

у
zхu =  0M  (2; 2; – 1) 

29. ,22

2

xу
zu =  0M  (2; 1; 1) 30. ,2yz

xu =  0M  (– 2; 2; – 1) 

31. ,22

2

zу
хu =  0M  (– 2; 1; 1) 32. ,2

3

zу
хu =  0M  (2; – 2; 1) 

33. ,2

3

xу
zu =  0M  (– 1; 2; 1) 34. ,2

32

у
xzu =  0M  (– 1; 1; 1).  

 
 
 

Пример выполнения задания 2 
 

Найти полный дифференциал функции 
23

2

zу
xu =  в точке  

0M  (– 2; 1; 2). 

 
Решение. Полный дифференциал функции имеет вид:  

dz
z
udy

y
udx

x
udu

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= .  
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Найдем частные производные первого порядка:  

1
4
42

2
1

223
−=−==

∂
∂

=
=

−=

z
y
xzy

x
x
u ; 

3
4

433

2
1

224

2
−=⋅−=−=

∂
∂

=
=

−=

z
y
xzy

x
y
u ; 

1
8

422

2
1

233

2
−=⋅−=−=

∂
∂

=
=

−=

z
y
xzy

x
z
u . 

Таким образом: dzdydxdu −−−= 3 .  
 
 

Задание 3 
 

Вычислить значение производной сложной функции ( )yxzz ;= , 

где 
( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,

,

tyy

txx
 при 0tt =  (см. табл.4). 

Таблица 4 
 

№ 
вариант 

( )yxzz ;=  
( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

tyy

txx
 0tt =  

1 yxeu 2−=  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
3

sin

ty

tx
 00 =t  

2 ( )yx eeu −+= ln  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
3

2

ty

tx
 10 −=t  

3 xyu =  
( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=

2
1

1ln

ey

tx
 20 =t  

4 22 +−= xyeu  
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

cos
sin

 
20
π=t  
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Продолжение табл. 4 
 

№ 
вариант 

( )yxzz ;=  
( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

tyy

txx
 0tt =  

5 yexu 2=  
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

sin
cos

 π=0t  

6 ( )yx eeu += ln  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
3

2

ty

tx
 10 =t  

7 yxu =  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

ty
ex t

ln
 10 =t  

8 xyeu 2−=  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
3

sin

ty

tx
 00 =t  

9 yexu −= 2  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

ty

tx
2sin

sin
 

20
π=t  

10 ( )yx eeu += −ln  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
3

2

ty

tx
 10 −=t  

11 12 −−= xyeu  
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

sin
cos

 
20
π=t  

12 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
xu arcsin  

⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

cos
sin

 π=0t  

13 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
xu 2arccos  

⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

cos
sin

 π=0t  

14 
1

2

+
=

y
xu  

⎩
⎨
⎧

=
−=

ty
tx

arctg
21

 00 =t  

15 y
xu =  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=
t

t

ey

ex
22

 00 =t  
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Продолжении табл. 4 
 

№ 
вариант 

( )yxzz ;=  
( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

tyy

txx
 0tt =  

16 ( )yx eeu 2ln −− +=  
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

3

2

3
1 ty

tx
 10 =t  

17 32 ++= yxu  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
2

ln

ty

tx
 10 =t  

18 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

y
xu

2
arcsin  

⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

cos
sin

 π=0t  

19 
x
yu

2
=  

⎩
⎨
⎧

+=
−=

ty
tx

arctg1
21

 00 =t  

20 y
x

x
yu −=  

⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

cos
sin

 
40
π=t  

21 32 ++= yxu  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
2

ln

ty

tx
 10 =t  

22 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
xu

2
arcsin  

⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

cos
sin

 π=0t  

23 x
y

y
xu −=  

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

ty

tx

2tg

2sin
 

40
π=t  

24 3++= yxu  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
2

ln

ty

tx
 10 =t  

25 
x
yu =  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=
t

t

ey

ex
21

 00 =t  

26 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
xu 2arcsin  

⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

cos
sin

 π=0t  



4.2. Дифференциальное исчисление функции нескольких переменых 
 

 175

Окончание табл. 4 
 

№ 
вариант 

( )yxzz ;=  
( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

tyy

txx
 0tt =  

27 ( )yx eeu += 2ln  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
4

2

ty

tx
 10 =t  

28 ( )yxu += arctg  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

+=
2

2

4

2

ty

tx
 10 =t  

29 322 ++= yxu  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
3

ln

ty

tx
 10 =t  

30 ( )xyu arctg=  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+=
tey

tx 3
 00 =t  

31 
1

2

−
=

x
yu  

⎩
⎨
⎧

=
−=

ty
tx

arctg
32

 00 =t  

32 ( )yx eeu += −2ln  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=
−=

1

2

ty
tx  10 =t  

33 82 ++= yxu  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
2

ln

ty

tx
 10 =t  

34 ( )yxu 2arcctg −=  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
+=
ty

tx
3

12
 10 =t  

35 132 −+= yxeu  
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

3sin
3cos

 
60
π=t  
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Пример выполнения задания 3 
 

Вычислить значение производной сложной функции 132 −+= yxeu , 

где 
( )

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,3sin

,3cos

ty

tx
 при 

60
π=t . 

 
Решение. Воспользуемся формулой:  

dt
dy

y
u

dt
dx

x
u

dt
du ⋅

∂
∂+⋅

∂
∂= ,  

имеем  

( ) tete
dt
du yxyx 3cos333sin32 132132 ⋅+−⋅= −+−+ .  

Подставим вместо x  и y  их выражения через t :  

( )tte
dt
du tt 3sin23cos33 13sin33cos2 −⋅= −+ .  

При 
6
π=t ,  26e

dt
du −= .  

 
 

Задание 4 
 
Найти частные производные неявной функции ( )yxzz ,= .  
 

1. 0333 =−−+ xyzyz  2. ( ) 5522 =−− yxyzxz  

3. 822 =+ z
у

z
х

 4. zzyx 2222 =++  

5. 1622222 =−−++ yzxzzyx  6. 1246222 =+−++ zyzyx  

7. 4244 22 =−−+ xzyzzy  8. 82 =++ yzxzxy  

9. 64632 222 =−++ xzyx  10. 833 =− xyzz  
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11. 6333 =+++ xyzzyx  12. 5424 222 =+−+− zxzyx  

13. 164322 =+− zxzyx  14. .ln222

y
zyzyx =++  

15. 444222 zyxzyx ++=++  16. zezyx =++  

17. xyzzyx 3222 =++  18. xyzzyx =++  

19. ( )zyxezyx ++−=++  20. 
y
z

z
x ln1+=  

21. 932 222 =−+++ zxyzyx  22. 03 =+− yxzz  

23. ( ) ( )2222432 zyxzyx ++=++  24. zyx zeyexe =+  

25. 44223 22222 =+−+ zyzxxyzyx  

26. 014443 3234 =+−+− xzxyzzyx  

27. 2222222 =+++−−++ zyxyzxzzyx  

28. 10422222 =−+−++ zyxzyx  

29. ( ) ( )2222222 2 zyxzyx −+=++  

30. 842232 222 =+++++ yzxzxyzyx  

31. 08822 222 =+−+++ zxzzyx  

32. 0333 =−−+ zxyyx  33. 933 =− xyzy  

34. 
z
x

x
y ln1+= .  

 
 

Пример выполнения задания 4 
 

Найти частные производные неявной функции xyz xeyeze =+ . 
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Решение. Частные производные неявной функции двух перемен-
ных ( )yxzz ;= , задано с помощью уравнения ( ) 0,, =zyxF , вычисля-

ются по формулам 

z
F
y
F

y
z

z
F
x
F

x
z

∂
∂
∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂
∂
∂

−=
∂
∂ , .  

Имеем ( ) xyz xeyezezyxF −+=,, , тогда  

xx xee
x
F −−=

∂
∂ ,       yy yee

y
F +=

∂
∂ ,       zz zee

z
F +=

∂
∂ .  

Таким образом, получаем: ( )
( )

( )
( )ze

ye
y
z

ze
xe

x
z

z

y

z

x

+
+−=

∂
∂

+
+=

∂
∂

1
1,

1
1 .  

 
 
 

Задание 5 
 

Записать уравнения касательной плоскости и нормали к заданной 
поверхности S  в точке ( )0000 ,, zyxM  (см. табл.5). 

Таблица 5 
 
№ 

варианта 
Уравнение поверхности S  

Точка 
( )0000 ,, zyxM  

1 0546222 =+−+++ xzzyx  ( )1,2,20 −M  

2 xyyzx 24 222 −=−+  ( )2,1,20 −M  

3 73222 =+−++ zxyzyx  ( )1,2,10M  

4 846222 =++++ xyzyx  ( )2,1,10 −M  

5 1142 222 =+−+− yzzyx  ( )1,2,20 −M  

6 0446222 =++−++ zyzyx  ( )1,1,20 −M  

7 463522 =+−+ yyzzx  ( )3,2,10 −M  

8 022 =−−+ yzxzyx  ( )2,2,00M  
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Продолжение табл. 5 
 
№ 

варианта Уравнение поверхности S  
Точка 
( )0000 ,, zyxM  

9 222 222 =−+−++ zyzyzyx  ( )1,1,10M  

10 zxxzzxy =+−−+ 22222  ( )1,1,10M  

11 yxxyyxz −+−+= 2222  ( )1,1,10 −−−M  

12 yxyxyz 3222 −+−=  ( )1,1,10 −M  

13 yxxyyxz 2222 −−−−=  ( )1,1,10 −M  

14 1342 222 =−++− yxzzyx  ( )2,1,30M  

15 9344 22 =+−+− zxzxyzy  ( )1,2,10 −M  

16 2322 ++−−+= yxxyyxz  ( )0,1,20M  

17 322 222 =+++− xzxyzyx  ( )1,2,10M  

18 1424222 =+−+− yxzyx  ( )4,1,30M  

19 44222 =++−+ yxzzyx  ( )2,1,10M  

20 54222 −=++−− xxzzyx  ( )0,1,20 −M  

21 11322 =−+−+ xyzxzyx  ( )1,4,10 −M  

22 842 222 =−++ xzzyx  ( )0,2,00M  

23 022 222 =−−− yzyx  ( )1,1,10 −−M  

24 zxyzyx 23 222 −=+−+  ( )1,0,10M  

25 06262 222 =++−−+ yxyzx  ( )1,1,10 −M  

26 86222 =−+−+ zxyzyx  ( )0,1,10M  

27 102432 22 +−+−= yxyxz  ( )3,1,10 −M  
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Окончание табл. 5 
 
№ 

варианта Уравнение поверхности S  
Точка 
( )0000 ,, zyxM  

28 153422 −+−+= xxyyxz  ( )4,3,10 −M  

29 10542 22 −−++= yxyyxz  ( )8,1,70 −M  

30 1332 22 +++−= xxyyxz  ( )2,1,10 −M  

31 01153222 =−+−++ yzzyx  ( )1,1,10 −−M  

32 06222 =−−+− xyzyx  ( )1,1,20 −M  

33 033222 =+−+−+ zxyzyx  ( )1,2,10 −M  

34 0523 222 =++−+− yxzyx  ( )1,2,10 −−M  

 
 

Пример выполнения задания 5 
 

Записать уравнения касательной плоскости и нормали к заданной 
поверхности S : 523 222 =+−−+ xyzzyx  в точке ( )2,1,10 −M . 

 
Решение. Если уравнение поверхности представить в виде 

( ) 0,, =zyxF , то тогда уравнение касательной плоскости в точке 0M  
поверхности имеет вид:  

( )( ) ( )( ) ( )( ) 0000000 =−′+−′+−′ zzMFyyMFxxMF zyx .  

А уравнение нормали к поверхности в точке 0M  имеет вид:  

( ) ( ) ( )0

0

0

0

0

0

MF
zz

MF
yy

MF
xx

zyx ′
−=

′
−=

′
− .  

Находим частные производные функции  

( ) 523,, 222 −+−−+= xyzzyxzyxF  в точке ( )2,1,10 −M :  

( ) ;3,12 0 =′+=′ MFxF xx  
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( ) ;8,26 0 −=′−=′ MFzyF yy     

,22 yzFz −−=′    ( ) 20 −=′ MFz .  

Таким образом: ( ) ( ) ( ) 0221813 =−−+−− zyx  или  

07283 =+−− zyx  – уравнение касательной плоскости,  

2
2

8
1

3
1

−
−=

−
+=− zyx  – уравнение нормали к поверхности.  

 
 
 

Задание 6 
 
Найти производную функции ( )yxfz ,=  в точке A  по направ-

лению вектора AB .  
 

1. ,arcsin
yx

xz
+

=  ( )1;1A , ( )4;3B . 

2. ,22 yxz +=  ( )4;3A , ( )2;1−B . 

3. ( )22 4ln yxz += , ( )1;2A , ( )1;2 −−B . 

4. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

y
xz 1ln , ( )1;2 −A , ( )3;5B . 

5. ,4 22 yxz ++=  ( )1;2A , ( )2;2 −−B . 

6. ,)( 322 yxz +=  ( )1;2 −A , ( )1;2−B . 

7. ,arctg
х
уz =  ( )1;1A , ( )5;4B . 

8. 
y
xz arctg= , ( )3;1A , ( )4;2−B . 

9. yxz = , ( )2;2A , ( )6;4 −−B . 
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10. ,32
3 x

yyxz +=  ( )4;1A , ( )1;3−B . 

11. ,33 хууxz +−=  ( )4;3A , ( )2;1 −B . 

12. xyez −= , ( )1;2−A , ( )4;3 −B . 

13. ,y
x

ez
−

=  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1;1A , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
3;3B . 

14. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

x
yxz

2
ln , ( )1;2 −A , ( )3;3 −B . 

15. ( ) yxyz += 1 , ( )1;1A , ( )2;3 −B . 

16. ( )22ln 22 ++= yxz , ( )1;1 −A , ( )4;2 −−B . 

17. ( )yxz lnln += , ( )1;1A , ( )2;4B . 

18. xyez 2−= , ( )1;1A , ( )2;2−B . 

19. ( )yxxyz += ln , ( )1;2 −A , ( )2;3B . 

20. xyz arctg= , ( )1;1A , ( )2;2 −−B . 

21. ,arctg хуz =  ( )2;2A , ( )5;6B . 

22. ,arcsin хуz =  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
3;

2
1A , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
3;

2
1B . 

23. ( ) ,arctg 2yxz −= , ( )1;2A , ( )4;0 −B . 

24. ,
x

y
y
xz −=  ( )1;4A , ( )4;2 −B . 

25. ),1(ln 22 yxz ++=  ( )3;4A , ( )1;1 −B . 

26. ( ) xyxz 43ln 2 −−= , ( )1;2A , ( )4;2 −−B . 

27. yxxez += , ( )1;2 −A , ( )5;3B . 

28. ,3 хуyz −=  ( )2;2A , ( )3;4 −−B . 
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29. yxyez −= , ( )2;1−A , ( )3;5B . 

30. ( )xyz arcsin= , ( )5,0;5,1A , ( )5,1;5,0B . 

31. ,3 22 уxxyz −=  ( )2;1A , ( )1;2B . 

32. ),34(ln 22 yxz ++=  ( )0;1A , ( )2;1 −−B . 

33. ,arctg
yx

xz
−

=  ( )1;1 −A , ( )2;2 −B . 

34. ( ) ,31 xxyz +=  ( )1;2A , ( )2;3B . 

 
 

Пример выполнения задания 6 
 

Найти производную функции )13(ln 22 ++= yxz  в точке ( )2;1A  

по направлению вектора AB . Дано: ( )1;1−B . 

 
Решение. Производная функции ( )yxfz ,=  в точке ( )00 , yxA  

в направлении вектора e
r

 имеет вид: 

( ) ( ) ( )
β

∂
∂

+α
∂

∂
=

∂
∂

coscos
y
Az

x
Az

e
Az
r ,  

где βα cos,cos  – направляющие косинусы вектора e
r

.  
Находим значение частных производных функции в точке A :  

( ) ;
7
1

14
2,

13
2

22 ==
∂

∂
++

=
∂
∂

x
Az

yx
x

x
z    

( )
7
6

14
12,

13
6

22 ==
∂

∂
++

=
∂
∂

y
Az

yx
y

y
z . 

Направление задается вектором ( ) ( )1;221;11 −−=−−−== eAB
r

.  

Модуль вектора ( ) ( ) 512 22 =−+−=AB , тогда направляю-

щие косинусы: 
5
1cos,

5
2cos −=β−=α .  
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Имеем: ( ) ( )
57
8

5
1

7
6

5
2

7
1 −=−⋅+−⋅=

∂
∂
e
z
r .  

Функция в заданном направлении убывает со скоростью 
57

8 .  

 
 
 

Задание 7 
 
Найти скорость изменения функции ( )zyxu ,,ϕ=  в точке A  в 

направлении вектора s
r

.  
 

1. 222 69 zyxu ++= , ( )1;1;1A , ( )3;6;2 −=s
r

. 

2. 222 23 yzyxu −+= , ( )2;4;8 −A , ( )2;2;1 −=s
r

. 

3. 222 3xzyxu −+= , ( )3;2;1A , ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

3
62,

6
6,

6
6sr . 

4. 222 23 zyxu ++= , ( )3;2;1 −A , ( )1;1;1=s
r

. 

5. 223 63 yxyzxxu −++= , ( )1;1;1 −A , ( )3;2;6 −−=s
r

. 

6. xzyxu 333 −+= , ( )2;1;1 −−A , ( )6;2;3−=s
r

. 

7. 222 2xyzyxu −+= , ( )3;2;1 −−A , ( )2;1;2 −=s
r

. 

8. 22 yzxu = , ( )1;1;1A , ( )1;2;2 −−=s
r

. 

9. yxzyu 22 −= , ( )1;1;2A , ( )6;2;3 −=s
r

. 

10. ,
y
z

x
y

y
xu ++=  ( )1;1;1A , ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

3
3;

3
3;

3
3s

r
. 

11. ,36
2

23
3

хzуxu ++=  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

3
1;

2
1;2A , ( )2;1;1 −=s

r
. 
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12. ,3
9

664
xzyzxy

u +−=  ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

2
3;

3
1;2A , ( )5;1;1 −−=s

r
. 

13. ,
3

4
2

29
3

3 z
z

yyxu −−=  ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

2
3;2;

3
1A , ( )1;1;1 −=s

r
. 

14. ,63
2

9 3
3

3 z
y

xzуu ++=  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

3
1;

2
1;2A , ( )2;1;1=s

r
. 

15. ,
6
143

2 zyzx
u −+=  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

6
1;2;1A , ( )2;1;1 −−=s

r
. 

16. ,23
2

23 2
2

2 z
x

yzхu −+=  ,
3
2;2;

3
1

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
A  ( )1;1;2 −−=s

r
. 

17. ,26666 333 zуухu +−=  ( )2;1;1 −A , ( )2;1;1 −−=s
r

. 

18. ,322
3 zхzyx

u −+=  ( )4;3;2−A , ( )1;2;2 −=s
r

. 

19. ,23
2

23 2
2

2 zzyухu −+=  ,
3
2;2;

3
1

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
A  ( )2;6;3 −=s

r
. 

20. ,
6
143

2 yzyzx
u −+=  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

6
1;2;1A , ( )1;2;2 −−=s

r
. 

21. xyzzxyu −+= 32 , ( )2;2;2A , ( )1;2;2=s
r

. 

22. ( )zyxz += , ( )0;1;2 −−A , ( )2;3;6 −=s
r

. 

23. 222 xyzzyxu −+= , ( )1;1;1 −−A , ( )2;1;2 −−−=s
r

.  

24. 2223 xyzzyzyu −+= , ( )1;1;1 −−A , ( )2;1;2 −−−=s
r

. 

25. ,321
3 zy

x
zyzх

u −−=  ( )1;1;1A , ( )3;2;2 −=s
r

.  

26. 22 23 zxyyu +−= , ( )3;2;1 −−−A , ( )2;2;3 −=s
r

. 
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27. xzxyxyu 22 −+= , ( )2;0;1 −A , ( )1;2;2 −−=s
r

. 

28. yzzxzu 54 +−= , ( )1;1;1 −−A , ( )2;1;2 −−−=s
r

. 

29. 223 zyzxyzu −−= , ( )1;2;2 −A , ( )4;2;3 −=s
r

. 

30. zxxyzxzu 34 +−= , ( )1;1;1 −−A , ( )2;1;2 −−−=s
r

. 

31. 143 22 −+−= zxyxu , ( )2;1;1 −A , ( )2;1;2 −−=s
r

. 

32. 5223 +−+= zxyxu , ( )1;2;1 −A , ( )6;3;2 −=s
r

. 

33. 1323 −+⋅= zyyxu , ( )1;1;1 −A , ( )2;2;1−=s
r

. 

34. 
zxzyxy

u 112
22 −+= , ( )1;1;1A , ( )2;1;2=s

r
. 

 
 

Пример выполнения задания 7 
 

Найти скорость изменения функции 22 3 yxzyxzu +−=  в точке 
( )1;1;2 −A  в направлении вектора ( )2;1;2 −−=s

r
. 

 
Решение. Находим значение частных производных в точке A :  

( )
3,22 −=

∂
∂

+=
∂
∂

x
Au

yxz
x
u ; 

( )
1,3 2 =

∂
∂

+−=
∂
∂

y
Au

xz
y
u ; 

5,5,
2
32 =

∂
∂−=

∂
∂

z
u

z
yxz

z
u .  

Модуль вектора sr  равен:  

( ) ( ) ( ) 3212 222 =+−+−=sr . 

Направляющие косинуса вектора s
r

:  

3
2cos,

3
1cos,

3
2cos =γ−=β−=α .  
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Тогда производная функции в заданном направлении:  

3
16

3
2

2
11

3
11

3
23 =⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=

∂
∂

s
u .  

Функция в направлении вектора s
r

 возрастает со скоростью 
3

16 .  

 
 
 

Задание 8 
 
Найти направление наискорейшего возрастания функции ( )yxu ,ϕ=  

в точке A  и скорость ее возрастания в этом направлении.  
 

1. ( )yxu += ln ,  ( )2;1−A . 2. ,2 хуxyu +=   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1;8A . 

3. ,arctg хуu =   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 8;

2
1A . 4. ,y

x

eu
−

=   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

4
1;1A . 

5. ( )2arctg yxu −= ,  ( )2;1A . 6. ( )xxyu += 1 ,  ( )1;1A . 

7. ),2(ln 22 yxu ++=   ( )3;4A . 8. ( )xxu lnln += ,  ( )1;1A . 

9. yxxeu += ,  ( )2;1−A . 10. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

x
yxu

2
ln ,  ( )1;2 −A . 

11. yxyeu −= ,  ( )1;2 −A . 12. ( )22ln 22 ++= yxu , ( )1;1 −A . 

13. ( )xyu lnln += ,  ( )1;1A . 14. xyeu 2−= ,  ( )1;1−A . 

15. ( )xyu arctg= ,  ( )1;1A . 16. ,arcsin
yx

xu
+

=   ( )1;1A . 

17. ,arcsin хуu =   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
3;

2
1A . 18. ( )22 4ln yxu += ,  ( )1;2A . 

19. ,
x

y
y
xu −=   ( )1;4A . 20. ,4 22 yxu ++=   ( )1;2A . 
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21. ( ) xyxu 43ln 2 −−= ,  ( )1;2A . 22. ,arctg
х
уu =   ( )4;1A . 

23. ,3 хуyu −=   ( )8;2A . 24. yxu = ,  ( )2;2A . 

25. ( )xyu arcsin= ,  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1;

2
3A . 26. ,33 хууxu +−=   ( )4;3A . 

27. ,22 yxu +=   ( )3;4A . 28. xyeu 2−= ,  ( )2;1 −A . 

29. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

y
xu 1ln ,  ( )1;2 −A . 30. 

y
xu arctg= ,  ( )3;1 −A . 

31. ( )yxu 32ln −= ,  ( )1;2A . 32. xyu arcsin= ,  ( )4;1A . 

33. yxeyu −⋅= 2 ,  ( )1;1A . 34. xyxyu −= 2 ,  ( )1;4A . 

 
 

Пример выполнения задания 8 
 

Найти направление наискорейшего возрастания функции 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

x
yu 1ln  в точке ( )2;1A  и скорость ее возрастания в этом на-

правлении. 
 
Решение. Направление наискорейшего возрастания функции в 

точке A  определяется вектором градиентом  

( ) ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
∂

∂=
y
Au

x
Auu ,grad .  

Находим частные производные функции в точке A :  

( )
1,11

1
1

22
=

∂
∂

−
=⋅

−
=

∂
∂

x
Au

xyxx
x

yx
u ,  

( )
1,

1
1 =

∂
∂

−
=

∂
∂

x
Au

x
yy

u .  
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Таким образом: ( )1;1grad =u . Модуль вектора градиента равен 
скорости изменения функции в его направлении.  

Следовательно, 2grad =u  – скорость наискорейшего роста 
функции в точке A .  
 
 

Задание 9 
 

Найти все частные производные второго порядка.  
 
1. yxxyz 22 −=  2. yxz coscos=  

3. ( )yxxyz ++= cos  4. ( )yxxyz +−= cos  

5. 22 xyyxz +=  6. ( )yxxyz ++= cos  

7. ( )yxxyz +−= sin  8. xyz ln=  

9. yxxyz 33 −=  10. yxz ln=  

11. yxxyz 33 +=  12. xyxz sin=  

13. 32 yxz =  14. xyyz sin=  

15. yxz cossin=  16. xyxez =  

17. yxz sinsin=  18. xyyez =  

19. yxz sincos=  20. yxz cos=  

21. xyyz cos=  22. 3333 yxyxz ++=  

23. xyez =  24. 2222 yxyxz ++=  

25. ( )yxxz 2cos +=  26. yxz += 2  

27. ( )yxyz += 2cos  28. yxz −= 3  

29. ( )yxxz 2sin −=  30. yxez 2−=  

31. ( )yyyz 2cos −=  32. yxez −= 2  

33. 2cos xyxz =  34. 
232 xyexz = .  
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Пример выполнения задания 9 
 

Найти все частные производные второго порядка yxeyz
22= . 

Решение. Находим частные производные первого порядка:  

.2

,2

22

2

22

3

yxyx

yx

exyye
y
z

xey
x
z

+=
∂
∂

⋅=
∂
∂

  

Находим «чистые» частные производные второго порядка:  

yxyx exyey
x
z

xx
z 22 243
2

2
42 +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂=

∂
∂ , 

.42

222

222

2222

422

4222
2

2

yxyxyx

yxyxyxyx

exyeyxe

exyeyxeyxe
y
z

yy
z

++=

=+++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂=

∂
∂

 

Находим «смешанную» частную производную второго порядка, 
при этом порядок дифференцирования не имеет значения:  

.26

224

22

222

332

3322
2

yxyx

yxyxyx

exyxey

exyxeyxey
y
z

xyx
z

+=

=++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂=

∂∂
∂

 

 
 
 

Задание 10 
 

Найти частные производные указанного порядка от данных функций.  
 

1. ( )xyxz ln= , ?2

3
=

∂∂
∂

yx
z  2. ,

2 yxez =  ?2

3
=

∂∂
∂

yx
z  

3. ,
yx
yxz

−
+=  ?2

3
=

∂∂
∂

yx
z  4. yxxyez += , ?2

3
=

∂∂
∂

yx
z  
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5. ,
2xyez =  ?2

3
=

∂∂
∂

yx
z  6. ,

yx
yxz

+
−=  ?2

3
=

∂∂
∂

yx
z  

7. ,sin
x
yz =  ?2

3
=

∂∂
∂

yx
z  8. ,x

y

ez =  ?3

4
=

∂∂
∂

xy
z  

9. ,2
2 yxz =  ?3

4
=

∂∂
∂

yx
z  10. ,cos

y
xz =  ?3

4
=

∂∂
∂

xy
z  

11. ,2
3xyz =  ?2

3
=

∂∂
∂

yx
z  12. ,у

х

ez =  ?2

3
=

∂∂
∂

yx
z  

13. ,arctg
y
xz =  ?2

3
=

∂∂
∂

yx
z  14. ,arctg

x
yz =  ?2

3
=

∂∂
∂

yx
z  

15. xyyxz cossin 33 += , ?3

4
=

∂∂
∂

yx
z  

16. ( )22cos yxz += , ?2

3
=

∂∂
∂

yx
z  

17. ( ) yxeyxz ++= 22 , ?
2

=
∂∂

∂
yx
z  

18. ( )yxz += tgln , ?
2

=
∂∂

∂
yx
z  

19. ( )2ln yxz += , ?2

3
=

∂∂
∂

yx
z  

20. ( )yxxz += ln2 , ?
2

=
∂∂

∂
yx
z  

21. ,
3

2

y
xyxz +=  ?22

4
=

∂∂
∂

yx
z  

22. ( )xyyz ln= , ?2

3
=

∂∂
∂

yx
z  
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23. ( )22sin yxz += , ?2

3
=

∂∂
∂

yx
z  

24. yxxyz cossin 33 += , ?3

4
=

∂∂
∂

yx
z  

25. ( )yxz += 2ln , ?2

3
=

∂∂
∂

yx
z  

26. ,
3

2

х
уxyz +=  ?22

4
=

∂∂
∂

yx
z  

27. ( )yxyz += ln2 , ?
2

=
∂∂

∂
yx
z  

28. ,arcsin
x
yz =  ?2

3
=

∂∂
∂

yx
z  

29. ,arcsin
y
xz =  ?2

3
=

∂∂
∂

yx
z  

30. ( )yxxyz −= cos , ?2

3
=

∂∂
∂

yx
z  

31. ( )yxxyz += cos , ?2

3
=

∂∂
∂

yx
z  

32. ( )yxxyz += sin , ?2

3
=

∂∂
∂

yx
z  

33. xyz arctg= , ?
2

3
=

∂∂
∂

yx
z  

34. ( )yxxz −= ln , ?2

3
=

∂∂
∂

yx
z  
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Пример выполнения задания 10 
 

Найти частную производную третьего порядка 
yx

z
∂∂

∂
2

3
 от функций 

2
2

х
уxyz −= .  

 
Решение. Порядок дифференцирования не имеет значения. Найдем 

частную производную по переменной y :  

2
2 212 −−=−=

∂
∂ xxy

x
xy

y
z .  

Полученное выражение дважды продифференцируем по x :  

3
2

22 −+=
∂∂

∂ xy
yx
z ,  

4
4

2

3 66
x

x
yx

z −=−=
∂∂

∂ − .  

 
 
 

Задание 11 
 
Найти дифференциал второго порядка zd 2 .  
 

1. yxxyz 22 −=  2 yxz coscos=  

3. ( )yxxyz ++= cos  4. ( )yxxyz +−= cos  

5. 22 xyyxz +=  6. ( )yxxyz ++= cos  

7. ( )yxxyz +−= sin  8. xyz ln=  

9. yxxyz 33 −=  10. yxz ln=  

11. yxxyz 33 +=  12. xyxz sin=  

13. 32 yxz =  14. xyyz sin=  
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15. yxz cossin=  16. xyxez =  

17. yxz sinsin=  18. xyyez =  

19. yxz sincos=  20. yxz cos=  

21. xyyz cos=  22. 3333 yxyxz ++=  

23. xyez =  24. 2222 yxyxz ++=  

25. ( )yxxz 2cos +=  26. yxz += 2  

27. ( )yxyz += 2cos  28. yxz −= 3  

29. ( )yxxz 2sin −=  30. yxez 2−=  

31. ( )yyyz 2cos −=  32. yxez −= 2  

33. yxxyz 32 23 −=  34. ( )yxxz 23sin −= .  

 
 

Пример выполнения задания 11 
 

Найти дифференциал второго порядка zd 2  функции yxz 325 −= . 
 

Решение. Дифференциал второго порядка zd 2  вычисляется по 
формуле:  

2
22

22
2

2

2
2 2 dy

dyy
zdydx

yx
zdx

x
zzd

∂
∂+

∂∂
∂+

∂
∂= .  

Последовательно найдем частные производные:  

5ln52 32 yx

x
z −⋅=

∂
∂ , 

5ln53 32 yx

y
z −⋅−=

∂
∂ , 

5ln54 232
2

2
yx

x
z −⋅=

∂
∂ , 
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5ln56 232
2

yx

yx
z −⋅−=
∂∂

∂ , 

5ln59 232
2

2
yx

y
z −⋅=

∂
∂ . 

Таким образом, получаем:  

( )222322 9645ln5 dydydxdxzd yx +−⋅= − .  
 
 
 
 

4.3. Экстремум  
функции нескольких переменных 

 
 

Задание 1 
 

Исследовать функцию на экстремум.  
 
1. 2210 xxyz −+=  2. 6424 22 ++++= yxyxz  

3. 36494 22 +−−+= yxyxz  4. 68542 22 +−+−= xyxyxz  

5. 435 22 ++−= yxyxz  6. 232 22 −+−+= xxyyxz  

7. 5483 22 −++−= yxyyxz  8. 6424 22 ++++= yxyxz  

9. yxxyyxz ++−−= 532 22  10. 68245 22 +−+−= xyxyxz  

11. 232 22 −++−= xyxyxz  12. 22 94643 yxyxz −−++=  

13. 5222 +−+= yyxz  14. 34649 22 +−−+= yxyxz  

15. yxyxyxz +−+−= 222  16. yxyxyxz 222 22 −++−=  

17. xyyxyxz +−−−= 22 338  18. 453 22 ++−= yxyxz  

19. 22 52 yxxyxz +++=  20. 453 22 −−−= yxxyz  

21. xxyyz 82 +−=  22. 1022 −−= xyxz  



Тема 4. Функции нескольких переменных 

 196

23. 10223 22 −+−= yxyxz   

24. yxyxxyz 44332 22 ++−−=  

25. 36422 22 +−−+−= yxyxyxz  

26. 5841234 22 −++−−= yxyxxyz  

27. yxyxyxz 1818585 22 −−++=  

28. 444233 22 −−−−+= yxxyyxz  

29. yxyxyxz 1818585 22 +−+−=  

30. yxyxxyz 483124 22 ++−−=  

31. 5844123 22 −+−−+= yxxyyxz  

32. yxyxyxz 62222 22 −++−=  

33. yxyxyxz 21022 22 +−+−=  

34. yxyxyxz 493 22 ++−+−= .  

 
 
 

Пример выполнения задания 1 
 

Исследовать функцию yxyxyxz 6232 22 −+++=  на экстремум. 
 

Решение. Найдем стационарные точки функции. Для этого вычис-
лим частные производные первого порядка и приравняем их к нулю:  

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=−

−=+

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=−−=′

=++=′

33

2
,

0662

0222

yx

yx

yxz

yxz

y

x
,  

имеем 
4
5,

4
3 −=−= yx .  

Следовательно, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

4
5,

4
3

0M  – стационарная точка.  
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Находим вторые частные производные:  

6,2,2 −=′′=′′=′′ yyxyxx zzz .  

Составляем матрицу Гессе:  

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′′′′
′′′′

=
62

22
0

xxyx

xyxx

zz
zz

MH .  

Так как 016
62

22
,02 21 <−=

−
=Δ>=Δ , то согласно критерию 

Сильвестра матрица Гессе знаконеопределена, а значит экстремума в 
точке 0M  нет.  
 
 
 

Задание 2 
 

Найти условные экстремумы функции ( )yxfz ,=  при заданном 
уравнении связи ( ) 0, =yxF .  
 
1. xyz = , 01 =−+ yx  

2. 222 yxz += , 0623 =−+ yx  

3. 22 yxz −= , 032 =−− yx  

4. 2xyz = , 012 =−+ yx  

5. yxz 2= , 022 =+− yx  

6. xyz 2= , 012 =+− yx  

7. 22 2yxz += , 0432 =−+ yx  

8. 223 yxz −= , 012 =+− yx  

9. 24xyz = , 023 =+− yx  

10. yxz 23= , 032 =++ yx  

11. xyz 3= , 03 =+− yx  
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12. 22 3yxz += , 042 =−+ yx  

13. 223 yxz −= , 0632 =+− yx  

14. 24xyz = , 032 =−+ yx  

15. yxz 23= , 032 =+− yx  

16. xyz 3= , 032 =−+ yx  

17. 225 yxz += , 042 =+− yx  

18. 22 3yxz −= , 012 =+− yx  

19. 25xyz = , 0532 =−+ yx  

20. yxz 23= , 032 =+− yx  

21. xyz 5= , 0123 =−− yx  

22. 22 yxz += , 0542 =+− yx  

23. 222 yxz −= , 05 =+− yx  

24. yxz 27= , 04 =+− xy  

25. 26xyz = , 012 =+− xy  

26. xyz 4= , 0123 =++ yx  

27. 22 5yxz += , 023 =+− xy  

28. 22 3xyz −= , 0632 =+− xy  

29. yxz 26= , 0223 =+− xy  

30. 27xyz = , 03 =++ yx  

31. xyz = , 02 =−− yx  

32. 22 23 yxz += , 03 =+− xy  

33. 22 32 xyz −= , 032 =−− yx  

34. 2xyz = , 032 =−− xy .  
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Пример выполнения задания 2 
 

Найти условные экстремумы функции yxz 25=  при заданном 
уравнении связи 032 =−+ yx . 

 
Решение. Рассмотрим два способа решения задачи.  
I способ. Уравнение связи позволяет выразить переменную y  

через переменную x :   xy 23 −= .  
Подставим полученную зависимость в функцию, получим функ-

цию одной переменной x :  

( ) 322 1015235 xxxxz −=−= .  

Таким образом, задача поиска увловного экстремума функции 
двух переменных свелась к задаче поиска экстремума функции одной 
переменной. Найдем стационарные точки функции (необходимое 
условие экстремума):  

( )
( ) 1,00130

,1303030

21

2

==⇒=−

−=−=′

xxxx

xxxxz
.  

Соответственно: 1,3 21 == yy .  
Проверим смену знака производной через стационарные точки 

(достаточные условия экстремума):  
 

 
 
Таким образом, 
( )
( ) 51;1

03;0

max

min

=

=

z

z
.  

 
II способ. В общем случае для решения задачи на условный экс-

тремум составляем функцию Лагранжа: 

0 1 x 

– – + 

т. max т. min 

z′
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( ) ( ) ( )yxFyxfyxL ,,,, λ+=λ ,  

где λ  – множитель Лагранжа. В нашей задаче  

( ) ( )325,, 2 −+λ+=λ yxyxyxL .  

Решаем задачу поиска экстремума функции Лагранжа. В этом 
случае необходимые условия имеют вид:  

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=′

=′

0,

0

0

yxF

L

L

y

x

      или      

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−+

=λ+

=λ+

032

05

0210

2

yx

x

xy

.  

Из второго уравнения имеем: 25x−=λ .  
Тогда: ( ) 00,01010 2 =⇒=−=− xxyxxxy  или xy = .  
Пусть 0=x , тогда 3=y , имеем стационарную точку ( )3;01M .  
Пусть xy = , тогда 1,1032 ==⇒=−+ yxxx .  
Имеем стационарную точку ( )1;12M .  
Для выяснения вопроса о наличии экстремума в полученных ста-

ционарных точках составим определитель:  

yyyxy

xyxxx

yx

LLf
LLf
ff

′′′′′
′′′′′
′′

=Δ
0

.  

Для этого вычислим частные производные:  

0,10,10,5,10 2 =′′=′′=′′=′′=′=′ yyyxxyxxyx LxLLyLxfxyf .  

Тогда:  

0105
101010
5100

2

2

xx
xyxy

xxy
=Δ .  

В точке ( )3;01M :   0
000
0300
000

==Δ .  
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Достаточное условие не позволяет выяснить вопрос о наличии 
экстремума в точке 1M .  

В точке ( )1;12M :   0
0105

101010
5100

>=Δ .  

Следовательно, в точке 2M  – условный максимум.  
 
 
 

Задание 3 
 

Найти наибольшее и наименьшее значения функции ( )yxfz ;=  
в области D , ограниченной заданными линиями (см. табл. 6). 

 
Таблица 6 

 
№ 

вариант 
Функция ( )yxfz ;=  Область D  

1 223 16510833 yxxyxz +−+=  0,0,483 ===+ yxyx  

2 223 302715 yxxyxz −−+=  0,0,273 ===+ yxyx  

3 223 1267563 yxxyxz +−+=  0,0,382 ===+ yxyx  

4 223 24010860 yxxyxz −−+=  0,0,202 ===+ yxyx  

5 223 39614799 yxxyxz −−+=  0,0,262 ===+ yxyx  

6 223 724836 yxxyxz +−+=  0,0,322 ===+ yxyx  

7 223 16510833 yxxyxz −−+=  0,0,243 ===+ yxyx  

8 223 727572 yxxyxz −−+=  0,0,262 ===+ yxyx  

9 223 634821 yxxyxz +−+=  0,0,362 ===+ yxyx  

10 223 1087527 yxxyxz +−+=  0,0,462 ===+ yxyx  
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Продолжение табл. 6 
 
№ 

вариант 
Функция ( )yxfz ;=  Область D  

11 223 1447548 yxxyxz −−+=  0,0,273 ===+ yxyx  

12 223 634821 yxxyxz −−+=  0,0,183 ===+ yxyx  

13 223 1267563 yxxyxz −−+=  0,0,222 ===+ yxyx  

14 223 19210896 yxxyxz +−+=  0,0,22 ===+ yxyx  

15 223 39614799 yxxyxz +−+=  0,0,29 ===+ yxyx  

16 223 24310881 yxxyxz −−+=  0,0,242 ===+ yxyx  

17 223 454845 yxxyxz −−+=  0,0,202 ===+ yxyx  

18 223 24010860 yxxyxz +−+=  0,0,26 ===+ yxyx

19 223 242724 yxxyxz −−+=  0,0,333 ===+ yxyx  

20 223 302715 yxxyxz +−+=  0,0,222 ===+ yxyx  

21 223 105108105 yxxyxz −−+=  0,0,322 ===+ yxyx

22 223 1087527 yxxyxz −−+=  0,0,213 ===+ yxyx

23 223 454845 yxxyxz +−+=  0,0,282 ===+ yxyx

24 223 19210896 yxxyxz −−+=  0,0,282 ===+ yxyx

25 223 727572 yxxyxz +−+=  0,0,342 ===+ yxyx

26 223 724836 yxxyxz −−+=  0,0,243 ===+ yxyx

27 223 9129 yxxyxz −−+=  0,0,123 ===+ yxyx

28 223 324192108 yxxyxz −−+=  0,0,20 ===+ yxyx

29 223 270147135 yxxyxz −−+=  0,0,342 ===+ yxyx

30 223 1447548 yxxyxz +−+=  0,0,422 ===+ yxyx
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Окончание табл. 6 
 
№ 

вариант 
Функция ( )yxfz ;=  Область D  

31 223 242724 yxxyxz +−+=  0,0,222 ===+ yxyx

32 223 121212 yxxyxz −−+=  0,0,13 ===+ yxyx

33 223 6319221 yxxyxz +−+=  0,0,123 ===+ yxyx

34 223 1084836 yxxyxz −−+=  0,0,122 ===+ yxyx

 
 
 

Пример выполнения задания 3 
 

Найти наибольшее и наименьшее значения функции ( )yxfz ;=  
в области D , ограниченной заданными линиями: 

223 6614733 yxxyxz +−+= ,  0,0,273 ===+ yxyx . 
 

Решение. Область, ограниченная прямой 273 =+ yx  и осями ко-
ординат 0=x  и 0=y  изображена на рисунке.  
 

 
 

Найдем стационарные точки функции:  

x  

y

A
0 1 9 

3 

27 

2M  1M  

5M  

4M  

3M  
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+=′

=−+=′

013266

0147333 22

yxyz

yxz

y

x
, 

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

02

4911 22

xy

yx
.  

Из второго уравнения 0=y  или 2−=x . 

При 0=y ,  7±=x ;  при  2−=x ,  
11
45±=y .  

Таким образом, имеем четыре стационарные точки:  

( ) ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−

11
45;2,0;7,0;7 321 MMM ,  ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−

11
45;24M .  

Из них в рассматриваемую область попадает точка 1M . В этой 
точке значение функции 686

1
−=Mz .  

Найдем точки возможного экстремума на границах области. На 
границе 0=yOA , тогда ( ) 04931473,147 223 =−=−=′−= xxzxxz .  

Стационарные точки ( ) ( )0;7,0;7 −  совпадают с найдеными ранее. 

На границе 0=xOB , тогда 0132,66 2 ==′= yzyz . Стационар-
ная точка ( )0;0O  попадает в рассматриваемую область, значение 
функции в этой точке 00 =z .  

На границе 273 =+ yxAB  или xy 327 −= , тогда  

( ) ( )223 3276614732733 xxxxxz −+−−+= , 

( ) ( ) ( ) 032713214732766327333 22 =−+−−+−+=′ xxxxxz ,  

( ) ( ) ( ) 032713214732722916272911 22 =−+−−++−+ xxxxxx ,  

03963564147665949917828019 222 =−+−−++−+ xxxxxx ,  

011436158434 2 =+− xx ,  

0571879217 2 =+− xx ,  
93,8,65,37 21 ≈≈ xx .  
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Имеем точку, попадающую в рассматриваемую область 
( )21,0;93,85M . Значение функции в этой точке 68,584

5
−≈Mz .  

Вычислим значения функции в точках пересечения границ:  
( ) ( ) 4811427;0,5940;9 =−= BA zz .  
Из всех полученных значений функции выбираем наименьшее: 
686−=z  и наибольшее 48114=z  

 
 
 
 
 

4.4. Интегральное  исчисление  функции  
нескольких  переменных 

 
 

Задание 1  
 

Написать уравнения линий, ограничивающих область интегриро-
вания, и изменить порядок интегрирования.  
 

1. ∫ ∫∫ ∫
− −−

−

− +−

+
0

1

01

2

0

2

),(),(
уу

dхyxfdуdхyxfdу  

2. ∫ ∫∫ ∫
−−−

+
2

1

0

2

1

0

0

2

),(),(
уу

dхyxfdуdхyxfdу  

3. ∫ ∫∫ ∫
−

+
2

1

2

0

1

0 0

2

),(),(
уу

dхyxfdуdхyxfdу  

4. ∫ ∫∫ ∫
−

+
2

1

2

0

1

0 0
),(),(

уу

dхyxfdуdхyxfdу  

5. ∫ ∫∫ ∫
−

−

− −−

+
0

1

01

2

0

2

),(),(
2 хх

dyyxfdxdyyxfdx  
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6. ∫ ∫∫ ∫ +
0

2/1

arccos

0

2/1

0

arcsin

0

),(),(
yy

dхyxfdуdхyxfdу  

7. ∫ ∫∫ ∫
−

−−

−

+

+
0

1 0

1

2

2

0
),(),(

yy

dхyxfdуdхyxfdу  

8. ∫ ∫∫ ∫
−

−−

+
e y

y

dхyxfdуdхyxfdу
1

ln

1

1

0

0
),(),(  

9. ∫ ∫∫ ∫
−

−

−

−
+

0

1 0

1

2

2

0

22

),(),(
хх

dyyxfdxdyyxfdx  

10. ∫ ∫∫ ∫
− −−

−

− −−

+
0

3

0

24

3

2

0

4 22

),(),(
хх

dyyxfdxdyyxfdx  

11. ∫ ∫∫ ∫
−

+
е

хх

dyyxfdxdyyxfdx
1

1

ln

1

0

1

1

),(),(
2

 

12. ∫ ∫∫ ∫
−

+
2

1

2

0

1

0 0
),(),(

3 уy

dхyxfdуdхyxfdу  

13. ∫ ∫∫ ∫
π

π

π
+

2/

4/

cos

0

4/

0

sin

0

),(),(
yy

dхyxfdуdхyxfdу  

14. ∫ ∫∫ ∫
−

−

− +−

+
0

1

01

2

0

)2( 3

),(),(
xx

dyyxfdxdyyxfdx  

15. ∫ ∫∫ ∫ +
e

y

у

dхyxfdуdхyxfdу
1

1

ln

1

0 0
),(),(  

16. ∫ ∫∫ ∫
−−−

+
2

1

0

2

1

0

0
),(),(

yy

dхyxfdуdхyxfdу  
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17. ∫ ∫∫ ∫
−−−

+
2

1

0

2

1

0

0

2

),(),(
yy

dхyxfdуdхyxfdу  

18. ∫ ∫∫ ∫
−

+
2

1

2

0

1

0 0
),(),(

3 уy

dхyxfdуdхyxfdу  

19. ∫ ∫∫ ∫
−−−−

+
2

3

0

4

3

0

0

24 22

),(),(
хх

dyyxfdxdyyxfdx  

20. ∫ ∫∫ ∫
−

−

− +−

+
0

1

01

2

0

)2( 3

),(),(
уу

dхyxfdуdхyxfdу  

21. ∫ ∫∫ ∫ +
е

y

y

dхyxfdуdхyxfdу
1

1

ln

1

0 0

),(),(  

22. ∫ ∫∫ ∫
−

+
2

1

2

0

1

0 0

22

),(),(
хх

dyyxfdxdyyxfdx  

23. ∫ ∫∫ ∫
π

π

π
+

2/

4/

cos

0

4/

0

sin

0
),(),(

xx
dyyxfdxdyyxfdx  

24. ∫ ∫∫ ∫
−

−

− −−

+
0

1

01

2

0

2

),(),(
2 yy

dхyxfdуdхyxfdу  

25. ∫ ∫∫ ∫
−

+
2

1

2

0

1

0 0
),(),(

3 xx
dyyxfdxdyyxfdx  

26. ∫ ∫∫ ∫
−−−

+
2

3

4

0

3

0

42

0

22

),(),(
хx

dyyxfdxdyyxfdx  

27. ∫ ∫∫ ∫
−−−

+
2

1

0

2

1

0

0
),(),(

хх

dyyxfdxdyyxfdx  
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28. ∫ ∫∫ ∫
−

+
2

1

2

0

1

0 0

2

),(),(
хх

dyyxfdxdyyxfdx  

29. ∫ ∫∫ ∫
−

+
2

1

2

0

1

0 0

2

),(),(
уу

dхyxfdуdхyxfdу  

30. ∫ ∫∫ ∫
−

+
2

1

2

0

1

0 0
),(),(

хх
dyyxfdxdyyxfdx  

31. ∫ ∫∫ ∫
−

−−−

−

−
+

0

3

42

0

3

2

4

0

22

),(),(
хх

dyyxfdxdyyxfdx  

32. ∫ ∫∫ ∫
−

−

−

+
+

0

1 0

1

2

2

0

2

),(),(
хх

dyyxfdxdyyxfdx  

33. ∫ ∫∫ ∫
−

−−

−
+

1

0

4

4

0

2

4

0

2

2

2

),(),(
х

xx

х
dyyxfdxdyyxfdx  

34. ∫ ∫∫ ∫
π

π

π
+

2/

4/

ctg

0

4/

0

tg

0

),(),(
xx

dyyxfdxdyyxfdx .  

 
 
 

Пример выполнения задания 1 
 

Написать уравнения линий, ограничивающих область интегриро-
вания, и изменить порядок интегрирования  

∫ ∫∫ ∫
−

+
5

2

6

1

2

0

2

1
),(),(

yy

dxyxfdydxyxfdy .  

 
Решение. Линии ограничивающие область:  

если [ ]2;0∈y , то yx 21 ≤≤ ; 

если [ ]5;2∈y , то yx −≤≤ 61 .  
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Сделаем рисунок.  

 
 

Так как yx 21 ≤≤ , то 
⎩
⎨
⎧

≥
≥

xy
x

2log
1

 при 20 ≤≤ y . 

Так как yx −≤≤ 61 , то 
⎩
⎨
⎧

−≤
≥

xy
x

6
1

 при 52 ≤≤ y .  

Изменив порядок интегрирования получим: ( )∫∫
− x

x
dyyxfdx

6

log

4

1 2

; .  

Ответ: ( )∫∫
− x

x
dyyxfdx

6

log

4

1 2

; .  

 
 

Задание 2  
 

Вычислить двойной интеграл по области s , ограниченной задан-
ными линиями.  
 
1. ( )∫∫ +

s
dydxyxyx ;1612 3322  xyxyxs −=== ,,1: 2  

2. ( )∫∫ +
s

dydxyxyx ;489 3322  2,,1: xyxyxs −===  

3. ( )∫∫ −
s

dydxyxyx ;9636 3322  33 ,,1: xyxyxs −===  

4. ( )∫∫ +
s

dydxyxyx ;3218 3322  33,,1: xyxyxs −===  

xy −= 6  

x  

y

4 1 0 

5 

2 
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5. ( )∫∫ +
s

dydxyxyx ;4827 3322  32 ,,1: xyxyxs −===  

6. ( )∫∫ +
s

dydxyxyx ;3218 3322 . 23 ,,1: xyxyxs −===  

7. ( )∫∫ +
s

dydxyxyx ;3218 3322  xyxyxs −=== ,,1: 3  

8. ( )∫∫ +
s

dydxyxyx ;4827 3322 . 3,,1: xyxyxs −===  

9. ( )∫∫ +
s

dydxyxxy ;34 22  xyxyxs −=== ,,1: 2  

10. ( )∫∫ +
s

dydxyxxy ;912 22 . 2,,1: xyxyxs −===  

11. ( )∫∫ +
s

dydxyxxy ;98 22  33 ,,1: xyхyxs −===  

12. ( )∫∫ +
s

dydxyxxy ;1824 22 . 33,,1: xyxyxs −===  

13. ( )∫∫ +
s

dydxyxxy ;2712 22  32 ,,1: xyxyxs ===  

14. ( )∫∫ +
s

dydxyxxy ;188 22  23 ,,1: xyxyxs −===  

15. ∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

s
dydxyxxy ;

11
9

5
4 22  xyxyxs −=== ,,1: 3  

16. ∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

s
dydxyxxy ;9

5
4 22  3,,1: xyxyxs −===  

17. ( )∫∫ −
s

dydxyxxy ;4824 33  xyxyxs −=== ,,1: 2  

18. ( )∫∫ +
s

dydxyxxy ;246 33  2,,1: xyxyxs −===  

19. ( )∫∫ +
s

dydxyxxy ;164 33  33 ,,1: xyxyxs −===  
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20. ( )∫∫ +
s

dydxyxxy ;164 33  33,,1: xyxyxs −===  

21. ( )∫∫ +
s

dydxyxxy ;1644 33  32 ,,1: xyxyxs −===  

22. ( )∫∫ +
s

dydxyxxy ;1764 33 . 23 ,,1: xyxyxs −===  

23. ( )∫∫ −
s

dydxyxxy ;4 33  xyxyxs −=== ,,1: 3  

24. ( )∫∫ +
s

dydxyxxy ;1764 33  3,,1: xyxyxs −===  

25. ∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

s
dydxyxyx ;

3
256 4422  xyxyxs −=== ,,1: 2  

26. ( )∫∫ +
s

dydxyxyx ;259 4422  2,,1: xyxyxs −===  

27. ∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

s
dydxyxyx ;

3
503 4422  33 ,,1: xyxyxs −===  

28. ( )∫∫ +
s

dydxyxyx ;259 4422  33,,1: xyxyxs −===  

29. ( )∫∫ +
s

dydxyxyx ;15054 4422  32 ,,1: xyxyxs −===  

30. ( )∫∫ −
s

dydxyxxy ;9 55  23 ,,1: xyxyxs −===  

31. ( )∫∫ +
s

dydxyxyx ;15054 4422  xyxyxs −=== ,,1: 3  

32. ( )∫∫ −
s

dydxyxyx ;25 4422  xyxyxs −=== ,,1: 2  

33. ( )∫∫ +
s

dydxyxyx ;25 4422  xyxys == ,: 2  

34. ( )∫∫ −
s

dydxyxyx ;15054 4422  1,,: 22 =−== xxyxys .  
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Пример выполнения задания 2 
 
 

Вычислить двойной интеграл по области s , ограниченной задан-
ными линиями: 

( )∫∫ +
s

dydxyxxy ;9 552    1,,: 33 =−== xxyxys . 

 
Решение. Сделаем рисунок области s .  

 
 

( ) ( )

.
9
2

9
2

3
2

6
9

3

99

1

0

1

0

32
1

0

653

1

0

552552

3

3

3

3

===⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

=+=+

∫∫

∫∫ ∫ ∫

−

−

xdxxdxyxxy

dyyxxydxdydxyxxy

x

x

s

x

x
 

 

Ответ: 
9
2 .  

 

x  0 

y

1 

1 

1−
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Задание 3  
 

Вычислить двойной интеграл по заданной области.  
 
1. ∫∫ ⋅

s

ху dydxеу ;2/  4,2,3ln,2ln: ==== xxyys  

2. ∫∫
s

dydxxyу ;
2

sin2  
2

,,0: xyyxs =π==  

3. ∫∫
s

dydxxyу ;cos  2,1,,
2

: ==π=π= xxyys  

4. ∫∫ −⋅
s

xy dydxeу ;4/2  xyyxs === ,2,0:  

5. ∫∫
s

dydxxyу ;sin  2,1,,
2

: ==π=π= xxyys  

6. ∫∫
s

dydxxyу ;
2

cos2  
2

,
2

,0: xyyxs =π==  

7. ∫∫ ⋅
s

xy dydxeу ;4 2  1,
2
1,4ln,3ln: ==== xxyys  

8. ∫∫
s

dydxxyу ;sin4 2  xyyxs =π== ,
2

,0:  

9. ∫∫
s

dydxxyу ;2cos  1,
2
1,,

2
: ==π=π= xxyys  

10. ∫∫
−

⋅
s

xy

dydxeу ;82  
2

,2,0: xyyxs ===  

11. ∫∫ ⋅
s

dydxxyу ;2sin12  3,2,
2

,
4

: ==π=π= xxyys  

12. ∫∫
s

dydxxyу ;cos2  xyyxs =π== ,,0:  

13. ∫∫ ⋅
s

ху dydxеу ;4/  8,4,3ln,2ln: ==== xxyys  
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14. ∫∫
s

dydxxyу ;2sin4 2  xyyxs 2,2,0: =π==  

15. ∫∫
s

dydxxyу ;2cos2  2,1,
2

,
4

: ==π=π= xxyys  

16. ∫∫ −⋅
s

xy dydxeу ;2/2  xyyxs === ,2,0:  

17. ∫∫
s

dydxxyу ;sin  1,
2
1,2,: ==π=π= xxyys  

18. ∫∫
s

dydxxyу ;2cos2  
2

,
2

,0: xyyxs =π==  

19. ∫∫ ⋅
s

ху dydxеу ;8 4  
2
1,

4
1,4ln,3ln: ==== xxyys  

20. ∫∫
s

dydxxyу ;
2

sin3 2  
3

2,
3

4,0: xyyxs =π==  

21. ∫∫
s

dydxxyу ;cos  1,
2
1,3,: ==π=π= xxyys  

22. ∫∫ −⋅
s

xy dydxeу ;2/2  
2

,1,0: xyyxs ===  

23. ∫∫
s

dydxxyу ;2sin  2,
2
1,

2
3,

2
: ==π=π= xxyys  

24. ∫∫
s

dydxxyу ;cos2  xyyxs 2,,0: =π==  

25. ∫∫ ⋅
s

ху dydxеу ;6 3/  6,3,3ln,2ln: ==== xxyys  

26. ∫∫
s

dydxxyу ;
2

sin2  xyyxs =π== ,,0:  

27. ∫∫
s

dydxxyу ;2cos  2,
2
1,

2
3,

2
: ==π=π= xxyys  

28. ∫∫ −⋅
s

xy dydxeу ;8/2  xyyxs 2,4,0: ===  
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29. ∫∫
s

dydxxyу ;sin3  3,1,3,
2

: ==π=π= xxyys  

30. ∫∫
s

dydxxyу ;
2

cos2  xyyxs =π== ,2,0:  

31. ∫∫ ⋅
s

ху dydxеу ;12 6  
3
1,

6
1,4ln,3ln: ==== xxyys  

32. ∫∫
s

dydxxyу ;sin2  xyyxs 2,2,0: =π==  

33. ∫∫
s

dydxxyx ;cos  π=π=== xxyys ,3,1,
2
1:  

34. ∫∫
s

dydxxyx ;cos2  xyxxs
2
1,,0: =π== .  

 
 

Пример выполнения задания 3 
 

Вычислить двойной интеграл по заданной области. 

∫∫
s

dydxxyx ;sin6    π=π=== 3,
2

,3,1: xxyys . 

 
Решение. Сделаем рисунок области s .  
 

 

( ) ( ) ( )( )∫∫∫ ∫ ∫
π

π

π

π
=−==

3

2

3

1

3

2

3

1

cos16sin6sin6 dxxy
x

xdyxyxdxdydxxyx
s

 

2
π  x  

y

π3  

1 

3 
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( ) ( ) .8620sin63sin2cos63cos6 3

2

3

2

−=++−=+−=+−= π
π

π

π
∫ xxdxxx  

Ответ: 8− .  
 
 
 

Задание 4  
 

С помощью двойного интеграла найти площадь фигуры, ограни-
ченной данными линиями.  

1. yxyx 2,8 2 =−=  2. 16,
2
1,

2
=== x

x
yxy  

3. yxyx 4,5 2 −=−=  4. 9,
2
3,

2
3 === x

x
yxy  

5. xyxy 8,20 2 −=−=  6. xyxy 4,32 2 −=−=  

7. 4,3,3 === x
x

yxy  8. хy = ,     16,1 == x
x

y  

9. yxyx 6,27 2 −=−=  10. xyxy 5,24 2 =−=  

11. 4,
2
3,

2
3 === x

x
yxy  12. 9,3,3 === x

x
yxy  

13. xyxy 10,11 2 −=−=  14. 3,1,3,2 ==== yyey
x

y x  

15. 4,3,4,3 ==== yyey
x

y x  

16. 22 366,36 yxуx −−=−=  

17. ( )06,72 222 ≤−==+ yxyyx  

18. 8,3,8,3 ==== yyey
x

y x  

19. ( )06,12 222 ≤=−=+ yxyyx  
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20. 212 хy −= ,     21232 хy −−= ,     ( )00 ≥= xx  

21. 224 хy −= ,     232 xy = ,     ( )00 ≥= xx  

22. ( )00,cos,sin ≥=== xxxyxy  

23. 218 хy −= ,     21823 xy −−=  

24. 5,2,5,2 ==== yyey
x

y x  

25. ( )023,36 222 ≥==+ yxyyx  

26. 2366 хy −−= ,     236 хy −= ,     ( )00 ≥= xx  

27. 272 уx −= ,     26 yx = ,     ( )00 ≥= yy  

28. xey
x

y 7,2 == ,     7,2 == yy  

29. 26 хy −= ,     266 хy −−=  

30. ( )00,cos,sin ≤=== xxxyxy  

31. 6,1,6,1 ==== yyey
x

y x  

32. ( )06,12 222 ≥==+ xyxyx  

33. ( )03,422 ≥==+ yxyyx  

34. 1,
2
1,1, ==== yy

y
xey x .  

 
 

Пример выполнения задания 4 
 

С помощью двойного интеграла найти площадь фигуры, ограни-
ченной данными линиями: 

exx
x

yxy ==−== ,1,1, . 
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Решение. Сделаем рисунок: 
 

 
 

∫ ∫
−

=
e x

x

dydxS
1 1

. 

( ) ( ) ( )
3

120
3
21

3
2ln

3
21 3

1

3

11 1

+=−−+=+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +== ∫∫ ∫

−

eeexxdx
x

xdydxS e
ee x

x

 

Ответ: 
3

12 += eeS .  

 
 
 

Задание 5  
 

При помощи двойного интеграла вычислить объем тела, ограни-
ченного данными поверхностями.  
 
1. ,216 хy =      ,2хy =      2,0 =+= zxz  

2. хy 5= ,     
3

5xy = ,     
3

55,0 xzz +==  

3. 0,,222 ===+ yxyyx ,     xzz 15,0 ==  

x  0 

y

4 

2 
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4. xyyx ==− ,2 ,     0,12 == zyz  

5. уx 220= ,     уx 25= ,     
2
1,0 =+= yzz  

6. 
6

5
,

2
5 yx

y
x == ,     

)3(6
5,0

y
zz

+
==  

7. 0,,222 ===+ xxyyx ,     yzz 30,0 ==  

8. yxyx ==+ ,2 ,     0,
5

12 == zxz  

9. ,217 хy =      ,22 хy =      
2
1,0 =+= zxz  

10. 
9

5,
3

5 xyxy == ,     ( )
9

35,0 xzz +==  

11. 0,2,822 ===+ yxyyx ,     
11

15,0 xzz ==  

12. xyyx 2,4 ==− ,     0,3 == zyz  

13. 
18
5

,
6

5 yx
y

x == ,     
( )

18
35

,0
y

zz
+

==  

14. уx 219= ,     уx 24= ,     2,0 =+= yzz  

15. 0,2,822 ===+ xyxyx ,     
11

30,0 yzz ==  

16. yxyx 2,4 ==+ ,     0,
5

3 == zxz  

17. ,36 хy =      ,3хy =      3,0 =+= zxz  

18. 
18
5,

6
5 xyxy == ,     ( )

18
35,0 xzz +==  

19. 0,3,1822 ===+ yxyyx ,     
11
5,0 xzz ==  

20. xyyx 3,6 ==− ,     0,4 == zyz  
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21. yx 37= ,     yx 3= ,     3,0 =+= yzz  

22. 
9

5,
3

5 yx
y

x == ,     
( )

9
35

,0
y

zz
+

==  

23. 0,3,1822 ===+ xyxyx ,     
11

10,0 yzz ==  

24. 6=+ yx ,     yx 3= ,     0,
5

4 == zxz  

25. ,15хy =      xy 15= ,     ( )xzz +== 115,0  

26. 0,5,5022 ===+ yxyyx ,      
11
3,0 xzz ==  

27. xyyx 4,8 ==− ,     0,3 == zyz  

28. уx 216= ,     уx 2= ,     0,2 ==+ zyz  

29. уx 15= ,     yx 15= ,     ( )yzz +== 115,0  

30. 0,5,5022 ===+ xyxyx ,     0,
11
6

== zyz  

31. уx 217= ,     уx 22= ,     
2
1,0 =+= yzz  

32. ,220 хy =      ,25 хy =      
2
1,0 =+= yzz  

33. 0,,2522 ≥==+ xyxyx ,     
6

5,0 xzz ==  

34. 0,5,1022 ===+ xyxyx ,     yzz 2,0 == .  

 
 

Пример выполнения задания 5 
 

При помощи двойного интеграла вычислить объем тела, ограни-
ченного данными поверхностями. 

,хy =      xy 2= ,     xzz −==
2
1,0 . 
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Решение. Сделаем проекцию данного тела на плоскость Oxy . Для 

этого построим кривые xyxy 2, ==  и прямую 
2
1=x   ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =− 0

2
1 x .  

 

 
 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++−=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

∫ ∫

∫ ∫ ∫∫∫

2
1

0

2
1

0

2
1

0

2

2

2
1

0

2
1

2
12

2
1

2
1

2
1

dxxxxdxxxxxxx

dxyxydyxdxdydxxV
x

x

x

x
s

 

.
215

1
15
2

22
1

3
1

5
1

22
1

2
1

2
1

3
1

2
1

4
1

5
2

3
1

5
2 2

1

0

2
3

2
5

=⋅=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⋅+⋅−=+−= xx

 

 

Ответ: 
215

1=V .  

 
 
 

1 0 

1 

2 

1/2 x  

y
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Задание 6  
 

Вычислить двойной интеграл, переходя к полярным координатам.  
 
1. ( )∫∫ +

s
dydxyx ;4 22  

 02: 22 =+− xyys , 04 22 =+− xyy , ( )0,0,0,0 ≥≥== yxyx  

2. ∫∫
+s yx

dydx ;
22

 

 04: 22 =+− yxxs , 08 22 =+− yxx , 
3

,0 xyy == , ( )0,0 ≥≥ yx  

3. ∫∫
+s yx

dydx ;
22

 

 06: 22 =+− xyys ,  08 22 =+− xyy ,  xyx 3,0 ==  

4. ∫∫ +
s

dydxyx ;9 22  

 0: 22 =+− xyys ,  02 22 =+− xyy ,  ( )0,0,0 ≥== xyx  

5. ∫∫ +s
dydx

yx
х ;8

22  

 08: 22 =+− xyys ,  010 22 =+− xyy ,  xyy == ,0  

6. ∫∫ +s
dydx

yx
у ;4

22  

 04: 22 =+− yxxs ,  08 22 =+− yxx ,  xyy == ,0  

7. ∫∫ +s
dydx

yx
х ;2

22  

 0: 22 =+− xyys ,  02 22 =+− xyy ,  ( )0,0,0 ≥== xxy  
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8. ∫∫
+s yx

dydx ;
22

 

 08: 22 =+− yxxs ,  010 22 =+− yxx ,  0,
3

== xxy  

9. ∫∫ +s
dydx

yx
х ;2

22  

 02: 22 =+− yxxs ,  08 22 =+− yxx ,  ( )0,0,0 ≥== yxy  

10. ∫∫
+s

dydx
yx

х ;6
22

 

 0: 22 =+− xyys ,  03 22 =+− xyy ,  
3

,0 xyy ==  

11. ∫∫
+

−

s
dydx

yx

х ;1
22

 

 0: 22 =+− xyys ,  07 22 =+− xyy ,  ( )0,0,0 ≥== xxy  

12. ∫∫
+s

dydx
yx

у ;16
22

 

 03: 22 =+− yxxs ,  06 22 =+− yxx ,  xyy 3,0 ==  

13. ∫∫
+s

dydx
yx

х ;
22

 

 0: 22 =+− xyys ,  07 22 =+− xyy ,  0,
3

== xxy  

14. ∫∫ +s
dydx

yx
у ;2

22  

 0: 22 =+− yxxs ,  03 22 =+− yxx ,  0, == xxy  
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15. ∫∫
+s

dydx
yx

у ;2
22

 

 0: 22 =+− yxxs ,  05 22 =+− yxx ,  0,3 == xxy  

16. ∫∫
+

+

s
dydx

yx

х ;1
22

 

 0: 22 =+− xyys ,  05 22 =+− xyy ,  ( )0,0,0 ≥== xxy  

17. ∫∫ +
s

dydxyx ;
11
8 22  

 03: 22 =+− xyys ,  06 22 =+− xyy ,  0,3 == xxy  

18. ∫∫
+

−

s
dydx

yx

у ;1
22

 

 08: 22 =+− yxxs ,  010 22 =+− yxx ,  ( )0,0,0 ≥≥= yxy  

19. ∫∫
+

−

s
dydx

yx

х ;23
22

 

 0: 22 =+− xyys ,  05 22 =+− xyy ,  ( )0,0,0 ≥== xxy  

20. ∫∫
+

−

s
dydx

yx

х ;41
22

 

 02: 22 =+− xyys ,  022 22 =+− xyy ,  xyy == ,0  

21. ∫∫
+

+

s
dydx

yx

у ;61
22

 

 0: 22 =+− yxxs ,  02 22 =+− yxx ,  ( )0,0,0 ≥== yxy  

22. ∫∫
+

−

s
dydx

yx

у ;2
22

 

 08: 22 =+− yxxs ,  010 22 =+− yxx ,  ( )0,0,0 ≥== yxy  
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23. ∫∫ +
+

s
dydx

yx
ух ;22  

 02: 22 =+− xyys ,  010 22 =+− xyy ,  xyy == ,0  

24. ∫∫ +
−

s
dydx

yx
ух ;22  

 0: 22 =+− yxxs ,  09 22 =+− yxx ,  xyy == ,0  

25. ∫∫ +s
dydx

yx
ху ;8

22  

 0: 22 =+− yxxs ,  07 22 =+− yxx ,  xyy 3,0 ==  

26. ∫∫ +s
dydx

yx
ху ;32

22  

 03: 22 =+− yxxs ,  09 22 =+− yxx ,  0,3 == xxy  

27. ∫∫ +s
dydx

yx
ху ;22  

 0: 22 =+− xyys ,  05 22 =+− xyy ,  ( )0,0,0 ≥== xxy  

28. ∫∫
+s

dydx
yx

ху ;
)( 322

 

 03: 22 =+− xyys ,  06 22 =+− xyy ,  ( )0,0,0 ≥== xxy  

29. ∫∫ +
−

s
dydx

yx
ух ;)(8
22  

 02: 22 =+− yxxs ,  04 22 =+− yxx ,  xyy == ,0  

30. ∫∫
+s

dydx
yx

ху ;
)( 322

 

 0: 22 =+− xyys ,  025 22 =+− xyy ,  
3

,0 xyy ==   
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31. ∫∫
+s

dydx
yx

у ;
)( 322

2
 

 04: 22 =+− yxxs ,  010 22 =+− yxx ,  ( )0,0,0 ≥== yxy  

32. ∫∫ +s
dydx

yx
ху ;8

22  

 0: 22 =+− xyys ,  025 22 =+− xyy ,  0,
3

== xxy  

33. ∫∫ +s
dydx

yx
ху ;22  

 02: 22 =+− yxxs ,  04 22 =+− yxx ,  xyxy 3, ==  

34. 
( )∫∫

+s
dydx

yx

ху ;2
322

 

 02: 22 =+− yyxs ,  04 22 =+− yyx ,  xyxy 3,
3

== .  

 
 
 

Пример выполнения задания 6 
 

Вычислить двойной интеграл, переходя к полярным координатам: 

( )∫∫
+s

dydx
yx

ху
322

4  

06: 22 =+− yxxs   010 22 =+− yxx   xyxy == ,
3

. 

 
Решение.  

Сделаем рисунок области S : ( ) ( ) 25593 2222 =+−=+− yxyx .  
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Сделаем замену:  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

ϕ=

ϕ=

,sin

,cos

ry

rx
      xyxy == ,

3
1 .  

Якобиан преобразования rI = . Найдем новые пределы интегри-
рования:  

4
,1tg;

6
,

3
1tg π=ϕ=ϕπ=ϕ=ϕ .  

Подставляя замену в уравнение окружности, получим:  

0cos6

0sincos6cos

2

2222

=ϕ−

=ϕ+ϕ−ϕ

rr

rrr
 

ϕ== cos6,0 rr .  

ϕ==

=ϕ+ϕ−ϕ

cos10,0

0sincos10cos 2222

rr

rrr
.  

( )
=ϕϕ=ϕϕϕ=

+
∫∫∫∫∫∫
DDs

ddrdrdr
r

r

yx

dydxxy
2sin2sincos44

3

2

322
 

x  

y

0 

α  

3 5 

3 

5 



Тема 4. Функции нескольких переменных 

 228

.2
3
432cos2sin82sin2

4

6

4

6

cos10

cos6
−=ϕϕϕ=ϕϕ= ∫∫ ∫

π

π

π

π

ϕ

ϕ

ddrd  

Ответ: 2
3
432 − .  

 
 
 

Задание 7  
 

Пластинка s  задана ограничивающими ее кривыми, ( )yx,ρ=ρ  – 
поверхностная плотность. Найти массу пластинки.  
 

1. 
22

2
ух
ух

+
+

=ρ ; 

 ( )0,00,0,25,1: 2222 ≥≥===+=+ yxyxyxyxs . 

2. 
22 ух
ух

+
+

=ρ ; 

 ( )0,00,0,4,1: 2222 ≥≥===+=+ yxyxyxyxs . 

3. 
22

2
ух
ух

+
−

=ρ ; 

 ( )0,00,0,25,16: 2222 ≥≥===+=+ yxyxyxyxs . 

4. 
22

52
ух
ух

+
+

=ρ ; 

 ( )0,00,0,16,9: 2222 ≥≥===+=+ yxyxyxyxs . 

5. 
22

4
ух
ух

+
+

=ρ ; 

 ( )0,00,0,16,4: 2222 ≥≥===+=+ yxyxyxyxs . 
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6. 
22 ух
ух

+
+

=ρ ; 

 ( )0,00,0,25,1: 2222 ≥≥===+=+ yxyxyxyxs . 

7. 
22

2
ух
ух

+
+

=ρ ; 

 ( )0,00,0,9,1: 2222 ≥≥===+=+ yxyxyxyxs . 

8. 
22

32
ух
ух

+
−

=ρ ; 

 ( )0,00,0,25,4: 2222 ≤≥===+=+ yxyxyxyxs . 

9. 
22 ух
ух

+
+

=ρ ; 

 ( )0,00,0,9,4: 2222 ≥≥===+=+ yxyxyxyxs . 

10. 22 ух
ух

+
+=ρ ; 

 ( )0,00,0,9,1: 2222 ≥≥===+=+ yxyxyxyxs . 

11. 
22

3
ух
ух

+
+

=ρ ; 

 ( )0,00,0,25,9: 2222 ≥≥===+=+ yxyxyxyxs . 

12. 
22

2
ух
ху

+
−

=ρ ; 

 ( )0,00,0,25,9: 2222 ≥≤===+=+ yxyxyxyxs . 

13. 
22

3
ух
ух

+
−

=ρ ; 

 ( )0,00,0,25,16: 2222 ≥≥===+=+ yxyxyxyxs . 

14. 
22

32
ух
ху

+
−

=ρ ; 
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 ( )0,00,0,16,4: 2222 ≥≤===+=+ yxyxyxyxs . 

15. 
22

3
ух
ух

+
+

=ρ ; 

 ( )0,00,0,16,9: 2222 ≤≥===+=+ yxyxyxyxs . 

16. 
22

52
ух
ху

+
−

=ρ ; 

 ( )0,00,0,16,9: 2222 ≥≤===+=+ yxyxyxyxs . 

17. 
22

2
ух
ух

+
+

=ρ ; 

 ( )0,00,0,9,1: 2222 ≥≥===+=+ yxyxyxyxs . 

18. 
22

3
ух
ух

+
+

=ρ ; 

 ( )0,00,0,16,1: 2222 ≥≥===+=+ yxyxyxyxs . 

19. 
22

2
ух
ух

+
+

=ρ ; 

 ( )0,00,0,4,1: 2222 ≤≥===+=+ yxyxyxyxs . 

20. 
22

2
ух
ух

+
+

=ρ ; 

 ( )0,00,0,4,1: 2222 ≥≥===+=+ yxyxyxyxs . 

21. 22
3
ух
ух

+
+=ρ ; 

 ( )0,00,0,25,9: 2222 ≥≤===+=+ yxyxyxyxs . 

22. 
22

2
ух
ух

+
−

=ρ ; 

 ( )0,00,0,9,1: 2222 ≤≥===+=+ yxyxyxyxs . 
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23. 
22

2
ух
ху

+
−

=ρ ; 

 ( )0,00,0,9,4: 2222 ≥≤===+=+ yxyxyxyxs . 

24. 22
4
ух
ух

+
−=ρ ; 

 ( )0,00,0,25,1: 2222 ≤≥===+=+ yxyxyxyxs . 

25. 22 ух
ух

+
−=ρ ; 

 ( )0,00,0,25,4: 2222 ≤≥===+=+ yxyxyxyxs . 

26. 
22

3
ух
ух

+
−

=ρ ; 

 ( )0,00,0,16,4: 2222 ≤≥===+=+ yxyxyxyxs . 

27. 22
3
ух
ху

+
+=ρ ; 

 ( )0,00,0,16,9: 2222 ≤≥===+=+ yxyxyxyxs . 

28. 
22

4
ух
ху

+
−

=ρ ; 

 ( )0,00,0,9,4: 2222 ≥≤===+=+ yxyxyxyxs . 

29 22 ух
ух

+
+=ρ ; 

 ( )0,00,0,25,9: 2222 ≥≥===+=+ yxyxyxyxs . 

30. 
22

2
ух
ху

+
−

=ρ ; 

 ( )0,00,0,9,4: 2222 ≥≤===+=+ yxyxyxyxs . 

31. 22
3
ух
yx

+
+=ρ ; 

 )0,0(16,1: 2222 ≥≥=+=+ yxyxyxs . 
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32. 22
3
ух
ху

+
+=ρ ; 

 ( )0,016,4: 2222 ≤≥=+=+ yxyxyxs . 

33. 22 ух
yx

+
+=ρ ; 

 ( )0,036,16: 2222 ≥≥=+=+ yxyxyxs . 

34. 22
3

ух
yx

+
−=ρ ; 

 ( )0,016,9: 2222 ≥≥=+=+ yxyxyxs . 

 
 
 

Пример выполнения задания 7 
 

Пластинка s  задана ограничивающими ее кривыми, ( )yx,ρ=ρ  – 
поверхностная плотность. Найти массу пластинки. 

22
2
ух
yx

+
+=ρ    ( )0,04,1: 2222 ≥≥=+=+ yxyxyxs . 

 
Решение. Для того, чтобы найти массу пластинки необходимо 

вычислить интеграл: ( )∫∫ρ=
s

dydxyxm ; . Сделаем рисунок области S : 

 

 
 

1 

0 

2 

2 1 x 

y 
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Перейдем к полярным координатам: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

ϕ=

ϕ=

,sin

,cos

ry

rx
 где [ ]2;1,

2
;0 ∈⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ π∈ϕ r . 

( ) 3sin2cossin2cos 2

1

2

0
2 =ϕ+ϕϕ=ϕϕ+ϕ= ∫∫∫∫

π

drddrdr
r

rrm
D

.  

Ответ: 3=m .  
 
 

Задание 8  
 

Вычислить тройной интеграл по области, ограниченной заданными 
поверхностями.  
 
1. ∫∫∫

Т
dzdydxх ;  

 .0,,1,0,10: ===== zxyzxyxyT  

2. ;

843
1

4∫∫∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++Т zух

dzdydx  

 .0,0,0,1
843

: ====++ zyxzyхT  

3. ( )∫∫∫ +
Т

dzdydxzy ;15 22  

 .0,0,0,1,: ====++= zyxxyyxzT  

4. ( )∫∫∫ +
Т

dzdydxyх ;43  

 ( ) .0,5,1,0,: 22 =+==== zyxzxyxyT  

5. ( ) ;21 3∫∫∫ +
Т

dzdydxх  

 .0,,1,0,9: ===== zxyzxyxyT  
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6. ( ) ;5427 3∫∫∫ +
Т

dzdydxу  

 .0,,1,0,: ===== zxyzxyxyT  

7. ∫∫∫
Т

dzdydxу ;  

 .0,,1,0,15: ===== zxyzxyxyT  

8. ;

3816
1

5∫∫∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++Т zух

dzdydx  

 .0,0,0,1
3816

: ====++ zyxzyxT  

9. ( )∫∫∫ +
Т

dzdydxух ;3 22  

 .0,0,0,1,10: ====+= zyxxyyzT  

10. ( )∫∫∫ +
Т

dzdydxzх ;3015  

 .8,0,,0,3: 22 ====+= xyxyzyxzT  

11. ( )∫∫∫ +
Т

dzdydxz ;84 3  

 .0,,1,0,: ===== zxyzxyxyT  

12. ( )∫∫∫ +
Т

dzdydxх ;21 3  

 .0,,1,0,36: ===== zxyzxyxyT  

13. ∫∫∫
Т

dzdydxхz ;21  

 .0,,2,0,: ===== zxyzxyxyT  

14. ;

3810
1

6∫∫∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++Т zух

dzdydx  
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 .0,0,0,1
3810

: ====++ zyxzyхT  

15. ( )∫∫∫ +
Т

dzdydxух ;3 22  

 .0,0,0,1,10: ====+= zyxxyxzT  

16. ( )∫∫∫ +
Т

dzdydxzу ;9060  

 .0,,1,0,: 22 =+==== zyxzxyxyT  

17. ∫∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

Т
dzdydxx ;

3
5

3
10  

 .0,,1,0,9: ===== zxyzxyxyT  

18. ( )∫∫∫ +
Т

dzdydxz ;189  

 .0,,1,0,4: ===== zxyzxyxyT  

19. ∫∫∫
Т

dzdydxу ;3 2  

 .0,,2,0,2: ===== zxyzxyxyT  

20. ;

642
1

4∫∫∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++Т zух

dzdydx  

 .0,0,0,1
642

: ====++ zyxzyхT  

21. ∫∫∫
Т

dzdydxх ;2  

 ( ) .0,0,0,1,310: ====++= zyxxyyxxzT  

22. ( )∫∫∫ +
Т

dzdydxzу ;128  

 .0,23,1,0,: 22 =+==== zyxzxyxyT  
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23. ( )∫∫∫ +
Т

dzdydxy ;2163  

 .0,,1,0,: ===== zxyzxyxyT  

24. ( )∫∫∫ +
Т

dzdydxух ;  

 .0,6030,1,0,: 22 =+==== zyxzxyxyT  

25. ;

1646
1

5∫∫∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++Т zух

dzdydx  

 .0,0,0,1
1646

: ====++ zyxzyхT  

26. ∫∫∫
Т

dzdydxхуz ;  

 .0,,2,0,: ===== zxyzxyxyT  

27. ∫∫∫
Т

dzdydxу ;2  

 ( ) .0,0,0,1,310: ====++= zyxxyyxxzT  

28. ∫∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

Т
dzdydxzх ;

2
35  

 .0,15,1,0,: 22 =+==== zyxzxyxyT  

29. ( )∫∫∫ +
Т

dzdydxух ;4 22  

 ( ) .0,0,0,1,220: ====++= zyxyxyxzT  

30. ;

538
1

6∫∫∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++Т zух

dzdydx  

 .0,0,0,1
538

: ====++ zyxzyхT  
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31. ∫∫∫
Т

dzdydxzx ;2  

 .0,,2,0,3: ===== zxyzxyxyT  

32. ∫∫∫
Т

dzdydxz ;3  

 .0,,2,0,3: ===== zxyzxyxyT  

33. ∫∫∫
Т

dzdydxxz ;2  

 .,2,0,: xyzxyxyT ====  

34. ∫∫∫
Т

dzdydxxyz ;  

 .,3,0,4: xyzxyxyT ====  

 
 
 

Пример выполнения задания 8 
 

Вычислить тройной интеграл по области, ограниченной заданными 
поверхностями. 

∫∫∫
Т

dzdydxxz ;    .,4,0,2: xyzxyxyT ====  

 
Решение. Сделаем рисунок области на плоскости xOy .  

 

 

x  

y

0 4 
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.
5

1024
5
1

4
2
1

2
1

2
1

4

0

5
4

0

4

2
4

0

2
2

0

2
4

00

2

0

4

0

===

=⋅===

∫

∫∫∫∫∫∫ ∫∫∫

xdxx

dxxxdyyxdxdzxzdydxdzdydxxz
x

Т

xyx

 

 

Ответ: 
5

1024 .  
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ТЕМА  5 
 
РЯДЫ 
 
 
 
 
 

5.1. Числовые ряды 
 
 

Задание 1 
 
Исследовать ряд на сходимость, пользуясь признаками сравнения.  

 

1. ∑
∞

=1 5
1

п
пn

 2. ∑
∞

= +
+

1
3

2

1
1

п n
п  3. ∑

∞

= +1 32
1

п
п

 

4. 
( )∑

∞

= −1
225

1

п п
 5. ∑

∞

= +1 45 4 1

1

п пn
 6. ∑

∞

=

π

1 4
sin2

п
n

п  

7. ( )∑
∞

= +
+

1
2

2

22
4

п
nn

n  8. ∑
∞

= −1
23

1

п
n n

 9. ∑
∞

= +
+

1
4

2

1
1

п n
n  

10. ∑
∞

=

+

1
3

12

п п
п  11. ∑

∞

=1

2sin

п nn
nn  12. ∑

∞

=
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

+
+

1

2

232
32

п п
п  

13. ∑
∞

= −⋅1 243
1

п
п

 14. ∑
∞

=

+

1
3

2sin1

п n
n  15. ∑

∞

= +110п
п n
n  

16. ∑
∞

= +
+

1 sin3
cos2

п
п n

nn  17. 
( )∑

∞

= +
+

1
22 1

12

п nn
n  18. ∑

∞

=1

1sin1

п nn
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19. ( )∑
∞

= +1
2

12

4

п n

n
 20. ∑

∞

= +1
5

1sin
1

1

п nn
 21. ∑

∞

= +1 15
2

п
п

n
 

22. ∑
∞

= +1 5 2

1sin
п n

 23. ∑
∞

= +
−

1
3 4

53

п n
n  24. 

( )∑
∞

= +
+

1
22 1

12sin
п nn

n  

25. ( )( )∑
∞

= ++1

2

21
cos

п nnn
n  26. ∑

∞

= +
+

1 5
73

п
п n

n  27. ( )∑
∞

= −
+

1
2 12
cos2

п n
nn  

28. ∑
∞

= +
⋅

1
3

2

5
cos

п n
nn  29. ∑

∞

= +1
2

2

2
sin

п n
n  30. ∑

∞

=

+

1
22

2

sin
2

п nп
п  

31. 
( )

∑
∞

= +−1 3 2 212

1

п пп
 32. ∑

∞

= +1 2 ln2

1

п nпп
 

33. 
( )

∑
∞

= ++1 5 4 122п пп

n  34. 
( )∑

∞

= ⋅+
+

1
24
510

п nп
n .  

 
 
 

Пример выполнения задания 1 
 

Исследовать ряд 
( )∑

∞

= ⋅+
+

1
3

3

32
8

n
nn

n  на сходимость, пользуясь призна-

ками сравнения. 
 

Решение. 

( ) ( ) ( )
n

nnnn n
n

nnn
n

n
na ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⋅+
+<

⋅+++
+=

⋅+
+=

3
1

38
8

38126
8

32
8

3

3

23

3

3

3
.  

Так как ряд ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1 3
1

n

n

 является сходящимся, то по признаку срав-

нения исходный ряд сходится.  

Ответ: Ряд сходится.  
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Задание 2  
 

Исследовать ряд на сходимость, пользуясь признаком Даламбера.  
 

1. 
( )∑

∞

= −
+

1 !12
1

п
п п
п  2. 

( )
∑
∞

=1
2

2

2

!

п п

п
 3. ( )

( )∑
∞

=

+

+
+

1

21

!1
12

п

п

п
п  

4. ( )∑
∞

=

⋅

1 !2
!210

п

п

п
п

 5. 
( )

( )∑
∞

= +
+

1 532
!22

п
п п
п

 6. ( )∑
∞

= ⋅
+

1 !3
52

п
п п
п  

7. ( )∑
∞

= +
++

1
3

3

12
12

п
п п

пп  8. ( )∑
∞

=1 !2
3

п

п

п
 9. 

( )
∑
∞

=

−

1 !
!12

п п
п

 

10. 
( )

( )∑
∞

=1

32

!3
!4

п

п

п
п

 11. 
( )
( )∑

∞

=1

2

!2
!

п п
п

 12. 
( )∑

∞

=1 5!2
!

п
пп

п
 

13. ( )∑
∞

=

−

1

2

!
16

п

п

п
п  14. ( )∑

∞

= +1

2

!2п п
п  15. ( )∑

∞

= −1

2

!12
7

п

п

п
 

16. ( )∑
∞

= +1

3 2

!1
5

п

п

п
п  17. 

( )
( )∑

∞

=

+

1 !2
!15

п

п

п
п

 18. 
( )∑

∞

= +1 !24
3

п
п

п

п
 

19. ∑
∞

= +1 32
!2

п п
п

 20. 
( )

∑
∞

= ⋅
+

1
210
!23

п
п п
п

 21. ( )∑
∞

=

−

−
+

1

21

!1
54

п

п

п
п   

22. ∑
∞

= +1

3

23
!

п
п
пп

 23. 
( )
( )∑

∞

=

+

1 !3
!12!

п п
пп

 24. ( )
( )∑

∞

=

−⋅

1 !2
13...52

п п
п   

25. ( )
( )∑

∞

= −⋅⋅
−⋅⋅

1 35...1272
23...741

п п
п   26. ( )∑

∞

= ⋅⋅
+⋅⋅

1
3...2781

16...19137

п п
п  

27. ( )
( )∑

∞

= −⋅⋅
−⋅⋅

1
2222 23...741

26...16104

п п
п  28. 

( )
( )( )∑

∞

= +1

2

!213
!

п пп
п

 

29. 
( )

( )∑
∞

= +
−⋅⋅

1 !13
12...531

п
п п

п
 30. ( )

( )∑
∞

= −⋅⋅
−⋅⋅

1 13...852
12...753

п п
п  



Тема 5. Ряды 

 242

31. ( )
( )∑

∞

= +⋅⋅
−⋅⋅

1 52...1197
23...741

п п
п  32. ( )∑

∞

=
+

−⋅⋅

1
12!

23...741

п
пп
п  

33. ∑
∞

=1

3

!п п
n  34. ∑

∞

= +
⋅

1

2

1
5

п

n

п
n .  

 
 

Пример выполнения задания 2 
 

Исследовать ряд ∑
∞

= +1 !)1(7
5

n
n

n

п
 на сходимость, пользуясь призна-

ком Даламбера. 
 

Решение. 
!)1(7

5
+

=
п

a n

n

n ;     
!)2(7

5
1

1

1 +
= +

+

+ п
a n

n

n   

( )
( )

( ) 10
27

5lim
5

!17
!27

5limlim 1

1
1 <=

+
=+⋅

+
=

∞→+

+

∞→
+

∞→ n
n

na
a

nn

n

n

n

nn

n
n

.  

Таким образом, ряд сходится.  
Ответ: Ряд сходится.  
 
 

Задание 3  
 

Исследовать ряд на сходимость, пользуясь признаком Коши.  
 

1. ∑
∞

=

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+1

2

13
1

п

п

п п
п  2. ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1 4
111

2

п
п

п

п
 3. ∑

∞

=
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+

1
2

2
2

1
12

п

п

п
п  

4. ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+1

4

53
2

п

п

п
пп  5. ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

1

2

23
12

п

п

п
п  6. ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

1 2
1

13
22

п
п

п

п
п  

7. ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

1

ln4
п

п

п
n  8. ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+1

2

510п

п

п
п  9. ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

1

2

15
34

п

п

п
п  
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10. ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

1

2

13
2

п

п

п
п  11. ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

1 5
11

п
п

п

п
п  12. ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

1

2

1
32

п

п

п
п  

13. ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

1

2

14
23

п

п

п
п  14. ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

1

2

32
1

п

п

п
п  15. ∑

∞

=

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+1

12

13
7

п

п

п
п  

16. ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

1

2/

13
12

п

п

п
п  17. ∑

∞

=

+

1

22

п
п

п

п
 18. ∑

∞

=
⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1 2
11

2

п
п

п

п
п  

19. ∑
∞

=

−− ⋅
1

12
п

пп е  20. ∑
∞

=
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+1

2/

2

2

12п

п

п
п  21. ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+1

2

34
2

п

п

п
п  

22. ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

1

2

42
2

п

п

п
п  23. ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

1

2

13
13

п

п

п
п  24. ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

1

3

12
2

п

п

п
п  

25. ∑
∞

=

+⋅

1

2

5
3

п
п

пп  26. ∑
∞

= +1
2

2

)12(п
п

п

п
п  27. ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−1

2

13п

п

п
п  

28. ∑
∞

=

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

2

)1(

1
1

п

пп

п
п  29. ∑

∞

= +1 )12(
3

п
п

п

п
 30. ∑

∞

=

π

1

2

4
arctg

п

n  

31. ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

1

2

24
13

п

п

п
п  32. ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

1

2

32
32

п

п

п
п  33. ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

2

1

п

п

п
п  

34. ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

1

3

49
57

п

п

n
n .  

 
 

Пример выполнения задания 3 
 

Исследовать ряд ∑
∞

=

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

1

2

15
910

п

п

п
п  на сходимость, пользуясь при-

знаком Коши. 
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Решение.  
2

15
910 п

n п
пa

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+= ;   

2

910
15 п

n п
пa ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=   

.10
2
1lim

10
5lim

910
15lim

910
15limlim

2

<=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

∞→∞→∞→∞→∞→

n

n

n

n

n

n
n

n

n
n

nn n
n

n
na  

Таким образом, ряд сходится.  
Ответ: Ряд сходится.  

 
 
 

Задание 4  
 

Исследовать ряд на сходимость, пользуясь интегральным при-
знаком. 
 

1. ∑
∞

=1
2

2п п

п  2. ∑
∞

= +1 1
1

п пп
 3. ∑

∞

= +1
2 4п п
п  

4. ∑
∞

= +1
249

1

п п
 5. ∑

∞

=

−

1п

п

п
е  6. ∑

∞

= −1 23
1

п п
 

7. ∑
∞

=

−

1п

пеп  8. ∑
∞

=1
2

1arctg

п n
n  9. ( )∑

∞

= +2
2 1ln

1

п nn
 

10. ∑
∞

=2 3 7

ln

п n

n  11. ( )∑
∞

= +2
2ln1

ln

п nn
n  12. ( )∑

∞

= +2
2ln4

1

п nn
 

13. ∑
∞

=2

ln

п n
n  14. ∑

∞

=1 ln2
1

п nп
 15. ∑

∞

=2
3ln

1

п nn
 

16. 
( )

∑
∞

= +1 321

3

п n

n  17. ∑
∞

= +1 2п n
п  18. ∑

∞

= +1 2 3п n

n  

19. 
( )

∑
∞

= −2 32 3

2

п n

n  20. ∑
∞

=2 3ln

1

п xп
 21. ∑

∞

=2

3 ln

п n
n  
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22. ∑
∞

=2

3ln

п n
n  23. ∑

∞

=1
2
2

п

п

п
 24. ∑

∞

=1

1

2 31

п

п
п

 

25. ∑
∞

=2
2ln

1

п nп
 26. ∑

∞

= ⋅1 2

1

п nn
 27. ∑

∞

=2
3

ln

п п
n  

28. ∑
∞

= ++1
2 54

1

п nп
 29. ( )( )∑

∞

= ++1 32
1

п nп
 30. ∑

∞

=2

2ln

п п
n  

31. 
( ) ( )∑

∞

= ++1
4 1ln1

1

п nп
 32. ( ) ( )∑

∞

= −−2 32ln32
1

п nп
 

33. ( )( )∑
∞

= ++
+

1 2312
1

п nп
п  34. ∑

∞

=

−

1

3

п

n

n
.  

 
 
 

Пример выполнения задания 4 
 

Исследовать ряд ∑
∞

= +1
2 arctg)1(

1

n nn
 на сходимость, пользуясь ин-

тегральным признаком. 
 

Решение. 
nn

an arctg)1(
1

2 +
= .  

Рассмотрим функцию ( ) ( ) xx
xf

arctg1
1

2 +
= . 

( )
( ) ( )

( ) .2ln4
2

ln
4

ln
2

ln1arctglnarctglnlim

arctglnlim
arctg
arctg

lim
arctg
arctg

arctg1 1
11 1

2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
⋅π=π−π=−=

====
+

∞→

∞→∞→

+∞ +∞

∫∫ ∫

a

x
x
xd

x
xd

xx
dx

a

a

a

a

a
 

Таким образом, интеграл сходится, значит, ряд сходящийся.  
Ответ: Ряд сходится.  
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Задание 5 
 
 

Исследовать ряд на сходимость.  
 

1. ( )∑
∞

=1 3п
п

п  2. ∑
∞

= +110п
п п
п  3. ∑

∞

= +1 2
10

п

п

пп
 

4. 
( )∑

∞

= +
+

1
22 1

12

п пп
п  5. ∑

∞

= ++
++

1
2

2

125
122

п пп
пп  6. ∑

∞

= +1
3 5п п
п  

7. ∑
∞

=

+

1 2
1

п
п

п  8. ∑
∞

= −+1
3 1п пп
п  9. ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+1 1п

п

п
п  

10. ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

2 1
1

п

п

п
п  11. ∑

∞

= +
+

1
23

1

п п
п  12. 

( )∑
∞

= +1 23
1

п
пп

 

13. ∑
∞

=

+

1 2
2

п п
п  14. ∑

∞

=

+

1 3
45

п
п

п  15. 
( )∑

∞

= +1
44

3

п

п

п
 

16. ( )∑
∞

=
+

+

1
1

3

3
1

п
п

п  17. ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

3/1

п

n

п
п  18. ( )

( )∑
∞

=

+

1

3

2

2

п
п

п  

19. ∑
∞

=1 2
2

п
n

n
 20. 

( )∑
∞

= +1 31п
nп

п  21. ∑
∞

= +
+

1
4

24

1
2

п п
nп  

22. ∑
∞

= +1
2

2

12п п
п  23. ∑

∞

= +
−

1
4

2

1
12

п п
п  24. ∑

∞

= +1 ln
1

п nп
 

25. ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

1 23
1

п

п

п
п  26. 

( )
∑
∞

= +1 32 72п п

п  27. 
( )∑

∞

= +1
2

2

2п п
п  

28. 
( )∑

∞

=
+ +

+

1
2

2

22
2

п
п п
п  29. ∑

∞

=

π+

1
2

2
sin1

п п

n

 30. ∑
∞

= −1
22 ln

1

п nп
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31. 
( )

∑
∞

= −
π+

1
2 12
cos2

п п
nп

 32. 
( )∑

∞

=
+ +−1

33 33
1

п
п п

 33. ∑
∞

=

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

1

4

13
12

п

п

п
п  

34. ∑
∞

=

−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−+
++

1
2

2

167
543

п

п

nп
nп .  

 
 

Пример выполнения задания 5 
 

Исследовать ряд 
( )∑

∞

=
+ +

+

1
34

3

12
3

n
n n

n  на сходимость.  

 
Решение. Воспользуемся признаком сравнения  

( ) 434

3

34

3

2
1

32
3

)1(2
3

+++ =
+

+<
+

+= nnnn n
n

n
na , пусть 

4

2
1 +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

n

nb .  

Ряд ∑
∞

=

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1

4

2
1

n

n

 – сходится. Следовательно, исходный ряд сходится.  

Ответ: Ряд сходится.  
 
 
 

Задание 6  
 

Исследовать ряд на сходимость.  
 

1. 
( )∑

∞

= +1 1lnп
n

п

n
п  2. ∑

∞

=

+

1
2

2 13ln
п п

п  3. ∑
∞

= −2
2 3
ln

п п
nп  

4. ( )∑
∞

=1 !
3

п

п

п
 5. ∑

∞

=2 4 5

2ln

п n

п  6. ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

1

1cos1
п n

 

7. ∑
∞

= +
+

1
5

3

2sin
2

п
nп

п  8. ∑
∞

=1 100
1

п
n

 9. ∑
∞

= −2 4 4 1

2

п п
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10. ∑
∞

=1

1arctg
п

n

n
 11. ( )∑

∞

=1 !
2

п

n

п
 12. ∑

∞

= +1 5
1

п
n n

 

13. ∑
∞

= +

π

1

2

23
3

cos

п
n

п

 14. ( )∑
∞

=

+

1
2

2

3

1

п nn

n

n

п  15. ( )∑
∞

=

+

1

2

3

4

п
n

п  

16. ∑
∞

=

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

1

2

3
1

п

n

п
п  17. ∑

∞

=

−

1п

ппе  18. ∑
∞

= +
+

1 2
1

п п
п  

19. ∑
∞

= −
+

1

3 3

2
5

п п
п  20. ∑

∞

=1 !3п
п

п

п
п  21. ∑

∞

= −1
4 12

1

п пп
 

22. ∑
∞

= +1 3

1

п пп
 23. ∑

∞

=1 2
!

п
п
п

 24. 
2

1

1cos1∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

п п
 

25. ( )∑
∞

=1

2

3п
n

п  26. ∑
∞

= +1 12
1

п
п п

 27. ∑
∞

= +1 3

2

43п п

п  

28. ∑
∞

=

+

1 7
3

п
п

п  29. 
( )∑

∞

= +1 1
4

п
п

п

п
 30. ( )∑
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31. ∑
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nn  32. ( )

( )∑
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33. ( )∑
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п  34. ∑

∞
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Пример выполнения задания 6 
 

Исследовать ряд ∑
∞

=

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

1

7

4
5

п

n

n
n  на сходимость. 
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Решение.   
7

4
5 +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

n

n n
na . Вычислим предел na :  

( )7
4

9
9
477

4
91lim

4
94lim

4
5limlim

+⋅
+
−⋅

−
+

→∞

+
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+

→∞→∞
⎟
⎠
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⎜
⎝
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+
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⎜
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⎠
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⎜
⎝
⎛

+
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n
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n
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Так как e
n

n

n
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−+

−
+

∞→

9
4

4
91lim , тогда 0lim 94

639

≠= −+
−−

∞→
ee n

n

n
.  

Необходимое условие сходимости ряда не выполняется, следова-
тельно, ряд расходится.  

Ответ: Ряд расходится.  
 
 
 

Задание 7  
 

Исследовать ряд на абсолютную или условную сходимость. 
 

1. 
( )

( )∑
∞

=

+

+
−

1

1

1ln
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п

n
 2. ( )∑

∞
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∑
∞
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4. 
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∑
∞

=

+

+
−

1
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∞
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∞

=

+−
1 3

11
п

п

п

п  11. 
( ) ( )

∑
∞

= −
−−

1
2 1

31

п

n

п
п

 12. 
( )

∑
∞

= +
−

1
22 sin

1

п

n

nn
  

13. 
( )

∑
∞

=

−

1

1

п

п

пп
 14. 

( )
( )∑

∞

=

−

1 2ln
1

п

n

nn
 15. 

( )
( )∑

∞

= +
−

1 !1
1

п

n

п
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 17. ( )∑
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2
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31. ( )
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+
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п
п

п
п

п
 32. ( )∑
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=

+

−
−

1
2

2
1

32
1

п

п

п
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33. ( )∑
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= −
−
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arcsin1
п

п

n

n  34. ( )∑
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−

1
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31
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п
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Пример выполнения задания 7 
 

Исследовать ряд ( )∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+−

1

2

114
1571

п

п
п

п
п  на абсолютную или услов-

ную сходимость. 

Решение.    
2

114
157 п

n п
пa ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+= .  

Проверим выполнение условий признака Лейбница:  
( )22 1

1 1314
227

114
157 +

+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+=≥⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+=

n

n

n

n n
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n
na . 
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0
2
1lim

114
157limlim

22

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+=

∞→∞→∞→

n

n

n

nnn n
na .  

Таким образом, ряд сходится условно. Проверим его на абсолют-

ную сходимость. Рассмотрим ряд ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

1

2

114
157

п

п

п
п .  

Воспользуемся признаком Коши:  

0
2
1lim

114
157lim
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157limlim

2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
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⎠
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⎜
⎝
⎛

−
+=
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n
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n
n

n

n
n

nn n
n

n
na .  

Ряд из абсолютных величин сходится, следовательно, исходный 
знакопеременный ряд сходится.  

Ответ: Ряд сходится абсолютно.  
 
 
 

Задание 8  
 

Вычислить сумму ряда с точностью δ .  
 

1. 
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Пример выполнения задания 8 
 

Вычислить сумму ряда ( )
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∞

= +
−

1 3
31

п
n

nn

п
 с точностью 01,0=δ . 

Решение.  
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5.2. Степенные ряды 
 
 

Задание 1  
 

Найти область сходимости функционального ряда. 
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Пример выполнения задания 1 
 

Найти область сходимости функционального ряда  

( )
( )( )∑

∞

= ++
+

1 236
216

n
n

n

xn
n . 
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Решение.   ( )
( )36

216
+

+=
n

na
n

n .  

Найдем радиус сходимости  

( ) ( )
( ) ( ) 2

1
27636

96216limlim 1
1

=
+⋅+

+⋅+== +∞→+∞→ n

n
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n
n nn
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a
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Найдем область сходимости 
2
1

2
1

2
1 <

+
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x
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⎪
⎪
⎩
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⎨

⎧
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2
1

2
1

2
1

2
1

x

x .  

Решая данную систему, получаем, что ряд сходится абсолютно, 
если ( ) ( )∞+−∞−∈ ;04; Ux .  

Исследуем сходимость на границах, т.е. при 0,4 =−= xx .  

Если 0=x , тогда ( )
( ) ∑∑

∞

=
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= +
+=

+
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216
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n
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n
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+
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n
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1
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16limlim =

+
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nnn
.  

Необходимое условие не выполняется, следовательно, при 0=x  
ряд расходится.  

Если 4−=x , тогда ( )
( ) ( )∑∑
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=

∞

= +
+⋅−=
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+

11 36
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)2(36
216
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Воспользуемся признаком Лейбница:  

1) 
36
16

+
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n
nan ,   ...321 aaa >> ;    2) 01

36
16lim ≠=

+
+

∞→ n
n

n
.  

Таким образом, ряд расходится, т.к. признак Лейбница не выпол-
няется.  

Ответ: Ряд сходится при ( ) ( )∞+−∞−∈ ;04; Ux .  
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Задание 2  
 

Найти область сходимости степенного ряда.  
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п

х
п

 17. ∑
∞

=1 3n
п

п

п
х  18. ∑

∞

= ⋅1 5n
п

п

n
х  

19. 
( )

∑
∞

= +0 2 312

5

n п

пп

п

х  20. ∑
∞

= +1 32n
пп

пх  21. ( )∑
∞

=
+

0

2 15
n

пп хп  

22. ∑
∞

=1 !
4

n

пп

п
х  23. 

( )∑
∞

= +0 23n
п

п

п
х  24. ( )

( )∑
∞

= +
−

1 1
1

n

пп

пп
х  

25. ∑
∞

= +0
3 1n

п

п
х  26. 

( )∑
∞

= +0 22n
п

п

п
х  27. ∑

∞

= +0 2 2n

п

п

х  

28. ∑
∞

= +0 3 4 1n

п

п

х  29. ∑
∞

=0
2

n

пп х  30. 
( )∑

∞

= +0 31n
п

п

п
х  

31. ( )∑
∞

= +1 1lnn

п

п
х  32. ( )∑

∞

=
−−+

1
11

n

п

п
хпп  
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33. ( )∑
∞

=
+

1

22 17
n

nп xn  34. ( )∑
∞

= +
⋅

1 !1
3

n

nп

n
x .  

 
 
 

Пример выполнения задания 2 
 

Найти область сходимости степенного ряда ( )∑
∞

= +1 33n
n

п

n
x .  

 

Решение. 
( )33
1

+
=

n
a

nn ,    ( )43
1

11 +
= ++ n

a nn .  

Найдем радиус ( )
( ) 3

33
43limlim

1

1
=

+
+==

+

∞→+∞→ n
n

a
aR n

n

nn

n
n

, тогда об-

ласть сходимости:  33 <<− x .  
Исследуем сходимость на границах, т.е. при 3−=x  и 3=x .  

Если 3−=x , то ( )
( )

( )∑∑
∞

=

∞

= +
−=

+
−

11 3
1

33
3

n

n

n
n

n

nn
.  

Воспользуемся признаком Лейбница:  

3
1
+

=
n

an ,      .....21 >> aa ,       0
3

1limlim =
+

=
∞→∞→ n

a
nnn

.  

По признаку Лейбница знакопеременный ряд сходится.  

Рассмотрим ряд из абсолютных величин: ∑
∞

= +1 3
1

n n
.  

Данный ряд является расходящимся. Таким образом, ряд сходит-
ся условно.  

Если 3=x , то ∑∑
∞

=

∞

= +
=

+ 11 3
1

)3(3
3

nn
n

n

nn
 – расходится.  

Ответ: Ряд сходится при [ )3;3−∈x .  
 
 
 



Тема 5. Ряды 

 258

Задание 3  
 

Найти область сходимости степенного ряда.  
 

1. ( )
( )∑

∞

= +
−

0 12
1

n
п

п

п
х  2. ( )

( )∑
∞

= +
−

0 212
2

n
п

п

п
х  3. ( )∑

∞

=
+

0
22

n

пп х  

4. 
( )

∑
∞

= +
−

1
2 1

5

n

п

п
хп

 5. ( )∑
∞

=
+

1
10

!

n

п
п
х

п
п

 6. ( )∑
∞

= +
+

1
3

2

1
4

n

п

п
хп  

7. ( )∑
∞

= +
+

0 1
14

n

пп

п
х  8. ( )

( )∑
∞

= +
+

0 1
5

n
п

п

п
х  9. ( )

( )∑
∞

= +
+

0 21
2

n
п

п

п
х  

10. ( )∑
∞

=

−

1

1

n

п

п
х  11. ( )

( )∑
∞

= +
+

0 !1
5

n

п

п
х  12. ( )∑

∞

=
−

0
33

n

пп х  

13. ( )∑
∞

=

−

1 9
1

n
п

п

п
х  14. ( )

( )∑
∞

= +
−

1 1ln
2

n

п

п
х  15. 

( )
( )∑

∞

= +

+

0
345

23

n

п

п
хп

 

16. ( )∑
∞

= +
+

0 43
5

n

п

п
х  17. 

( )
( )∑

∞

= +

−

0
21

3

n

п

п
хп

 18. ( )
( )∑

∞

= +
+

0 213
2

n
п

п

п
х  

19. ( )∑
∞

= +
−

0 25
4

n

п

п
х  20. ( )∑

∞

=

−

0 3
25

n
п

пп х  21. ( )
( )( )∑

∞

= ++
+

0 21
7

n

п

пп
х  

22. ( )∑
∞

=

−

1

43

n

пп

п
х  23. 

( )
( )∑

∞

= −

−

1
246

6

n

п

п
хп

 24. ( )∑
∞

= +
−

0
3 1

52

n

пп

п
х  

25. ( )( )
( )( )∑

∞

= ++
++

0 51
64

n

п

пп
хп  26. ( )

( ) ( )∑
∞

= ++
−

1 1ln1
2

n

п

пп
х  

27. ( )( )∑
∞

= +
+−

0 32
32

n

п

п
хп  28. ( )( )( )∑

∞

=
−++

0
432

n

пхпп  

29. ( )( )∑
∞

= +
−+

0
3)1(

232

n

п

п
хп  30. ( ) ( )∑

∞

=

++

1

2

3
42

n
п

пхп  

31. ( )
( )( )∑

∞

= ++
−⋅

1 32
72

n

пп

пп
хп  32. ( )( )

( )∑
∞

= +

−+

0
22 2

71

n

п

п

хп  
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33. ( )
( )( )∑

∞

= ++
+

1 21
32

n

пп

пп
х  34. ( )

( )∑
∞

= +
+

1
2

2

4
26

n

пп

п
х .  

 
 
 

Пример выполнения задания 3 
 

Найти область сходимости степенного ряда 
( )( )
( )( )∑

∞

= ++
++

1

2

65
713

n

nп

пп
xn

. 

 

Решение.   ( )
( )( )65

13
++

+=
пп

na
п

n ,     ( )
( )( )76

23 1

1 ++
+=

+

+ пп
na

п

n  

( )( )( )
( )( )( ) 3

1
5623

7613limlim 1
1

=
+++

+++== +∞→+∞→ nnn
nnn

a
aR n

n

nn

n
n

. 

Таким образом область в которой исходный ряд сходится опре-

деляется неравенством: ( )
3
17 2 <+x .  

Решим неравенство: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−−∈

3
17;

3
17x .  

Исследуем сходимость на границах области, т.е. в точках 

3
17 −−=x    и   

3
17 +−=x .  

3
17 +−=x ,   

( )

( )( ) ( )( )∑∑
∞

=

∞

= ++
+=

++

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−+

11

2

65
1

65

7
3

1713

nn

n
п

пп
n

пп

n
. 

Воспользуемся интегральным признаком.  

( )( ) ( )( ) =
++

−+=
++

+
∫∫ ∞→

+∞ A

A
dx

xx
xdx

xx
x

11
65

45lim
65

1  
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( )
( )

( )
( )

.
6
7ln

5
6lnlim

5
6lnlim

6
5ln166lnlim

4
1

2
11

14
6

1lim

16

17

16

17

1
16

17

11 1
2

∞=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+
+=

+
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+−+=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
+

=

∞→∞→

∞→∞→ ∫ ∫

A
A

x
x

x
xxdx

x

dx
x

A

A

A

A

A

A A

A

 

Интеграл расходится, значит и ряд расходится.  

При 
3

17 +−=x , имеем  

( )

( )( ) ( )( )∑∑
∞

=

∞

= ++
+=

++

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−+

11

2

65
1

65

7
3

1713

nn

n
п

пп
n

пп

n
.  

Аналогично можно доказать, что ряд расходится.  

Ответ: область сходимости имеет вид ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−−

3
17;

3
17 .  

 
 
 

Задание 4  
 

Найти сумму ряда, применяя интегрирование, и указать область 
сходимости.  
 

1. ( )∑
∞

=
+

0
1

n

пхп  2. ( )∑
∞

=

−+−
1

111
n

пп хп  3. ( )∑
∞

=

−+
2

11
n

пхпп  

4. ( )∑
∞

=
+

0
12

n

пп хп  5. ∑
∞

=

−

1

1

2n
п

ппх  6. 
( )

∑
∞

=

+

0 3
1

n
п

пхп
 

7. ( )∑
∞

=
+

1

212
n

пхп  8. ∑
∞

=

−

1

12

n

пхп  9. ( )∑
∞

=

−+−
1

1211
n

пп пх  
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10. ∑
∞

=

−⋅
1

122
n

пп пх  11. ( )∑
∞

=
+

1

2122
n

пп хп  12. 
( )

∑
∞

=
−

−+

1
1

1

2
1

n
п

пхпп
 

13. ∑
∞

=

−

1

12

3n
n

ппх  14. ( )∑
∞

=

++
0

1323
n

пхп  15. ∑
∞

=

−

1

13

n

ппх  

16. ( )∑
∞

=

−−
1

2313
n

пхп  17. ( )∑
∞

=

−−
1

3412
n

пхп  18. ∑
∞

=

−

1

14

n

пхп  

19. ∑
∞

=

−

1

142
n

пп хп  20. ∑
∞

=

−⋅
1

133
n

пп хп  21. ( )∑
∞

=

−
−

1

13

3
1

n
п

п
п пх  

22. ( )( )∑
∞

=
++

1
21

n

пхпп  23. ( ) ( )∑
∞

=

−+−
0

111
n

пп хпп  

24. ( ) ( )∑
∞

=

+ +−
1

1 131
n

ппп хп  25. ( )∑
∞

=

−+
1

112
n

пп хпп  

26. ( ) ( )
∑
∞

=

−+
−

0

1

3
1

1
n

п

п
п хпп

 27. ( ) ( )
∑
∞

=

+
−

0 2
1

1
n

п

п
п хп

 

28. ( )( )∑
∞

=

+++
0

132
n

пхпп  29. ( )∑
∞

=

−+ ⋅−
1

121 21
n

ппп хп  

30. ( ) ( )∑
∞

=
⋅+−

1

22121
n

ппп хп  31. ( )∑
∞

=

−
+−

1

12
1

3
1

n
n

п
п пх  

32. ( )∑
∞

=

−
+−

1

14
1

4
1

n
п

п
п пх  33. ( )∑

∞

=

++
1

21
n

пхпn  

34. ∑
∞

=

+⋅
1

123
n

nn nx .  

 
 

Пример выполнения задания 4 
 

Найти сумму ряда, применяя интегрирование, и указать область 
сходимости. 

( ) ...642482 32 +−+−= xxxxS  
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Решение. Рассмотрим функцию ( ) ...642482 32 +−+−= xxxxS . 
Найдем первообразную ( )xF  функции ( )xS :  

( ) ...642442 322 +−+−= xxxxxF . 

Нетрудно заметить, что ( )xF  – геометрическая прогрессия, таким 

образом ( )
x

xxF
21

2
+

= , где ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

2
1;

2
1x . 

Дифференцируя функцию ( )xF  найдем ( )xS .  

( ) ( )
( )212

2
+

=′=
x

xFxf .  

Таким образом ( )
( )212

2
+

=
x

xS , где ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

2
1;

2
1x .  

 
 
 

Задание 5  
 

Найти сумму ряда, применяя дифференцирование ряда, указать 
область сходимости.  
 

1. ( )
( )∑

∞

=

++

+
−

1

121

12
1

n

пп

пп
х  2. ( )

( )∑
∞

=

−+

−
−

1

121

124
1

n
п

пп

п
х  3. 

( )∑
∞

=

−

−1

12

124n
п

п

п
х  

4. ( )∑
∞

=

+−
1

4
11

n

п
п

п
х  5. ∑

∞

=

−

−1

12

12
4

n

пп

п
х  6. ∑

∞

=

−

−1

34

34n

п

п
х  

7. ∑
∞

=

−

−1

13

13n

п

п
х  8. ( )∑

∞

=

+

+1

12

12n

п

пп
х  9. ( )∑

∞

=
−

1

3
1

n

п

п
х  

10. ( )∑
∞

=
−

1

5
1

n

п
п

п
х  11. ( )∑

∞

=

+−
1

1

2
1

n
п

п
п

п
х  12. ( )∑

∞

= ⋅
−

1 3
1

n
п

п
п

п
х  

13. 
( )∑

∞

=

−

−1

14

142n
п

п

п
х  14. ( )∑

∞

=

+−
1

1 21
n

пп
п

п
х  15. ∑

∞

= ⋅1 3n
п

п

п
х  
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16. ( )∑
∞

=

−
+

−
−

2

1
1

1
1

n

п
п

п
х  17. ∑

∞

=1

2

n

пп

п
х  18. ∑

∞

=

+

+1

1

)1(n

п

пп
х  

19. ∑
∞

=

+

+0

14

14n

п

п
х  20. ( )∑

∞

= ⋅
−

1

2

2
1

n
п

п
п

п
х  21. ∑

∞

= ⋅1

3

3n
п

п

п
х  

22. ∑
∞

=

−

−1

)12(2

12n

п

п
х  23. ( )∑

∞

=

+

⋅
−

1

1

5
1

n
п

п
п

п
х  24. ∑

∞

=1

23

n

пп

п
х  

25. ( )( )∑
∞

=

+

++1

22

3222n

п

пп
х  26. ( )∑

∞

=

+−
1

2
1

2
21

n

пп
п

п
х  

27. ( )∑
∞

=

−

−
−

1

12

12
41

n

пп
п

п
х  28. ( )∑

∞

=

−
+

−
−

1

13
1

13
1

n

п
п

п
х  

29. ( ) ( )∑
∞

=

+

+
−

1

12

12
41

n

пп
п

пп
х  30. ( ) ( )∑

∞

=

+
+

+
−

1

1
1

1
1

n

п
п

пп
х  

31. ( ) ( )∑
∞

=

+
+

+
−

1

1
1

1
21

n

пп
п

пп
х  32. ( )

( )∑
∞

=

+
+

+
−

0

12
1

129
1

n
п

п
п

п
х  

33. ( ) ( )∑
∞

=

+

+
−

1

1

12
31

n

пп
п

пп
х  34. ( ) ( )∑

∞

=

+

+
−

1

22

13
1

n
n

п
п

п
х .  

 
 

Пример выполнения задания 5 
 

Найти сумму ряда ( ) ( )∑
∞

=

+

+
−

1

42

425
1

n
n

п
п

п
х , применяя дифференциро-

вание ряда, указать область сходимости. 
 

Решение. Рассмотрим функцию ( ) ( ) ( )∑
∞

=

+

+
−=

1

42

425
1

n
n

п
п

п
хxS .  

Дифференцируем:  

( ) ( ) ...
5555

1 3

9

2

75

1

32
+−+−=−=′ ∑

∞

=

+ xxxхxS
n

n

п
п .  
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Эта геометрическая прогрессия, где 
5

2xq −= , тогда область схо-

димости: ( )5;5− , а сумма ряда  

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+−−=

+
−=

+

−
=′

5
255

5
5

1

5
2

3
2

5

2

5

x
xxx

x
x

x

x

xS . 

( )
5

255 2
3

+
−+−=′

x
xxxxS .  

Интегрируем: 

( ) ( ) Cxxxdx
x

xxxxS ++−+−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

−+−= ∫ 5ln
2
25

2
5

45
255 22

4

2
3 .  

Так как свободный член ряда отсутствует, то ( ) 00 =S .  

Из этого условия найдем C :    5ln
2
25,5ln

2
250 =+−= CC .  

Ответ: ( ) ( ) ( ) 5ln
2
255ln

2
25

2
5

4425
1 22

4

1

42
++−+−=

+
−∑

∞

=

+
xxx

п
х

n
n

п
п ,  

( )5;5−∈x .  

 
 
 

Задание 6  
 

Разложить функцию в ряд Тейлора в окрестности точки 0x . Указать 
область сходимости.  
 

1. 0,2)( 0 == xxf x . 2. .1,1)( 0 == x
x

xf  

3. 1,ln)( 0 == xxxf . 4. .0,
1

1)( 0 =
+

= x
x

xf  
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5. ( ) 1,1ln)( 0 =+= xxxf . 6. .0,
21

1)( 0 =
+

= x
x

xf  

7. ( ) 0,12ln)( 0 =+= xxxf . 8. .1,
2

1)( 0 −=
+

= x
x

xf  

9. ( ) 1,2ln)( 0 −=+= xxxf . 10. .2,
3

1)( 0 −=
+

= x
x

xf  

11. ( ) 2,3ln)( 0 −=+= xxxf . 12. .0,3)( 0 == − xxf х  

13. .1,)( 0 == xхxf  14. .0,3)( 0 == xxf х  

15. .1,)( 0
3 == xхxf  16. 

( )
.1,

2
1)( 02

−=
+

= x
x

xf  

17. 
( )

.0,
1

1)( 02
=

+
= x

x
xf  18. 

( )
.0,

21
1)( 02

=
+

= x
x

xf  

19. 
( )

.2,
3

1)( 02
−=

+
= x

x
xf  20. 

( )
.2,

3
1)( 02

=
−

= x
x

xf  

21. .1,1)( 03
== x

х
xf  22. .1,1)( 03

== x
х

xf  

23. .1,
2
1)( 0 −=
+

= x
х

xf  24. 
( )

.0,
1

1)( 03
=

+
= x

x
xf  

25. .2,
1

1)( 0 =
−

= x
х

xf  26. ( ) .0,2)( 0 == xxf
х

 

27. .2,1)( 0 =−= xхxf  28. .0,3)( 0 =+= xхxf  

29. .0,1)( 0 =+= xхxf  30. .0,
1

1)( 03
=

+
= x

х
xf  

31. ( ) 1,32ln)( 0 −=+= xxxf . 32. .1,
32

1)( 0 −=
+

= x
х

xf  

33. ( ) 1,56ln)( 0 =−= xxxf . 34. .1,2)( 0
3 −=+= xхxf  
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Пример выполнения задания 6 
 

Разложить функцию 
12

1)(
−

=
х

xf  в ряд Тейлора в окрестности 

точки 10 =x . Указать область сходимости. 
 

Решение. Ряд Тейлора в окрестности точки 0x  имеет вид  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ...

!
...

!2!1 0
02

0
0

0
0

0 +−++−
′′

+−
′

+= n
n

xx
n

xfxxxfxxxfxfxf

Вычислим коэффициенты ряда:  

( )
12

1
−

=
x

xf ,    ( ) 11 =f ;  

( ) ( ) 2/312 −−−=′ xxf ,   ( ) 11 −=′f ; 

( ) ( ) 2/5123 −−=′′ xxf ,    ( ) 31 =′′f ; 

( ) ( ) 2/71253 −−⋅−=′′′ xxf ,   ( ) 531 ⋅−=′′′f ; 
………………………………………… 

( )( ) ( ) ( )( ) 2
12

1212...531
+−−−⋅⋅⋅−=

nnn xnxf ;   ( ) ( ) ( )12...5311 −⋅⋅⋅−=′ nf n . 

Таким образом, ряд имеет вид:  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ....1
!

12...531

...1
!3
531

!2
3111 32

+−−⋅⋅⋅−+

+−⋅−+−+−−=

n
n

x
n

n

xxxxf

 

Найдем область сходимости  

( ) ( )
( ) 2

1
12

1lim
12...53

!1
!

12...53lim =
+

+=
+⋅⋅⋅

+⋅−⋅⋅⋅=
∞→∞→ n

n
n

n
n

nR
nn

.  

Таким образом ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈−

2
3;

2
1,

2
1;

2
11 xx . 
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Исследуя данный ряд на границах, т.е. при 
2
3,

2
1 == xx  полу-

чим, что он сходится.  

Ответ: ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈

2
3;

2
1x .  

 
 
 

Задание 7  
 

Найти первые пять членов разложения функции ( )xf  в ряд Тей-
лора в окрестности точки 0x . 
 
1. 0,)( 0

3 == xexxf x  2. 1,13)( 0
510 =+−= xxxxf  

3. 1,)( 0
2

== − xexf xx  4. 2,)( 0
3 == xxxxf  

5. 2,)( 0
22

−== + xexf xx  6. 4,)( 0 == xххxf  

7. 1,ln)( 0
3 == xxxxf  8. 0,)( 0

22
== − xexf xx  

9. 0,sin)( 0
2 == xxxxf  10. 3,)2()( 0

3 2 =−= − xxxf  

11. 3,
2

)( 0 =
−

= x
х
хxf  12. 2,

3
)( 0 −=

+
= x
х
хxf  

13. 2,
1

)( 0 =
−

= x
х
хxf  14. 5,

4
)( 0 =

−
= x
х
хxf  

15. ( ) 0,2)( 0
2

=−= xexf x  16. 1,ln)( 0 == xxхxf  

17. 1,ln)( 0
4 == xxxxf  18. 0,)( 0

2 2
== − xexf x  

19. 3,)( 0
3 == xxxxf  20. 3,

4
)( 0 −=

+
= x
х
хxf  

21. 0,)( 0
22 2

=−= − xеexf ххx  22. 4,
5

)( 0 −=
+

= x
х
хxf  

23. 0,2sin)( 0 == xxxxf  24. ( ) 9,10ln)( 0 −=+= xxxf  
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25. 6,
5

)( 0 =
−

= x
х
хxf  26. ( ) 0,1ln)( 0 =+= xxxxf  

27. 1,)( 0
510 =+= xxxxf  28. 1,)( 0

51020 =+−= xxxxxf  

29. 0,cosln)( 0 == xxxf  30. ( ) 1,56ln)( 0 =−= xxxf  

31. 1,352)( 0
673 =+−+−= xxxxxxf  

32. 1,)( 0
204080 =+−= xxxxxf   

33. ( ) 2,1ln)( 0 =−= xxxxf  

34. 1,34732)( 0
10765 =+−+−= xxxxxxf .  

 
 
 

Пример выполнения задания 7 
 

Найти первые пять членов разложения функции  
141032 73)( −−−− +−+= xxxxxf  

в ряд Тейлора в окрестности точки 10 =x . 
 

Решение. Ряд Тейлора для функции ( )xf  в окрестности точки 0x  
имеет вид:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...
!3!2!1

3
0

02
0

0
0

0
0 +−

′′′
+−

′′
+−

′
+= xxxfxxxfxxxfxfxf . 

Вычислим коэффициенты ряда:  

( ) 61 =f ;  

( ) 151143 983032 −−−− −+−−=′ xxxxxf , ( ) 731 −=′f ; 

( ) 161254 1470330126 −−−− +−+=′′ xxxxxf , ( ) 11581 =′′f ; 

( ) 171365 2352039606024 −−−− −+−−=′′′ xxxxxf , ( ) 196441 =′′′f ; 

( ) 181476 39984051480360120 −−−− +−+= xxxxxf IV , ( ) 3488401 =IVf . 
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Таким образом:  

14535,3274,579,73,6 43210 =−==−== aaaaa .  

Ответ: 14535,3274,579,73,6 43210 =−==−== aaaaa .  
 
 
 

Задание 8  
 

Разложить данные функции в ряд Маклорена по степеням x , ис-
пользуя известные разложения, и указать области сходимости.  
 

1. 22sin xx  2. xx cos  3. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 3

3
2cos xx  

4. x21+  5. 
xe

1  6. 
5 1

1
x+

 

7. 
4xe−  8. 

2
1

2

x
e x −  9. 4 1 x+  

10. 
21

1

x−
 11. ( )25 1ln xx +  12. xxe−+1  

13. x2sin2  14. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

5
1ln1 x

x
 15. x2cos2  

16. 
23xe−  17. 

29 x

x

+
 18. 

3 327

1

x+
 

19. ( )521

1

x+
 20. ( )хе

х
211 −−  21. 2arctg xх ⋅  

22. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
1ln1 x

x
 23. 

x
xarctg

 24. 
24

1
x−

 

25. xx ch⋅  26. 22cos x  27. xx sh⋅  

28. 22sin x  29. xx arctg⋅  30. 
3 38

1

x+
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31. хх ch⋅  32. 2

2x

e
−

 33. ( )21ln x+  

34. 
35xe .  

 
 

Пример выполнения задания 8 
 

Разложить функцию ( ) 3xexf −=  в ряд Маклорена по степеням x , 
используя известные разложения, и указать области сходимости. 
 

Решение. Ряд Маклорена имеет вид:  

( ) ( ) ( ) ( ) ...
!3!2

0
!1
00 32 +

′′′
+

′′
+

′
+= xfxfxffxf .  

Воспользуемся известным разложением для функции ( ) xexf =  

...
!

...
!3!2

1
32

n
xxxxe

n
x +++++= , где область сходимости ( )∞+∞−∈ ;x .  

Пусть tx =− 3 , тогда 

( ) ...
!

1...
!3!2

1...
!

...
!3!2

1
336

3
32

+−++−+−=++++++=
n
xxxx

n
tttte

n
n

n
t . 

( )∞+∞−∈ ;x  – область сходимости.  

Ответ: ( ) ...
!

1...
!3!2

1
396

33
+−++−+−=−

n
xxxxe

n
nx   

Область сходимости ( )∞+∞−∈ ;x .  
 
 
 

Задание 9  
 

Применяя метод последовательного дифференцирования, найти 
n  членов разложения в степенной ряд решения дифференциального 
уравнения при заданных начальных условиях (см. табл. 7).  
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Таблица 7 
 

№ 
варианта Дифференциальное уравнение Начальные 

условия n 

1 xyy +=′ arcsin  ( )
2
10 =y  4 

2 024 32 =−+−′ xexyyy  ( ) 20 =y  4 

3 ( )yxxyy ++=′ ln  ( ) 01 =y  5 

4 xyyy +′=′′ cos  
( )
( )

3
0

,10
π=′

=

y

y
 5 

5 1−+=′ yxy  ( ) 10 =y  5 

6 22 yxy +=′′  
( )
( ) 5,01

21
=−′
=−

y
y

 7 

7 yxy cos2 +=′  ( ) 10 =y  5 

8 yey y sin=′′  
( )
( )

2

,1
π=π′

=π

y

y
 5 

9 21 xyyy −=−′  ( ) 10 =y  5 

10 ( ) xyyy +′=′′ 2  
( )
( ) 20

,40
=′
=

y
y

 5 

11 0sin3cos 2 =−−+′ xyexyy x  ( ) 10 =y  5 

12 yyxyxy −′=′  ( ) 11 =y  6 

13 ( ) 01lnsincos 22 =+−+−′ xxyxyy  ( ) 30 =y  4 

14 yxyy ′=′′  
( )
( ) 10

,10
=′
=

y
y

 6 

15 ( ) 02 =−+−′ xeyyxy  ( ) 20 =y  4 
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Продолжение табл. 7 
 
№ 

варианта Дифференциальное уравнение Начальные 
условия n 

16 ( ) xyyyy ++′+′′=′′′ 32  
( )
( ) 20

,10
=′
=

y
y

 6 

17 2xyyy −′=′′  
( )
( ) 10

,10
=′
=

y
y

 5 

18 32 yyxy +=′  ( ) 10 =y  4 

19 yxy ′⋅=′ sin  
( )
( )

2
11

,01

=

=

y

y
 5 

20 22yxy +=′  ( ) 00 =y  2 

21 yyxyy +′=′′  
( )
( ) 10

,10
=′
=

y
y

 2 

22 02 =−′′ xyy  
( )
( ) 10

,10
=′
=

y
y

 4 

23 0=+′+′′ yyyy  
( )
( ) 00

,10
=′
=

y
y

 6 

24 yxy −=′ 2  ( ) 20 =y  6 

25 2=′+′′ yyyy  
( )
( ) 10

,10
=′
=

y
y

 4 

26 xyy +=′ 2  ( ) 10 =y  5 

27 02 =−′′ yxyy  
( )
( ) 10

,10
=′
=

y
y

 5 

28 1++′=′′ yyxy  
( )
( ) 00

,10
=′
=

y
y

 5 

29 22 yxy +=′  ( ) 10 =y  5 
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Окончание табл. 7 
 

30 хеууу
5
123 +−=′  ( )

2
10 =y  4 

31 2yxy +=′′  
( )
( ) 10

,00
=′
=

y
y

 4 

32 yey 2=′′  
( )
( ) 10

,00
=′
=

y
y

 5 

33 yxy +=′′ 2  
( )
( ) 00

,10
=′
=

y
y

 4 

34 1=+′−′′ yxyy  
( )
( ) 10

,00
=′
=

y
y

 4 

 
 

Пример выполнения задания 9 
 

Применяя метод последовательного дифференцирования, найти 
3=n  членов разложения в степенной ряд решения дифференциально-

го уравнения при заданных начальных: 
xeyyy +−=′ 32    ( ) 10 =y .  

Решение. Степенной ряд имеет вид:  

( ) ( ) ...2
02010 +−+−+ xxaxxaa ,  

так как ( ) 10 ==y  и xeyyy +−=′ 32 , то ( ) ( ) ( ) 032 000 eyyy +−=′  

( ) 1110 +−=′y ,      ( ) 10 =′y   

xeyyyyy +′⋅−′⋅=′′ 232 ,   ( ) 1320 +−=′′y ,   ( ) 00 =′′y  

( ) ( ) xeyyyyyyyy +′′−′−′′+′=′′′ 222 3622 ,   ( ) 30 −=′′′y . 

Запишем решение дифференциального уравнения в виде ряда 

Маклорена: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
...

!
...

!2
0

!1
00 2 +++

′′
+

′
+= n

n
x

n
yxyxyyxy   
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Так как по условию 3=n  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 32

!3
0

!2
0

!1
00 xyxyxyyxy

′′′
+

′′
+

′
+≈ .  

Таким образом ( ) 32

!3
3

!2
0

!1
11 xxxxy +++≈ .  

Ответ: ( )
2

1
3xxxy −+≈ .  

 
 
 

Задание 10  
 

Представить интеграл в виде ряда по степеням x .  
 

1. ∫ −
х

х dxех
0

2 2
 2. ∫

+

х

x

dx

0
3 31

 3. ∫
х

dx
x

x

0

arctg
 

4. ∫
х

dxх
0

3cos  5. ∫
−+х

dx
x
x

0
3

5 4 11  6. 
( )

∫
+х

dx
x

x

0

1ln
 

7. ∫ +
х

dxx
0

51  8. ∫
+

х

x

dx

0
3 41

 9. ∫
х

dx
x

x

0
2

2sin  

10. ∫ ⋅
х

dxxx
0

2sin  11. ∫
−+х

dx
x
x

0

3 3 11  12. ∫
х

dx
x

x

0

2arctg
 

13. ∫
+

х

x

dx

0
4 41

 14. ∫ −
х

х dxе
0

4
 15. ∫

+

х

x

dx

0
5 51

 

16. ( )∫ +
х

dxxx
0

25 1ln  17. ∫
х

dxхх
0

cos2  18. ∫
х

хе

dx

0

 

19. ∫
−−х х

dx
х
е

0
2

2
1  20. ∫

х
dx

x
x

0
2

2arctg
 21. ∫

+

х

x

dx

0
3 327
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22. ∫
−х

dx
х

x

0
3

sin1  23. ∫ −
х

х dxе
0

3 2
 24. ∫

х
dxх

0

2sh  

25. ∫
х

dxх
0

22cos  26. ∫
−х

dx
x

xх

0
3

arctg
 27. ∫

х
dxх

0

22sin  

28. ∫
−х х

dx
x

е

0

1  29. ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

х
dxх

х0 5
1ln1  30. ∫

−х
dx

х
x

0
2

cos1  

31. ∫
+

х

x

dx

0
3 38

 32. ∫
х

dxххх
0

arctg  33. ∫
+

х

x

dx

0
3 364

 

34. ( )∫ +
х

dxxx
0

32 1ln .  

 
 

Пример выполнения задания 10 
 

Представить интеграл ( )∫
х

dttt
0

3sin  в виде ряда по степеням x . 

 
Решение. Воспользуемся разложением  

( ) ( ) ...
!12

1...
!7!5!3

sin
12

1
753

+
−

−++−+−=
−

−

n
xxxxxx

n
n  

( ) ( ) ( ) ...
!12

1...
!5!3

sin
36

1
159

33 +
−

−+++−=
−

−

n
xtttt

n
n  

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ...
!1216

1...
!517!3115

...
!12

1...
!5!3

sin

16
1

17115
0 0

26
1

1610
43

+
−−

−++
⋅

+
⋅

−=

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

−
−+++−=⋅

−
−

−
−∫ ∫

nn
xxxx

dt
n

ttttdttt

n
n

x x n
n

 

Ответ: ( ) ( ) ( )( )∫ ∑
∞

=

−
−

−−
−=

x

n

n
n

nn
xdttt

0 1

16
13

!1216
1sin .  
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Задание 11  
 

Вычислить приближенно с указанной степенью точности δ . 
 

1. 33 10,63 −=δ  2. 410,3,0ch −=δ  

3. 44 10, −=δe  4. 310,1,1ln −=δ  

5. 410,1cos −=δo  6. 45 10, −=δe  

7. 310,2ln −=δ  8. 310,3ln −=δ  

9. 310, −=δе  10. 410,5ln −=δ  

11. 31 10, −− =δе  12. 3
3

10,
30
1 −=δ  

13. 3
3

10,1 −=δ
е

 14. 34 10,90 −=δ  

15. 32 10, −=δе  16. 36 10,738 −=δ  

17. 33 10, −=δе  18. 310,10ln −=δ  

19. 410,10cos −=δo  20. 37 10,136 −=δ  

21. 410,1sin −=δo  22. 35 2 10, −=δе  

23. 33 10,3,1 −=δ  24. 310,
2
1arctg −=δ  

25. 33 10,80 −=δ  26. 43 10,06,1 −=δ  

27. 33 10,36,8 −=δ  28. 310,2,0arctg −=δ  

29. 35 10,250 −=δ  30. 410,98,0ln −=δ  

31. 410,1 −=δ
e

 32. 310,27 −=δ  

33. 35 10,08,1 −=δ  34. 43 1 10, −− =δе .  
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Пример выполнения задания 11 
 

Вычислить приближенно 02,1ln с указанной степенью точности 
410−=δ . 

 
Решение. Воспользуемся известным разложением для ( )x+1ln   

( ) ( ) 11...1...
432

1ln 1
432

≤<−+−++−+−=+ − x
n

xxxxxx
n

n .  

Таким образом  

( ) ( ) ( ) ( ) ...02,01...
4
02,0

3
02,0

2
02,002,002,01ln02,1ln 1

432
+−++−+−=+= −

n

n
n  

Найдем слагаемое, которое будет меньше, чем  410−=δ :  

4
3

10
3
02,0 −=δ< .   

Таким образом ( ) 0198,0
2
02,002,002,1ln

2
=−≈ .  

Ответ: ( ) 0198,002,1ln ≈ .  
 
 
 

Задание 12  
 

Вычислить интеграл с точностью до 0,001.  
 

1. ( )∫ +
2,0

0
2

21ln
x
dxx  2. ∫ −

25,0

0

2
dxе х  3. ∫

+

5,1

0
3 327 x

dx  

4. ∫ −
1,0

0

5 2
dxе х  5. ( )∫ +

1,0

0

21ln
x
dxx  6. ∫ ⋅

5,0

0
2

2

2
cos

x
dxx  

7. ( )∫
1,0

0

2100sin dxx  8. ∫
1

0

23 cos dxxх  9. ∫
3/3

0

2 arctg dxxх  

10. ∫
−5,0

0

23
3 2

dxе
х

 11. ∫
5,0

0

sin
х

dxx
 12. ∫

25,0

0

2sin dxx  
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13. ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

0 5
1ln

x
dxx  14. ∫

3/1

0

2arctg
x

dxx  15. ∫
5,0

0
3

3arctg dx
x

x
 

16. ∫
1,0

0

2cos dxx  17. 
( )

∫
+1,0

0

41ln
dx

х
x

 18. ( )∫
5,0

0

24cos dxx  

19. ∫
+

5,0

0
4 41 x

dx  20. ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛4

0

2

2
5sin dxх  21. ∫ −

2,0

0

3 2
dxе х  

22. ∫
+

2

0
3 364 x

dx  23. ( )∫
2,0

0

225sin dxх  24. ∫
−−1,0

0

21 dx
х
е х

 

25. ∫
−4,0

0

4
3 2

dxе
х

 26. ∫ −
1,0

0

2 2
dxе х  27. ∫ −

5,0

0

4,0 2
dxе х  

28. ∫ +
5,0

0

31 dxх  29. ( )∫
5,0

0

24sin dxx  30. ∫
−−2,0

0

1 dx
х
е х

  

31. ∫ −
1,0

0

2
dxе х  32. ( )

∫
+1,0

0 10
81ln dx
х

x  33. ∫
1,0

0
2

2arctg dx
x

x  

34. ( )∫
1,0

0

310sin dxx .  

 
 
 

Пример выполнения задания 12 
 

Вычислить интеграл ∫ −
1,0

0

4 2
dxе х  с точностью до 0,001. 

 
Решение. Воспользуемся известным разложением  

...
!3!2

1
32

++++= xxxex .  
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Пусть ...
!3

64
!2

1641...
!3!2

1,4
64

2
32

2 +−+−=++++=−= xxxеttext t  

=+−+−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−= ∫∫ −

1,0

0

1,0

0

753642
1,0

0

4 ...
21
32

5
8

3
4...

3
32841

2
xxxxdxxxxe x  

( ) ( ) ( )

.
375
37

3000
296

3000
4

10
1

3000
41,0

001,0000016,01,0
5
8т.к.0...1,0

21
321,0

5
81,0

3
41,0 5753

==−=−≈

≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ <==−−−+−=

 

Ответ: 
375
37  с точностью 001,0=δ .  

 
 
 

Задание 13  
 

Применяя метод неопределенных коэффициентов, найти общее 
решение дифференциального уравнения  в виде ряда по степеням x .  
 
1. 0=+′−′′ yyxy , ( ) 10 −=y , ( ) 00 =′y . 

2. 02 =−′′ yxy , ( ) 00 =y , ( ) 10 =′y . 

3. yxy 2=′′ , ( ) 10 =y , ( ) 00 =′y . 

4. 0=+′+′′ yyxy , ( ) 10 =y , ( ) 00 =′y . 

5. 0=+′+′′ yyxy , ( ) 00 =y , ( ) 10 =′y . 

6. 02 =−′−′′ yyxy , ( ) 10 =y , ( ) 00 =′y . 

7. yyxy 2+′=′′ , ( ) 00 =y , ( ) 10 =′y . 

8. 02 =+′′ yxy , ( ) 10 =y , ( ) 00 =′y . 

9. 02 =+′′ yxy , ( ) 00 =y , ( ) 10 =′y . 

10. xyy =′′ , ( ) 00 =y , ( ) 10 =′y . 

11. 0=−′′ xyy , ( ) 10 =y , ( ) 00 =′y . 
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12. 042 =−′−′′ yyxy , ( ) 00 =y , ( ) 10 =′y . 

13. ( )yyxy 22 +′=′′ , ,
2
1)0( =y  ( ) 00 =′y . 

14. ( ) 01 2 =′−′′− yxyx , ( ) 10 =y , ( ) 00 =′y . 

15. ( ) yxyx ′=′′− 21 , ( ) 00 =y , ( ) 10 =′y . 

16. ( ) 021 2 =′+′′+ yxyx , ( ) 10 =y , ( ) 00 =′y . 

17. ( ) 021 2 =′+′′+ yxyx ,  ( ) 00 =y , ( ) 10 =′y . 

18. 02 =′+′′ yxy , ( ) 10 =y , ( ) 00 =′y . 

19. 02 =′+′′ yxy , ( ) 00 =y , ( ) 10 =′y . 

20. ( ) 01 =−′+′′− yyxyx , ( ) 10 =y , ( ) 10 =′y . 

21. ( ) yyxyx =′+′′−1 , ( ) 10 =y , ( ) 00 =′y . 

22. ( ) 0221 2 =+′−′′− yyxyx , ( ) 00 =y , ( ) 10 =′y . 

23. ( ) 0221 2 =+′−′′− yyxyx , ( ) 10 =y , ( ) 10 =′y . 

24. 6=−′′′ yxy , ( ) ( ) ( ) 1000 =′′=′= yyy . 

25. yyxy +′=′′′ , ( ) 10 =y , ( ) 00 =′y , ( ) 00 =′′y . 

26. yyxy =′−′′′ , ( ) 00 =y , ( ) 10 =′y , ( ) 00 =′′y . 

27. 0=−′−′′′ yyxy , ( ) 00 =y , ( ) 00 =′y , ( ) 10 =′′y . 

28. 02 =−′−′′−′′′ yyxyxy , ( ) 10 =y , ( ) 00 =′y , ( ) 00 =′′y . 

29. 02 =−′−′′−′′′ yyxyxy , ( ) 00 =y , ( ) 10 =′y , ( ) 00 =′′y . 

30. ( ) 0241 2 =−′−′′− yyxyx , ( ) 10 =y , ( ) 00 =′y . 

31. yyxyxy +′+′′=′′′ 2 , ( ) 00 =y , ( ) 00 =′y , ( ) 10 =′′y . 

32. ( ) yyxyx 241 2 +′=′′− , ( ) 00 =y , ( ) 10 =′y . 

33. 02 =+′−′′ yyxy , ( ) 00 =y , ( ) 11 =′y . 

34. 02 =−′′ yxy , ( ) 10 =y , ( ) 11 =′y .  
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Пример выполнения задания 13 
 

Применяя метод неопределенных коэффициентов, найти общее 
решение дифференциального уравнения в виде ряда по степеням x  

0
3
1 =−′+′′′ yyxy ,   ( ) 10 =y ,   ( ) 00 =′y ,   ( ) 00 =′′y . 

Решение. Так как уравнение 3-го порядка, то решение будем на-
ходить в виде полинома: DCxBxAxy +++= 23 ,  

так как ( ) 10 =y , то 1=D ;  

( ) CBxAxxy ++=′ 23 2 ,   ( ) 00 =′y , то 0=C ;  

( ) BAxxy 26 +=′′ ,             ( ) 00 =′′y , то 0=B ;  

Ay 6=′′′ .  

Подставим в уравнение  

( ) ( ) 0000 =−+′′′ yy  

( ) 10 =′′′y ,   ( ) Ay 60 =′′′ ,   16 =A ,   
6
1=A .  

Решение данного уравнения с начальными условиями имеет вид:  

1
6
1 3 += xy . 

Ответ: 1
6
1 3 += xy .  



 

ЛОГИНОВА Валерия Валерьевна 
МОРОЗОВ Евгений Анатольевич 
МОРОЗОВА Алена Витальевна 
НОВОСЕЛОВ Антон Вячеславович 
ПЛОТНИКОВА Евгения  Григорьева   
 
 
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ  АНАЛИЗ 
Сборник индивидуальных заданий по курсу 
 
 
Учебное пособие 
 
 
 
Редактор Л.Л. Савенкова 
Корректор Н.Н. Кропотина 
Дизайн, компьютерная верстка Е.Н. Остапенко, В.Ф. Селезнев 
 
 
 
 
Подписано в печать  21.04.2011. Формат 60×84 1/16.  
Усл. печ. л. 16,51. Тираж 300 экз. Заказ № 140. 
 
 
 
 
Издательство Пермского государственного университета 
614990.  Пермь, ул. Букирева, 15 
 
 
Типография  Пермского государственного университета 
614990. Пермь, ул. Букирева, 15 



 

ДЛЯ  ЗАМЕТОК 



 

ДЛЯ  ЗАМЕТОК 
 


	0_Титул_содержание_литература
	1_Тема_1
	2_Тема_2
	3_Тема_3
	4_Тема_4
	5_Тема_5
	6_Концовка

