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ПРЕДИСЛОВИЕ 

i 1редс!анлеипая вниманию чи1ателей книга «Введение в информати­
ку» — первая книга из многотомной серии «Информатика в техническом 
уиивсрси|е1е». 

Н учебных планах подготовки дипломированного специалиста по на­
правлению «Информатика и вычислительная техника» дисциплина «Ин­
форматика» входит в состав фундаментального цикла дисциплин. Она соз­
дает теоретическую базу для изложения и понимания таких дисциплин, как 
«Организация ЭВМ и систем», «Алгоритмические языки и программирова-
mie», « 1еория автоматов» и других специальных курсов. 

Основная uejib книги — познакомить студента с понятиями информа-
1ИКП, изложи 1ь методы и средства представления информации в компьюте­
рах и ин(|)ормационных системах, методы реализации арифметических и 
лот ических операций в цифровых автоматах, а также основы анализа и син­
теза логических схем Э В М и информационных систем. 

Следуег натгомнить читателю, что термин «информатика» впервые был 
исЕюльзован французскими специалистами для определения комплекса за­
дач, связан1н>1х с применением Э В М для обработки, хранения и преобразо­
вания разнообразного вида информации. Однако этот термин не является 
общепризнанным, так как ряд стран, а именно — С Ш А , Канада и некото­
рые лагиноамерикаиские государства — придерживаются термина «ком­
пьютерные пауки». Вместе с тем, на Международном Конгрессе «Образо­
вание и информатика» (1996 год, Москва) отмечалось, что «информатика 
сегодня — это одна нз важных и перспективных «точек роста» мировой 
пауки, вокруг которой формируется новый комплекс наук об информации». 

1'лавнь[М понятием курса «Информатика» является понятие цифрового 
автомата как средства для представления и обработки любых видов инфор­
мации. Автор здесь придерживается классического определения, введенно­
го академиком В. М. Глушковым: «Электронные цифровые машины с про­
граммным утгравлением представляют собой пример одного из наиболее 
распространенных в настоящее время преобразователей дискретной ин­
формации, называемых дискретными или цифровыми автоматами». 
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В главах I, 3. 8 и 9 изложены способы представления н кодирования 
информации, методы конгроля и защиты информации. Эюч матернш! осно­
ван на результатах работ К. Шеннона, В. А. Котельникова. Р. Хэминга и др. 

Главы 4, 5, 6 и 7 содержат описание методов и алгоритмов выполнения 
арифметических операций на двоичных и десятичных суммаюрах. Их ос­
новой послужили работы С. А. Лебедева, Р. К. Ричардса, В. А. Ме;и,инкова 
и др. Материал изложен таким образом, чтобы достичь максимальной общ­
ности содержания при возможности практического использования pe3yjrb-
татов теории. При этом используется некая гипотетическая ЭВМ. обла­
дающая определенной структурой, описанной в примерах. 

Главы 2, 10 и ! I посвящены логическим основам анализа и сингеза 
цифровых автоматов. Этот материал книги базируется на трудах Д. Буля, 
В. И. Шестакова, Э. Мак-Класки и др. 

В главах 2, 11 и 12 изложены некоторые положения теории цифровых 
автоматов, которые найдут дальнейшее развитие в специальном курсе 
«Теория цифровых автоматов». Основой материала этих глав являются 
труды В, М. Глушкова, Дж. фон-Иеймана, Э. Tlocia, А. Тыориига, С. В. Яб­
лонского и др. Читатель, интересующийся более глубоко вопросами анали­
за и синтеза цифровых автоматов, найдет эти сведения в специальной 
литературе.' iUifl лучшего усвоения материала глава 12 допо;и|ена 
конкрешыми примерами синтеза двух управляющих автоматов. 

В основу книги положен курс лекций но данной дисциплине, читаемый 
автором в течение нескольких лет в Московском государственном техниче­
ском университете имени Н. Э. Баумана. 

Автор 



I. БАЗОВЫЕ ПОНЯТИЯ ИНФОРМАТИКИ 

1.1. Общие сведения об информации 

Прежде всею определим, что такое вычислительная машина. Интуи-
rriBHo понято, чго это — средство для автоматизации вычислений. Однако 
вычисли1елы1ые машины используются настолько широко и для решения 
такою обширною круга задач (от вычислений до составления меню в рее-
горапе и даже сочинения музыки), что поневоле возникает сомнение в пра­
вильное in итуитив»юго определения. 

В «Энциклопедии кибернетики» [20] приведено следующее опреде­
ление: «Вычислительная машина {ВМ) — физическая система (устрой­
ство или комплекс устройств), предназначенная для механизации или 
авшомситпации npoifecca алгоритмической обработки информации и вы-
числений». 1аким образом, понятие «вычислительная машина» самым 
тесным образом связано с понятиями «информация» и «алгоритмическая 
обработка». 

Объект передачи и преобразования в вычислительных системах (ма­
шинах) — информация. В этом смысле вычислительную машину (систе­
му) можно называть информационной, в отличие, например, от энергети-
HccKoii системы, где объект передачи и преобразования — энергия. Все 
процессы, происходящие в вычислительной системе, связаны непосред-
сгвенно с различными физическими носителями информационных со-
об1це1П!Й, и все узлы и блоки этой системы являются физической средой, 
в которой осуществляются информационные процессы. Специфика ин-
формациот!ых процессов состоит не только в передаче информационных 
сообщений посредством заданной физической среды, но и в преобразова­
нии, переработке и хранении информации. Все это составляет предмет 
науки информатики. Информатика представляет собой неразрывное 
единство трех составных частей: теории передачи и преобразования ин­
формации; алгоритмических средств обработки информации и вычисли­
тельных средств. 



/ fiasodhte понятия информатики 

Информация определяет мнотие процессы в вычислигельной машине. 
В самой общей форме процесс решения задачи на вычислительной магнине 
проходит через следующие этапы: 

— ввод информации или установка исходных данных; 
— переработка или преобразование введенной информации; 
— определение результатов и вывод переработанной информации. 
Вычислительная машина получает информацию, запоминает ее, обра-

ба1ывает по заданным алгоритмам и направляет потребителю (nojibioBaie-
лю) или в другие системы обработки (рис. 1.1). 

Рис. 1.1. Схема взаимодействия пользователя с компыогером 

Термин «информация» имеет много определений. В широком смысле 
информация — отражение реального мира. Существует определение тер­
мина в узком смысле: информация —любые сведения, являющиеся объек­
том хранения, передачи и преобразования. Оба определения важны для но-
иимания процессов функционирования вычислительной машины. 

Важный вопрос теории передачи и преобразования информации — 
установление меры, количества и качества информации. 

Информационные меры, как правило, рассматриваются в трех аспек­
тах: структурном, статистическом и семантическом. 

В структурном аспекте рассматривается строение массивов информа­
ции и их измерение простым подсчетом информационных элементов нлп 
комбинаторным методом. Структурный подход применяется для оценки 
возможностей информационных систем вне зависимости от условий их 
применения. 

При статистическом подходе используется понятие энтропии как ме­
ры неопределенности, учитывающей вероятность появления и информа­
тивность того или иного сообщения. Статистический подход учитывает 
конкретные условия применения информационных систем. 
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Семян шческий подход позволяет выделить полезность или ценность 
И1|{})0рмаиионпого сообщения. 

1.2. Струк1урпая мера информации 

Информация всегда представляется в виде сообщения. Элемеигарная 
единица сообщений — символ. Символы, собранные в группы, — ашва. 
Сообщение, оформленное в виде слов или отдельных символов, всегда пе-
редао1ся в магериально-энергетической форме (электрический, световой, 
1в\ковон cHiHajU'i и т. д.). 

i'a3JHi4atoi информацию непрерывную и дискретную. 

h ti ij^hh ^7 t 

Рис. 1.2. Способы прелстав;(е1шя информации 

Функция х{1), изображенная на рис. i.2, о, может быть представлена в 
нснрерьниюм (рис. 1.2,6) и дискретном (рис. i.2, в) видах. В непрерывном 
виде эта (|)ункция может принимать любые вещественные значения в дан­
ном диапазоне изменения аргумента /, т. е. множество значений непрерыв­
ное! функции бесконечно. В дискретном виде функция х(/) может прини­
май) BCifiecTBenHbie значения только при определенных значениях 
аргуменга. Какой бы малый интервал дискретности (т. е. расстояние между 
соседними значениями аргумента) не выбирался, множество значений дис-
крешон функции для заданного диапазона изменений аргумента (если он 
не бесконечный) будет конечно (ограничено). 
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О 

При использовании структурных мер информации учитывается толь­
ко дискретное строение сообщения, количество содержащихся в нем ин­
формационных элементов, связей между ними. При структурном подходе 
различаются геометрическая, комбинаторная и аддитивная меры инфор-
ма1{ии. 

Геометрическая мери предполагает измерение параметра [еомегриче-
CKOii модели информационного сообщения (длины, площади, объема и т. п ) 
в дискретных единицах. Например, геометрической моделью информации 
может быть линия единичной длины (рис 1.3, а — одиоразряд1юе слово, 
приртмающее значение О или 1), квадрат (рис. 1.3, б — двухразрядное сло­
во) или куб (рис 1.3, в — трехразрядное слово). Максимально возможное 
количество информации в заданных структурах определяет информацноп-
нук) емкость модели (системы), которая определяется как сумма дискрег-

ных значений по всем измерениям 
(координатам). 

В комбинаторной мере количе­
ство информации определяе1СЯ как 
число комбинаций элементов (симво­
лов). Возможное количество ип(|)ор-
мации совпадает с числом возмож­
ных сочетаний, перестановок и 
размещений элементов. Комбиниро­
вание символов в словах, состоящих 
только из О и 1, меняет значения 
слов. Рассмотрим две пары слов 

1001 IО и 001101, 011 101 и 111010. В них проведена перестановка крайних 
разрядов (изменено местоположение знакового разряда в числе — перене­
сен слева направо). 

Аддитивная мера (мераХартли), в соответствии с которой количество 
информации измеряется в двоичных единицах — битах, — наиболее рас­
пространена. Вводятся понятия глубины q и длины и числа. 

Глубина q числа — количество символов {элементов), принятых для 
представления информации. В каждый момент времени реализуется юлько 
один какой-либо символ. 

Дюна п числа — количество позиций, необходгитх и достаточных 
для представления чисел заданной величины. 

В гл. 3 понятие глубины числа будет трансформировано в понятие 
основания системы счисления. При заданных глубине и длине числа коли­
чество чисел, которое можно представить, N ~ q" . Величина Л̂  не удобна 

X , 

W 

а 

1 

1 
1 

— А 
01 

Рис. 1.3. Геометрическая модель 
информации 
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ДЛЯ оценки информационной емкости. Введем логарифмическую меру, по-
1воляюн1ую, вычисля1ь количество информации,— бит; 

C'jiciioBaiejibHO. I бит информации соответствует одному элементарно-
м> собыши), когорое может произойти или не произойти. Такая мера коли-
чес1ва информации удобна тем. чго она обеспечивает возможность опери­
рован, мерой как числом. Количество информации при этом эквивалентно 
количеству двоичных символов О или I. При наличии нескольких источни­
ков информации общее количество информации 

ПЧ1^Ч2^--^Я1.) = ПяО + 1{Я2)+- + ПЯ1с)^ (1-2) 

|де /((/j.) - - количество информации от источника А:. 
Ло1ари(|)мическая мера информации позволяет измерять количество 

информации и используется на практике. 

1.3. Стагистпческая мера информации 

М сгагисшческон теории информации вводится более общая мера ко-
jHricciBa информации, в соответствии с которой рассматривается не само 
событие, а информация о нем. Этот вопрос глубоко проработай 
К. i lief [ИОНОМ в работе «Избранные труды по теории информации». Если 
Н1)являе1ся сооби1ение о часю встречающемся собьпии, вероятность гюяв-
ления коюрого близка к единице, то такое сообщение для получателя ма-
лоинформа1ивг!о. Столь же малоинформативны сообщения о событиях, ве­
роятное г ь гюявления которых близка к нулю. 

Собьиия МОЖ1Ю рассматривать как возможные исходы некоторого 
опыта, причем все исходы этого опыта составляют ансамбль, или полную 
rpyruiv событий. К. Шенион ввел понятие неопределенности ситуации, воз-
инкак)И1ей в процессе опыта, назвав ее энтропией. Энтропия ансамбля есть 
количественная мера его неопределенности и, следовательно, информатив­
ное n i . количественно выражаемая как средняя функция множества вероят-
носгей каждого из возможных исходов опыта. 

I lycTb имее1ся N возможных исходов опыта, из них к разных типов, а i-u 

исход повторяется н, раз и вносит информацию, количество которой оце­

нивается как /, . Тогда средняя информация, доставляемая одним опытом, 

4р-(«!А+«2^2+--+«.Л)/Л^- (1-3) 



лиформ 

Но количество информации в каждом исходе связано с его вероятностью 
/J, и выражается в двоичных единицах (битах) как Д - logi(l//',) = 
= - log, /J, , Тогда 

/ср = ["i ( - log2 р,) + ... + «J ( - logj PJ )]/Л'. (1.4) 

Выражение (1.4) можно записать также в виде 

/c„=~)- ( - log ,P | ) + ^ e l o g , P j ) + ... + ^ ( - l o g ; f t ) . (1.5) 

Но отношения ttjN представляют собой частоты гювторения исходов. 
а следовательно, могут быть заменены их вероятностями: nJN-p,. по­
этому средняя информация в битах 

'ср = A ( - l o g , Pi) + ... + p i ( - l o g , P i ) , 

или 

^ C P = - I P , log^P, =-Н. (1.6) 

Полученную величину называют энтропией и обозначаю! обычно бук­
вой Н. Энтропия обладает следующими свойствами: 

1. Энтропия всегда неотрицательна, так как значения вероятностей вы­
ражаются величинами, не превосходящими единицу, а их логарифмы — 
отрицательными числами или нулем, так что члены суммы (1.6) — неотри­
цательны. 

2. Энтропия равна нулю в том крайнем случае, ко1да одно из р, рав1Ю 
единице, а все остальные — нулю. Это тот случай, когда об опыте шш ве­
личине все известно заранее и результат не дает новую информацию. 

3. Энтропия имеет наибольшее значение, когда все вероятности равны 
между собой: р, = р , =. . . = р^ = 1/i . При этом 

/f = ^log2(l/i) = l o g j i . 

4. Энтропия объекта АВ, состояния которого образуются совместной 
реализацией состояний А » В, равна сумме энтропии исходных объектов А 
и В, т. е. Н(_АВ) = Н(А) + Н(В). 

Если все события равновероятны и статистически независимы, то 
оценки количества информации, по Хартли и Шеннону, совпадают. Это 
свидетельствует о полном использовании информационной емкосчи CHCie-
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МЫ. В случае неравных вероятностей количество информации, по Шеннону, 
меньше iiFK|)opManHOHiioii емкости системы. Максимальное значение энтро­
пии достигается при р = 0,5, когда два состояния равновероятны. При ве­
рея I нос [ ях /J - О или р~\, что соответствует полной невозможности или 
nojEiiofi досшверности события, энтропия равна нулю. 

Количество информации только тогда равно энтропии, когда неопре­
деленность ситуации снимается полностью. В общем случае нужно считать, 
что количество иттформации есть уменьшение энтропии вследствие опыта 
илтт какото-;тибо лругото акта познания. Если неопределенность снимается 
TTojTiTOCTbTo, ю ин(|)ормация равна энтропии: I = Н . 

В атучае неполного разрешения имеет место частичная информация, 
явJтятoтнaяcя разттостыо между начальной и конечной энтропией: / = 
- ' / , Я , 

Наибо^тьтттее количество информации получается тогда, когда полно-
стьто стнтмается неоттределенность, причем эта неопределенность была наи-
больтттсй - т!сроятости всех событий были одинаковы. Это соответствует 
максттмальтто возможттому количеству информации / ' , оцениваемому 
мерой Харпттт: 

/ ' = log jA ' = log2(l/p) = - l o g j P , 
тде Л' —• число событий; р — вероятность их реализации в условиях рав-
ттотт вероятности событий. 

I аким образом, / ' = Я,,,.,. 
ЛбcoJTloтlтaя избьтточность информации D^ представляет собой раз-

ттость между максимально возможным количеством информации и энтро-
ттией: D,5, = / ' - Я , или D^ = Я „ „ - Н . 

riojTbiyioTCfl также понятием относительной избыточности 

V-(U„-H)/H„„. (1.7) 

1.4. Семантическая мера информации 

Вычислительные машины обрабатывают и преобразуют информацию 
равного содержания — от числовых данных до сочинения музыки и стихов. 
Вся тга ин(|)ормация изображаемся соответствующими символами. Оценка 
содержания ра июхарактерной информации — весьма сложная проблема. 
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Среди семантических мер наиболее распространены содержа1ель-
ность, логическое количество, целесообразность и существенность ин­
формации. 

Содерлсательность события / выражается через функцию меры 
m{i) — содержательности его отрицания. Оценка содержательное!и осно­
вана на математической логике, в которой логические функции истинно­
сти m{i) и ложности m{i) имеют формальное сходство с функциями ве­
роятностей события p{i) и антисобытия q(i) в теории вероятностей. 

Как и вероятность, содержательность события изменяется в пределах 
О < т{!) < 1. 

Логическое количество информации /„^ , сходное со с!а1ис[ическим 
количеством информации, вычисляегся по выражениго: 

I„f - : iog2[i/m(0J--log^ m{J). 

Отличие статистической оценки от логической состоит в юм, чю в 
первом случае учитываются верояпюсти реализации тех или иных собы­
тий, что приближает к оценке смысла информации. 

Если информация используется в системах у[!равления, то ее полез­
ность целесообразно оценивать по тому эффекту, который она оказываег на 
результат управления. 

Мера целесообразности информации определяется как изменение ве­
роятности достижения цели при получении дополнительной информации. 
Полученная информация может быть пустой, т. е. не изменять вероятности 
достижения цели, и в этом случае ее мера равна нулю. В других случаях 
полученная информация может изменять положение дела в худшую сторо­
ну, т. е. уменьшить вероятность достижения цели, и тогда она будет дезин­
формацией, измеряющейся отрицательным значением количества инфор­
мации. Наконец, в благоприятиом случае получается добротная 
информация, которая увеличивает вероятность достижения цели и измеря­
ется положительной величиной количества информации. 

Мера целесообразности в общем виде может быть аиалитически выра­
жена в виде соотношения 

/ , „ - iog2 р, - log3 Ро = Iog2 ~ , (1.8) 

где Ро и р, — начальная (до (юлучения информации) и конечная (после 
получения информации) вероятности достижения цели. 
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Cjiejiyer рагпича1ь существенность самого события; существенносп 
времени совершения события или его наблюдения (рано—поздно— 
момент); существенность координаты совершения события. 

Измерение некоторого параметра X можно характеризовать несколь 
кими функциями величины х: вероятностью р{х), погрешностью измере 
ПИЯ 8(л) и существенностью с{х). Каждой из этих функций можно поста 
BviTb в соответствие определенную меру информации. Мерой Хартл! 
оцемивается функция погрешности е при фиксированных значениях функ 
цнн вероягиости (р = const) и существенности (с - const). Мерой Шеннон 
оценивается функция вероятности {р = var) при фиксированных значения; 
функций погрешности (е = const) и существенности (с = const). Мера су 
щес!веиности относится к ситуации с фиксированными функциями пс 
f реипюстн (е - const) и вероятности {р = const). Можно ввести функци 
сущесгиеипосги: <\, зависящие от х\ с^ , с^ , зависящие от времени Т 
iipocipancfBa (канала) N. 

1.5. Преобразование информации 

Информационное сообщение всегда связано с источником информг 
НИИ, приемником информации и каналом передачи. 

Дискретые сообщения состоят из конечного множества элементе! 
создаваемых источником последовательно во времени. Набор элементе 
(симво;юв) составляет алфавит источника. 

Непрерывные сообщения задаются какой-либо физической величино! 
изменяющейся во времени. Получение конечного множества сообщений :: 
конечный промежуток времени достигается путем дискретизации (во вр( 
меии), квантования (по уровню) (см. рис 1.2). 

В большинстве случаев информация о протекании того или иного ф| 
зического процесса вырабатывается соответствующими датчиками в ви/ 
сигналов, непрерывно изменяющихся во времени. Переход от аналоговог 
иредс1авления сигнала к цифровому дает в ряде случаев значительные npi 
имущества при передаче, хранении и обработке информации. Преобрмов! 
пие осуществляется с помощью специальных устройств — иреобразоват! 
лей непрерывных сигналов и может быть выполнено дискретизацией i 
времени и квантованием по уровню. 

Рассмотрим разновидности сигналов, которые описываются фун1 
цией x{t). 
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1. Непрерывная функция непрерывного аргумента. Значения, которые 
могут принимать функция x(t) и аргумент г, заполняют промежутки 

(^min' ^гоах) " ("^> ^ ) соответственно. 
2. Непрерывная функция дискретного apiyMeina. Значения функции 

x{t) определяются лишь на дискретном множестве значений ар1умеита / , , 
/ - О ± i ± 2 , ... Величина х(/ ,) может принимать любое значение в интер­
вале (jTj^,^, л:^,^,^). 

3. Дискретная функция непрерывного аргумента. Значения, коюрые 
может принимать функция x(t), образуют дискретный ряд чисел .v,. 
Xj,...,x^. Значение аргумента ( может быть любым в интервале (-7 . 7 ) 

4. Дискретная функция дискретного аргумента. Значения, коюрые мо­
гут принимать функция x{t) и аргумент Г, образуют дискретные ряды чисел 
.V|. ̂ Гз,...,.г^ и f|, ^2 ' • • • ' ' * ' ^ ^полняющие интервалы (jr,„„,, х,,,^^) и ( - 7 , 7 ) 
соответственно. 

Первая из рассмотренных разновидностей прина/итежиг ненрерьмигым 
сигналам, вторая и третья — дискретно-непрерывным, а че|вер1ая дис­
кретным сигналам. 

Операцию, переводящую информацию непрерывисто вида в И11(|и)рма-
цию дискретного вида, называют квантованием по времени, или дискрети­
зацией. Следовательно, дискретизация состоит в преобразовании сигнала 
х(1) непрерывного аргумента г в сигнал x(t^) дискретного apiyMCHiа /,. 

Квантование по уровню состоит в преобразовании непрерывного мно­

жества значений сигнала х(/,) в дискретное множество значений v^. 

А: = О, I , . . . , (ш - 1); Xj е (х,„,, дг,,,,,) (третий вид сигнала). 
Совместное применение операций дискретизации и квантования по 

уровню позволяет преобразовать непрерывный сигнал х(1) в дискретпьнТ но 
координатам х »1 (четвертая разновидность). 

В результате дискретизации исходная функция л-(/) заменяется сово­
купностью отдельных значений дг(Г|). По значениям функции дг(Г,) можно 
восстановить исходную функцию x{t) с некоторой гюгрешностью. Функ­
цию, полученную в результате восстановления (интерполяции) |Ю значени­
ям Jc((,), будем называть воспроизводящей и обозначать V{f). 

При дискретизации сигналов приходится решать вопрос о том, как час­
то следует проводить отсчеты функции, т. е. каков должен бьггь шаг дис­
кретизации А/, - ,̂ - ^ _ j . При малых шагах дискретизации количество от-
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счетов функции на отрезке обработки будет большим и точность воспроиз­
ведения — высокой. При больших шагах дискретизации количество отсче­
тов уменьшается, но при этом, как правило, снижается точность восстанов­
ления. Оптимальной является такая дискретизация, которая обеспечивает 
представление исходного сигнала с заданной точностью при минимальном 
количестве отсчетов. 

Меюды дискретизации и восстановления информации классифициру­
ются в (ависнмости от регулярности отсчета, критерия оценки точности 
дискретизации и восстановления, вида базисной функции, принципа при­
ближения. 

Pei у;гяриость отсчета определяется равномерностью дискретизации. 
Дискретизация называется равномерной (рис. i.4, о), если длительность 

ишервалов Л/, ^ const на всем отрезке обработки сигнала. Методы равно­
мерной дискретизации широко применяют, так как алгоритмы и аппаратуре 
для их peajm^anHH достаточ1ю просты. Однако при этом возможна значи-
1ельная избыточность отсчетов. 

i, Ч h и ^ h i 

Рис. 1.4. Способы дискретизации информации 

Днскретизация называется неравномерной (рис. \Л,б), если длитель 
носп. ии!ервалов между отсчетами А/, различна, т. е. А/, - v a r . Вы^еляку 
две труппы неравномерных методов: адаптивные и программируемые. Flpi 
адашивных мсюдах итервалы А/, изменяются в зависимости от текущей 
ишспения 1гарамегров сигналов. При программируемых методах интерва 
jM.i Л/, п!ме!1Я101ся либо оператором па основе анализа поступающей ин 
формации, либо в соответствии с заранее установленной пр01раммой работы 

Криюрин оценки точности дискретизации сигнала выбираются полу 
ча1слсм ип!|юрмаиии и зависят от целевого истюльзования сигнала и воз 
можпостей аппаратной (npot раммной) реализации. Чаще других использу 
кяся критерий наибольшего отклонения, среднеквадратический 
nnicfpaJH.nMH и вероятностный. 
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Тип базисных (приближающих, воспроизводящих) функций в основ­
ном определяется требованиями ограничения сложности устройств (про­
грамм) дискретизации и восстановления сигналов. 

Воспроизводящие функции v(/) обычно совпадают с приближающими 
функциями pit), хотя в общем случае они могут отличаться друг от друга. 
Чаще всего для дискретизации и восстановления используют ряды Фурье и 
Котельиикова, полиномы Чебышева и Лежаидра, степенные полипомы, 
функции Уолша и Хаара, гипергеометрические функции. 

При равномерной дискретизации шаг Л г и частота отсчетов F,, — по­
стоянные величины (рис. 1.4, а). Модель равномерной дискретизации очень 
хороню подходит к модели синхронных автоматов. 'Георема Ко1ельпнкова 
позволяет осуществлять выбор шага дискретизации, что существен!ним об­
разом может повлиять на количество и скорость [юсгупления информации 
для обработки. 

Квантование по уровню состоит в преобразовании непрерывных зна­
чении сигнала х(1,) в моменты отсчета /,, в дискретные значения (рис. 1.5). 
В соответствии с графиком изменения функции х(1) ее ис1инные значения 
представляются в виде заранее заданных дискретных уровней /, 2. 3, 4. 5 
HJHi 6. <1>ункция в момепть[ отсчета может задаваться HJHI ГОЧПО (шачс-

ние Xj — уровень 4). или с некогорой по-
грешностью (значение х, — уровень 2. зна­
чение х, — уровень б). 

Квантование по уровню может бы и, рав­
номерным и неравномерным в зависимости о J 
величины шага квантования. Под шагом {ш\-

~^ тервалом) квантования 5^ гюинмаегся раз­
ность 5 =х„,~х ,, где 

I э̂  

*м tt 

Рис. 1.5. Квантование 
по \pUBMIO 

, x„,_t — сосе;1Ние 
уровни квантования. 

Уровень квантования для заданного значе­
ния сигнала х{1) можно выразить двумя способами: 

1) сигнал х(/,) отождествляется с ближайшим уровнем квагпования; 
2) сигнал х(/,) отождествляегся с ближайшим меньшим (или боль­

шим) уровнем квантования. 
Так как в процессе преобразования значение сигнала x{t) отображает­

ся уровнем квантования х„,, а каждому уровню т может быть посгавлеи в 
соответствие свой номер (число), то при передаче или хранении ииформа-
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ции МОЖНО вместо истинного значения величины х„, использовать соответ­
ствующее число т. Истинное значение уровня квантования легко восстано­
ви и., зная масштаб по шкале х. Для представления т уровней квантования 
с помощью неизбыточного равномерного кода потребуется и = 1о§,т раз­
рядов. Такое преобразование сопровождается шумами или погрешностью 
квантования. Погрешность квантования связана с заменой истинного зна­
чения сигнала х{1,) значением, соответствующим уровню квантования :с„,. 
Максимальная погрешность квантования зависит от способа отождествле­
ния си[ нала с уровнем квантования. Для первого из рассмотренных спосо­
бов она равна 0,55„,, для второго — 5„,. 

Чем меньше шаг квантования, тем меньше погрешность квантования. 
Можно принять, что погрешность квантования в пределах шага квантова­
ния нмеег равновероятный закон распределения, т. е. любое значение 
функции в пределах шага будет равновероятным. 

[1аиболее часто используются степенные алгебраические полиномы 

вн;ц1 У{1) - ^а/ . i де // — степень полинома, а, — действительные коэф-

фипиепЕЫ. Ич T[()fo класса функций наиболее полно исследовано примене-
пне полиномов нулевой и первой степени. Алгебраические полиномы 
удобны для программирования и обработки на ЭВМ. 

Выбор огггимальной системы функции представляет определенные 
1 рудное I и, гак как при решении задачи минимизации числа дискретных 
харак1еристик д;[я описания сигнала с заданной точностью должны учиты­
вать слоЖ1гость ап1!аратуры (программ), допустимое время задержки в вы-
;шче информаг^ии и другие факторы. 

Метод дискрегизации при преобразовании непрерывной информации в 
дискретную влияет на количество информации, которую надо хранить или 
преобразовывать в ЭВМ. Важна теорема Котельникова, согласно которой 
функция, имеющая ограниченный спектр частот, полностью определяется 
дискрет ным множеством своих значений, взятых с частотой отсчетов; 

/=о=2Л,, (1.9) 

f дс /„, - 27гоэ,„ — максимальная частота в спектре частот S(j(i}) сигнала 
^(0^ f̂L*,,, угловая скорость. 

Функция л(/) воспроизводится без погрешностей по точным значе­
ниям x(ij в виде ряда Котельникова: 
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где А/ — шаг дискретизации. 
Георема Котельникова справедлива для сигналов с о!раниченным 

спектром. Реальные сигналы — носители информации — имеют конечную 
длительность. Спектр таких сигналов не ограничен, т. е. реальные сигналы 
не соответствуют в точности модели сигнала с о1раниче11ным cricKipuM, и 
применение теоремы Котельникова к реальным сигналам связано с по­
грешностями при восстановлении сигналов по формуле (1.10) и неопреде­
ленностью выбора шага дискретизации или частоты отсчетов. 

Для практических задач, однако, идеально точное восстановление 
функций не требуется, необходимо лишь восстановление с заданной тоЧ1ю-
стью. Поэтому теорему Котельникова можно рассматривать как HPHGJHI-
женную для функций с неограниченным спектром. На практике часгогу 
отсчетов часто определяют по формуле 

^ а - 2 / „ , Д , , (КМ) 

где к^ — коэффициент запаса (обычно 1,5 < А, 5 6) ; /̂ ^̂ ^ — waKCHMajn.-
ная допустимая частота в спектре сигнала х{1), например, с учетом доли 
nojmoH эггергии, сосредоточенной в ограниченном частотой ciicKipe сиг­
нала. 

Из вышеизложенного следует, что преобразование непрерывной ин­
формации в дискретную можег сопровождаться сжатием ин[])ормацпн 
(уменьшением ее количества). Кварповаиие по ypOBiiio — один из способов 
сжатия информации. 

Квантование и дискретизация находят iiHipoKoe применение в преобра­
зователях информации, используемых при связи ЭВМ с конкреигыми объ­
ектами (процессами). 

1.6. Формы представления информации 

Информация всегда представляется в виде сообщения, которое переда-
егся некоторой физической средой. Носителем информации может быть 
любая предметная среда, которая меняет состояние в зависимости от Fiepe-
даваемой информации. Это может быть бумага, на которой информация 
изображается либо знаками, либо специальными отметками (например, 
перфорация); магнитный материал (лента, диск и т. п.), состояние которою 
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Меняется с помощью магнита; электрический сигнал, у которого изменяется 
какой-либо liapaMCTp (частота, амплитуда). 

Различают две формы представления информации: статическую 7̂ ., 
(рис. 1.6, а) и динамическую /̂ , (рис. 1.6, б). Возможность передачи сооб­
щения посредством электрического сигнала реализуется с помощью канала 
связи, соединяющего источник и приемник информации (рис. 1.7). Чтобы 
передать ин([)Ормацию, необходимо ее 
предварительно преобразовать. 

Кодирование — преобразование со­
общения в форму, удобную для передачи 
Г10 /рапному каналу. В качестве простого 
примера можно привести передачу со­
общения в виде телеграммы. Все симво­
лы кодируются с гюмощью телеграфного 
кода. 

Декодирование — операция восста­
новления принятого сообщения. В сис­
тему связи необходимо ввести устрой­
ства для кодирования и декодирования 
иргформации (рис. 1.8). Теоретическое 
обоснование таких систем дал в своих 
работах К, Шенпон. Рядом теорем он 
показал эффективность введения коди-
pyioniHx и декодирующих устройств, 
nnnta'iemic коц>рых состоит в согласо­
вании СВ0ЙС1В источника информации со свойствами канала связи. Одно 
из них (кодирующее устройство, или кодер) должно обеспечить такое ко-
дироват1е, при котором путем устранения избыточности информации 
eyiiieciBenno снижается среднее число символов, приходящееся на едини­
цу сообщения. При отсутствии помех это непосредственно дает выигрыш 
во времени [|ередачи или в объеме запоминающего устройства. Такое ко­
дирование называют эффективным (или оптимальным)^ так как оно по-
RbHiiaei эффективность системы. При наличии помех в канале передачи 
он )̂ позволяет преобразовать входную информацию в последовательность 
символов, наилучшим образом отвечающую задачам дальнейшего преоб-
разоват^я. Другое кодирующее устройство (кодер канала) обеспечивает 
заданную достоверность при передаче или хранении информации путем 
введения дополнительно избыточности информации. Такое кодирование 
naibiBaiOT избыточным или помехоустойчивым. Помехоустойчивость 

h 

а 

5 

Рнс. 1.6 

информа­
ции 

1 ' 1 * 

i 

Формы представления 
информации 

_ J Кана/t 1 _ Приемным 
ин форма-

ц,ии 

Рис. 1.7. Информационная модель 
канала связи 
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достигается учетом не только интенсивности помехи, но и ее статистиче­
ских закорюмерностей. 

Н Кодирующее |_J ^одер \^аиая ^Ш,екаВер\ Mi 
устрпйстВо\ канала связи \\мйиапа\ L 

leKoSapytcuiee _ 
цс^ройегпвв Приемник 

Рис. 1.8. Информационная модель канала связи с шумами 

Целесообразность устранения избыточности сообщения методами эф­
фективного кодирования с последующим перекодированием помехоустойчи­
вым кодом обусловлена тем, что избыточность источника сообщения в 
большинстве случаев не согласована со статистическими закономерностями 
помехи в канале связи и поэтому не может быть полностью использована ;для 
повышения достоверности принимаемого сообщения. Кроме того, избьпоч-
ность источника сообщений иногда является следствием ряда причин. 

Если избыточность источника сообщений мала и помехи в канале 
связи практически отсутствуют, то введение как кодера источника, так и 
Кодера канала нецелесообразно. Если избыточность источника сообщений 
высока, а помехи весьма малы, то целесообразно ввести кодер источника. 
Если избыточность источника мала, а помехи велики, то целесообразно 
ввести кодер канала. При большой избыточности и высоком уровне помех 
целесообразно ввести оба дополнительных кодирующих (и декодирую­
щих) устройства. Большинство кодов, используемых при кодировании 
информации без учета статистических свойств источника и 1юмехи в ка­
нале связи, основано на системах счисления. 

1.7. Передача информации 

Современные вычислительные средства (персональные ЭВМ, микро-, 
мини- и максиЭВМ) часто используются в составе вычислительных систем 
или сетей. В этих случаях необходимо решать вопросы не только эффек-
THBHoio представления информации, но также вопросы передачи информа­
ции по каналам связи без искажений. В качестве каналов связи (рис, 1,9) 
могут использоваться: непосредственная связь ИС пользователя вь!числи-
тельными средствами, телефонный канал ТлК^ телеграфный канал />/<", рн~ 
диоканш! РК^ телевизионный канал ТвК, другие виды связи. 

Вид канала определяет характер и величину помех, которые при этом 
появляются. Поэтому инженер-проектировщик ЭВМ должен учитывать эти 
обстоятельства при разработке технических, математических и программ­
ных средств. 
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Рассмотрим некоторые общие во- Пользователи 
просы, возникающие при передаче ин­
формации. 

Передача информации по кана­
лу без помех. Если через канал связи 
без помех передается последователь­
ность дискретных сообщений дли­
тельностью Т. то скорость передачи 
информации \\о каналу связи (бит/с) 

V - П т ( / / Г ) , (1.12) 

где / " количество информации, со­
держащейся в последовательности со-
о6и№иий. 

Предельное значение скорости 
передачи информации называется 
пропускной сгюсобиостью канала свя­
зи без помех с -• v,„a^. 

Количество информации в сооб­
щениях максимально при равной вероятности состояний. Тогда 

с = lim logj к/Т . 

/Пользователи 

Рис. 1.9. Каналы связи в 
вычислительных сетях 

(1.13) 

Скорость передачи информации в общем случае зависит от статистиче­
ских свойств сооб1цепий и параметров канала связи. 

Пропускная способность — характеристика канала связи, которая не 
записи! 01 скорости передачи информации. Количественно пропускная 
способпосгь капала связи выражается максимальным количеством двоич­
ных единиц информа[|ИИ, которое данный канал связи может передать за 
одну секунду. 

/1ля !1аиболее эффективного использования канала связи необходимо, 
ч ю б ы CKOpocib передачи информации была как можно ближе к пропускной 
способносж канала связи. Если скорость поступления информации иа вход 
Kanajta связи превышает пропускную способность канала, то по каналу бу­
дет передана не вся ин([}ормацня. Основное условие согласования источни­
ка информации и канала связи 

v < c . (1.Г4: 

Согласование осуществляется путем соответствующего кодирования со­
общений. Доказано, что если скорость информации, вырабатываемой источ-
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НИКОМ сообщений v̂  , достаточно близка к пропускной способности канала 
с, т. е. v̂  - с - 8, где 8 — сколь угодно малая величина, то всегда можно 
иайти такой способ кодирования, который обеспечит передачу cooGiue-
иий, вырабатываемых источником, причем скорость передачи информа­
ции будет весьма близка к пропускной способности канала. 

Верно и обратное >тверждение: невозможно обеспечить длительную пе­
редачу всех сообщений, если поток информации, вырабатываемый ncioMiin-
ком, превышает пропускную способность канала. 

Если ко входу канала подключен источник сообщений с э1ггропией, 
равной пропускной способности канала связи, то считается, что исючиик 
согласован с каналом. Если энтропия источника меньше пропускной С1ю-
собности канала, что может быть в случае неравновероятгюстн состояний 
источника, то источник не согласован с каналом, т. е. канал используется не 
полностью. 

Согласование в статистическом смысле достигается с помощью сгаги-
стического кодирования. Оно позволяет повысить энтропию передаваемых 
сообщений до величины, которая получается, если символы новой последо­
вательности равновероятны. При этом число cимвoJюв в последова!елы!о-
сти будет сокращено. В результате источник информации согласуется с ка­
налом связи. 

Передача информации по каналу с номехамм. При передаме инфор­
мации через канал с помехами сообщения искажаются, и на приемной сто­
роне иет уверенности в том, что принято именно то сообщение, которое 
передавагюсь. Следовательно, сообщение недостоверно, вероятность пра­
вильности его после приема не равна единице. В этом случае KojnmeciBo 
получаемой информации уменьшается на величину неопределенности, вно­
симой помехами, т. е. вычисляется как разность энтропии сообщения до и 
после приема: / ' == / / ( / ) -Я , ( / ) , где H{i) — энтропия источника сообще­
ний; Я,(/) — энтропия сообщений на приемной стороне. 

Таким образом, скорость передачи по каналу связи с 1юмехами 

, . , ,„„ Я(0-Я.(/) , 
• 1 ^ ^ Т 

пропускной способностью капала с шумами называется максимальная 
скорость передачи информации при условии, что канал связи без помех со­
гласован с источником информации: 

с- lim-2^^. 



Задания для самоконтроля 

Вели энтропия источника информации не превышает пропускной спо­
собности канала (И<с), то существует код, обеспечивающий передачу 
информации через канал с 1юмехами со сколь угодно малой частотой оши­
бок или сколь угодно малой недостоверностью. Пропускная способность 
канала связи при ограниченной средней мощности аналогового сигнала 

c^F„,\og2{\ + lVJlV^J, (1.16) 

где F,„ — полоса частот канала (Гц) ; fV^ — средняя мощность сигнала; 

И'и, — средняя мощность помех (равномерный спектр) с нормальным за­

коном распрс/челения амплитуд в полосе частот канала связи. 
Следова^ельгго, можно передавать информацию по каналу с помехами 

без огиибок, если скорость передачи информации меньше пропускной спо­
собности канала, определяемой формулой ( I J 6 ) . Для скорости v>c при 
любой системе кодирования частота ошибок принимает конечное значение, 
причем оно pacTCi с увеличением значения v. Из выражения (1.16) следует, 
что для Kariajia с весьма высоким уровнем шумов {W^ » W^) максимальная 
скорость передачи близка к нулю. 

Залания лля самоконтроля 

1. Яиляижя JMI слонами следующие комбипамии' 
at корабль. 0)ашш, и) !2345;г ) !а25ЛВС 
2. Ч ю гакос «6vi!»'.' 
3. Какое ко.'тичссгво информации можно изобразить с помощью двадиатиразрядных де-

смиг'ип.гч чисел'' 
4. в каких cjr> чаях сгатистическая мера информации совггадает с аддитивной мерой? 
5. Опролелиге ироиускиут способность канала связи, в котором отношение полезного 

СИ1 нала к еи1 нал\ помехи составляет: 
а) 1.2.6)0,2 " 
Полоса 4i!ci<>[ ктиига I M i ' u 
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2. АВТОМАТ КАК ОСНОВНОЙ ЭЛЕМЕНТ 
ИНФОРМАЦИОННЫХ СИСТЕМ 

2.1. ЭВМ как автомат 

Здесь полезно вспомнить слова В. М. Глушкова о том, чго «электрон­
ные цифровые машины с программным управлением представляют собой 
пример о;июго из наиболее распространенных в настоящее время гинов 
преобразователей дискретной информации, называемых дискретными и;[И 
цифровыми автоматами» [6]. С точки зрения пользователя вычислительная 
машина представляется в виде некоего «черного ящика», выполняющего 
достаточно сложные и многочисленные операции при решении самых раз­
нообразных задач. О том, как устроен этот «черный ящик», можно гюлу-
чить достаточно подробные сведения, проведя тщательный аР1ализ про­
цессов представления, г!реобразования и Переработки информации, 
f 1еобходимо выделить несколько важных положений. 

1. [|режде всего, любая вычислительная машина (ВМ) работае! 
автоматически (будь то большая или малая ЭВМ, персональный комггь-
ютер или Супер-ЭВМ). В этом смысле ВМ как автомат может быть описана 

структурной схемой, представлернюй на 
рис. 2.[. Элементы этой структурной схемы 
применительно к электронным вычислитель­
ным машинам (ЭВМ) универсального назначе­
ния могут быть определены следующим обра­
зом (рис. 2.2). 

В качестве ис11олнительных элементов в 
автомат включаются; 

— арифметико-логическое усфойство (AJfV}; 
— память; 
— устройства ввода—вывода информа­

ции. 
Управляющим элементом автомата является устройство управления 

(УУ), которое собственно обеспечивает автоматический режим работы. 

Упрй8лвющие 
устроиста 

ASmonam 

Испйднитеяь-

устройств 

f * 8cnoMotame№ 
ные ^ 

устройства 

Рис. 2.1. Обобщенная 
блок-схема алтомата 
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ВспомогагельньЕМИ устройствами автомата могут быть всевозможные 
дополнительные средства, улучшающие или расширяющие возможност!' 
ашомата. 

Арифнетикз-
догическов 
устройство 

Периферийные 
устройства 

ШВ^Информация 

Устройства 
управлений 

Рис. 2.2. Структурная схема ЭВМ 

2. Э В М — ирограммно-уиравлиемый цифровой автомат. 
Э ю положение подкрепляет две фундаментальные идеи. Первая состой-

в том, 'ПО ЭВМ — автомат для переработки и преобразования цифровог 
wm дискретной информации. Это означает, что вся подаваемая на вхо^ 
Э В М информация (текстовая, графическая, числовая и т. п.) должна быт1 
преобразована в набор цифр или чисел, представленных в выбранной сие 
теме счисления. Следовательно, выбор системы счисления является очен| 
ответствеииой задачей для разработчика. Вторая идея заключается в том 
что Э В М управляется специальной программой, которая может либо вво 
ди1ься в Э В М , либо храниться в ее памяти. Следует подчеркнуть очей: 
важ!1ые функции памяти Э В М . 

[|амять (заиоминающее устройство) — функциональная часть ЭВМ 
предназначенная для хранения и (или) выдачи входной информации, про 
межуточных и окончательных результатов, вспомогательной информаци*-
В памяти маин!ны находятся также программы решения задач, через ко 
манды коюрых осуществляется управление работой всей машины. 

OciroBHbie параметры, характеризующие память, — емкость и врем 
обращения к памяш. 

Емкость памяти — количество слов информации, которое можно за 
HHcaib в [1амя1и. f lpn этом словом является упорядоченная последователь 
иос1Ь символов алфавита конечной длины. Ячейка памяти — часть ггамят^ 
содержапм1я слово. 

f^MKOdb памяти можно выразить количеством содержащихся в не1 
слои млн я'юск, ^1д1ина ячейки памяти измеряется количеством битов (оди1 
би ! равен одному двоичному разряду) или байтов (один байт содержит вс 
семь битов). Ячейка памяти может вмещать информацию разной длины ил: 
разной! формата. Формат измеряется словом, двойным словом или полу 
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словом в зависимости от принятого для данной ЭВМ способа представле­
ния информации. 

Время обращения — интервал времени меж/^у началом и окончанием 
ввода (вывода) информации в память (из памяти). Оно характеризует затра­
ты времени на поиск места и запись (чтение) слова в память (из памяти). 

Для построения запоминающих устройств в качестве физических эле­
ментов используют электронные схемы, ферритовые маг нитные материалы, 
магнитные ленты и диски, барабаны с магнитным покрытием, оптические 
запоминающие элементы и т. д. 

Основным преобразователем цифровой информации являемся арифме­
тико-логическое устройство. 

Арифметико-логическое устройство (АЛУ) — функциональная часть 
ЭВМ, которая выполняет логические и арифметические ;^ейс1вия, нсобходи-
мь[е для переработки информации, хранящейся в памяти. Оно характеризует­
ся временем выполнения элементарных операций; средним быстродействи­
ем^ т. е. количеством арифметических или логических действий (операций), 
вьиюлняемых в единицу времени (секунду); набором элементарр|ы.ч дейст­
вий, которые оно выполняет. Важной характеристикой AJfy является также 
система счисления, в которой осуществляются все действия. 

В современных вычислительных,устройствах основным исполгн11ель-
иым элементом является процессор (П) или микропроцессор (МП), коюрый 
содери^ит в себе АЛУ, память (как правило, оперативную намять), блок 
управления. 

В микропроцессорах важную роль ифают шины данных и адресные пш-
\\ь\ или адреснь!е магистрали. Структурная схема микропроцессора представ­
лена на рис. 2.3. Числа в скобках указывают разрядность шин и устройств. 

Вычислительные машины, построенные на основе микропроцессора, 
называются микроЭВМ [18] и отличаются тем, что обычно имеют два вида 
памяти: RAM (Random-Access-Memory) — память с нроизвольтгой выбор­
кой (ППВ) и ROM (Read-Oiily-Memory) — постоянная память (ПИ) па HFI-
тетральных схемах. В постоянную память можно вложить уже ютовый 
транслятор с алгоритмического язь!ка или готовый пакет программ, выпол­
няющий определенную функцию. Это позволяет расширить возможности 
микроэвм путем изготовления модулей расширения в виде ROM. C îpyK-
гуртшя схема микроЭВМ представлена на рис. 2.4. 

Наличие входного и выходного каналов, а также сре;^ств и методов 
взаимодействия (интерфейса) ЭВМ с внешними устройствами тюзволяет 
существенно повысить скорость работы всего комплекса от ввода инфор­
мации в машину до вывода ее. Фактически для осуществления подобного 
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принципа работы необходимо иметь несколько Э В М , выполняющих разные 
функции: управление рабагой всего комплекса устройств, выполнение ариф­
метических и логических действий, ввод и вывод информации. Все уто сви-
дегельствуе! о существенном усложнении структуры Э В М , и эта тенденция 
сохраняется для персональных Э В М , к которым уже в полной мере можно 
применять термин «вычислительные сисгемы» (рис. 2.5). 

АЗресная шина (fS) 

Шина Ванных (S) 

Cf6) 

Регистр (̂ "У 
адреса данных 

(el 

Регистр (Q) 
номамо 

программный 
с чет чин 

ш 

Ра мять 

(б) 
г?1 

Арифметика-
яогичесное 
устройство 

Влон управления 
и синхронизации К компонентам 

М-

ёаак 
pezacrpoi 

Щ 

Рис. 2.J. Структурная схема микропроцессора 

Синхроге-
нератер 

Микро • 
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Адресная магистраль 
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ггт 
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ш 

31£ 
Интер' 

'eSo 

ПТ Числовая магистраль 

т. Интер • 
фейЬ 

выхода 

иг ^--^ Управление 

Рис. 2.4. Структурная схема микроЭВМ 
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Рис. 2.S. Структурная схема вычисли гсльной 
системы 

Автомат 
Поста 

2.2. Абстрактные автоматы н понятие алгоритма 

Классические примеры абстрактных автоматов -— машины Тьюрит а или 
машины Поста*. Как правило, такая машина содержит бесконечную ленгу, 
разделенную на отдельные секции (ячейки), в кш-орые можно либо заносить 

мегку, либо счтывать метку с 1юмощью записываготсн 
или считывающей головки (рис. 2.6). Лента (или головка) 
может передвигаться в левую или правую С1ороны на 
один шаг в зависимости от комаши>1- Лента всегда осга-
навливается так, чтобы напротив головки находилась 
секция (ячейка). Команды абстрактного автомата обычно 
включают в себя одно из следующих действий (на при­
мере машины Поста); движение головки вправо, движе­
ние головки влево, запись метки, стирание метки, пере­
дача управления, остановка (стоп). 

Каждая команда имеет свой номер / . Стрелка указывает направле­
ние движения. Второе число 7 , стоящее в конце команды, называется 

wmT\ 
Рис. 2.6. Струк­

турная схема авто­
мата Поста 

* Английский математик А. М. Тьюринг в работе «О вычислимых числах с приложением 
к проблеме разрешения» и американский математик Э, X, Пост в работе «Финитные комби­
наторные процессы» почти одновременно в 1936 г. дали уточнения понятия «алгори1м» на 
примере гипотетической машины с бесконечной лентой, Машина Тьюринга отличается от 
машины Поста тем, что ячейки заполняются не просто меткой, а символами из заданною 
множества. 
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отсылкой. У команды передачи управления могут быть две отсылки. 
Поэтому программа абстрактного автомата должна обладать двумя свой­
ствами; 

1) на первом месте в списке всегда стоит команда с номером I , на вто­
ром месте — с номером 2 и т. д.; 

2) отсылка любой из команд всегда находится в списке команд про­
граммы. 

После передвижения ленты влево или вправо головка считывает со­
стояние секции (пустая или записана метка). Информация о том, какие сек­
ции пусты, а какие отмечены, образует состояние ленты или состояние 
автомата. Таким образом, обладая указанным выше набором команд, ав­
томат может осуществлять определенные действия, KOTopbie будут зада­
ваться программой. Программой абстрактного автомата будем называть ко­
нечный непустой список команд. 

Для «работы» абстрактного автомата необходимо задать программу и 
начальное состояние, т. е, положение головки и состояние ячеек ленты. По­
сле э ю г о автомат приступает к выполнению команды номер I. Все секции 
(ячейки) ленты нумеруются в определенном порядке. Порядок нумерации 
ячеек моисет совпадать с порядком, в котором расположены натуральные 
целые числа. 

Каждая команда выполняется за один шаг, после чего начинается вы­
полнение комаи;^ы, номер которой указан в отеь!лке. Если эта команда име­
ет две отсылки, то команда с номером верхней отсылки выполняется, если 
под головкой находится пустая ячейка. Если исе под головкой находится 
ячейка с меткой, то'выполняется команда с номером нижней отсылки. Вы­
полнение команды передачи управления не изменяет состояния автомата 
(ни одна из меток не уничтожается и не ставится, и лента остается непод­
вижной). При запуске автомата может возникнуть одна из следующих си­
туаций: 

автомат дошел до выполнения невыполнимой команды (запись метки в 
заня1ую ячейку, стирание метки в пустой ячейке); выполнение программы 
прекращается, автомат останавливается (назовем это состояние поломкой 
автомата), происходит безрезультатная остановка; 

автомат дошел до команды стоп, программа считается выполненной, 
происходи! результатная остановка; 

автомат не доходит ни до результатной, ни до безрезультатной оста-
1ювки, происходит бесконечная работа (автомат «завис»). 

Рассмотрим работу автомата, начальное состояние которого задано 
рис. 2.7 при выполнении следующей программы: 
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1. -> 3; 
2. ^ 4; 
3. V 2; 

5. стоп. 
Если начш!ьное состояние соответствует рис. 2.7, а, то выполнение про­

граммы приводит к результатной остановке. Если же исходное состояние 
автомата соответствует рис. 2.7, б, то программа не дает результата, авто­

мат «зависает». Таким образом, начальное состояние 
автомата влияет на результативность его работы. 

С другой стороны, различные программы, приме­
ненные к одному и тому же начальному сосюяииго, 
дают разный результат. 

" На таких элементарных автоматах, как машина 
Рис. 2.7. Началь- Поста или машина Тьюринга, можно проводить раз­

ное состояние личные действия над числами. Для этого необходимо 
ainoMaia ^ 

Представлять числа в абстрактном автомаге. 
Назовем последовательность секций (ячеек), содержащих метку, мас­

сивом, а число секций в нем — длиной массива. Условимся число п пред­
ставлять на ленте массивом длины и + I. Тогда этот массив будем называть 
aatmfMitmiihiM иа/бра.желием числа, f [апример, MHCjra 6, 3 и 2 преде гавлепь! 

— соответственно на рис. 2.8 автоматными 
1 1Т1Т1Т1Т1У1Т1У1 i I T N T I T I 1ТЫУ1 \ изображениями. 

„ - о , ^ Представим себе, что иа машине 
Рис. 2.8. Лшоматнос изображение „ "̂  ^ • ^ 

.„^^.gj, Поста надо прибавить I к любому числу. 
Для этого требуется написать программу 

1ЩЙ машины Поста, обладающую следующим свойством: для любого числа 
/;, записанного на ленте, программа должна дать результатную остарювку с 
записью числа и +1 в произвольном месте лепты. 

I [рограмма может выглядеть следующим образом: 
1-й вариант 2-й вариант 1 . ^ 2 

3. V 4 

1. < - 2 

2. 7С] 
3. V 4; 

4. стоп. 4. стоп. 

В качестве начального состояния может быть выбрано любое состоя­
ние, при котором головка находится на одной из отмеченных ячеек ленты 
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(т. е. над набором числа). Если же головка будет находиться в произволь­
ном месте ленты, то программа усложнится. Читателю предлагается само-
стоягельно написать такую программу. 

С помощью абстрактного автомата можно реализовать и другие преоб­
разования числовой информации. Рассмотрим, например, сложение двух чи­
сел. В самой обнйй постановке эта задача формулируется так: составить про­
грамму сложения двух чисел щ и nj записанных на ленте иа произвольном 
расстоянии друг от друга. Начальное со- -г, п *1 п,*1 
стояние авюмата показано на рис. 2.9. i I |т |т |т |т |т | I M T I T I I T T I 

/1ля написания программы можно, ~ 
например, передвигать левый массив иа- Рис. 2.9. Начальное состояние 

автомата для программы право до слияния с правым массивом. у ''• I сложения чисел 
Передвижение массива осуществляется 
перенесением (стиранием) самой левой метки в ближайшую пустую сек­
цию справа (команды № f и № 7 программы, приведенной ниже). Когда 
массивы сольются (команды № 5 и № 6), то оказывается, что результат ра­
вен ]ц + /?2 + 2. Значит, надо стереть одну лишнюю метку (команда № 4). В 
окоича1ель!юм состоянии головка стоит левее образовавшейся суммы. 

1. 3 2; 4. 3 5; 7. V 8; 10. <- If; 
2. ^ 3; 5. -> 6; 8. ^ 9; , ^ 2 
3 v-^12. 6 7^*^. 9 7^'*^- • •""'*^' 

^ 4 - "• - ^ 5 ' • ' ^12 ' 12. стоп. 
11редс1авленные примеры программ машины Поста не исчерпывают 

всех ее возможностей. Можно составить программы для умножения, деле­
ния чисел. Есть ли ограничения на вычисления, производимые на машине 
Поста? Ответ на этот вопрос был сформулирован самим Э. Постом в сле­
дующем виде: «Задача иа составление программы, приводящей от исход-
иого даипого к результирующему числу, тогда и только тогда имеет ре­
шение, когда имеется какой-нибудь общий способ, позволяющий по 
проиюолыюму и одному данному выписать результирующее число». 

Формулировка постулата Поста подводит к понятию алгоритма*. Су-
щсс1вуег М1ЮГО определений термина «алгоритм». Например, по определе­
нию акад. Л, if. Колмогорова, алгоритм или алгорифм — это всякая сис-

' Л ермим «алгоритм)) произошел от имени узбекского математика Аль-Хорезми, который 
С1Г1С н IX п (;(|н>рмулиро1«1л правила m.iiJOjmeHHfl чаырёх арифмегических действий. Поя-
вишиееся несколько позже слово «алгорифм)» связано с Евклидом, древнегреческим матема-
1ИК0М. сформулировавшим правила нахождения наибольшего общего делителя двух чисел. 
R (.-онреметгной ма|емагике угсогребляют термин «алгоритм», 
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тема вычислений, выполняемых по строго определенным правилам, кото­
рая после какого-либо числа шагов заведомо приводит к решению 
поставлеинай задачи. 

В инженерной практике часто используется следующее онре;^елеиие; 
алгоритм — конечная совокупность точно сформулированных правид ре­
шения какой-то задачи [I]. 

По форме задания алгоритмы могут быть словесными и математиче­
скими. Пример словесной формы алгоритма — алгоритм Евклида для на­
хождения наибольшего общего делителя двух чисел а и Ь. 

1. Обозревая два числа av\b, переходи к следующему пункту. 
2. Сравни обозреваемые числа {а равно Ь, а меньше, больше Ь) и пере­

ходи к следующему пункту. 
3. Если а vib равны, то прекрати вычисление: каждое из чисел даег ис­

комый результат. Если числа не равны, то переходи к следующему пункту. 
4. Если первое число меньше второго, то переставь их местами и пере­

ходи к следующему пункту. 
5. Вычти второе число из первого и сделай обозрение двух чисел: вы­

читаемого и остатка; переходи к п. 2. 
По указаниям этого алгоритма можно найти наибольший общий дели­

тель для любой пары целых чисел. 
Характеристиками алгоритма являются: 
— детерминированность, определяющая однозначное [ь peiyjibiara 

решения задачи при заданных исходных данных; 
— дискретность определяемого алгоритмом процесса, означающая 

расчлененность его на отдельные элементарные шаги; 
— массовость, позволяющая применять один и тот же алгоритм AJIA 

некоторого множества однотипных задач. 
Эти характеристики не дают точного описания алгоритма, а лишь объ­

ясняют смысл этого термина в математике. 
Пример алгебраической формы алгоритма — любая математическая 

формула для нахождения какой-то величины. Например, значение корней 

уравнения вида ах -¥bx-¥c = 0 можно найти по формуле л:, ^ = 

= (- / j± ^j{b^ ~ 4ас))/2а, которая представляет собой алгоритм нахождения 
этих корней. Однако для того, чтобы реализовать математическую (|)орму 
алгоритма, требуется дать еще ряд словесных указаний, показать обласгь 
применения алгоритма. 

Детерминированный алгоритм — алгоритм, имеющий место при чег-
кой и ясной системе правил и указаний и однозначных действиях. 
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Случайный алгоритм — алгоритм, предусматривающий возможность 
случайного выбора тех или иных правил. 

Алгоритм должен обеспечивать получение результата через конечное 
число шагов для любой задачи определенного класса. В противном случае 
задача неразрешима. Нахождение алгоритма решения задачи называется ал-
гор um.Mmaijue и. 

Процесс выполнения алгоритма называется алгоритмическим процес­
сом- Для некоторых исходных данных он заканчивается получением иско­
мого результата после конечного числа шагов. Однако возможны случаи, 
когда искомьЕЙ результат не достигается или безрезультатно обрывается. 
Тогда говорят, что к таким исходным данным алгоритм неприменим. 

Таким образом, алгоритм дает возможность ответить на вопрос «что 
делать?» в каждый момент времени, однако создать алгоритм не всегда 
возмоисно. 

Численный алгоритм — алгоритм, соответствующий решению постав­
ленной задачи с помощью арифметических действий. 

Логический алгоритм — алгоритм, используемый в случае, если при 
решении задачи приходится применять некоторые логические действия. 

Процесс решения задачи на ЭВМ прежде всего должен быть выражен 
каким-то ajriopHTMoM. Разработка алгоритмов решения задач — задача про-
ipaMMHCia, а разработка алгоритмов функционирования цифрового автома­
га ДJiя решения 1юставлениых задач — задача инженера-разработчика. 

2 3 . Основные понятия алгебры логики 

11опятие автомата бь!Ло введено в гл. I в качестве модели для описания 
функционирования устройств, предназначенных для переработки дискрет­
ной информации. 

Для формального описания цифрового автомата широко применяют 
аг|[1арат ш!гебры логики, являющейся одним из важных разделов математи­
ческой логики*. 

Основное понятие алгебры логики — высказывание. Высказывание — 
некоторое предложение, о котором можно утверждать, что оно истинно 
или ложно. Например, высказывание «Земля — это планета Солнечной 
системы» ИС1ИННО, а о высказывании «на улице идет дождь» можно ска-

СЧядатель алтебры логики — английский математик Дж. Буль (!815-1864), Поэтому 
ал!ебру логики пазывшот 1акже алгеброй Буля. В последние годы алгебра Буля получила 
зпачшельиое развитие блаюдаря работам таких ученых, как Э. Посг, К. Шейной, 
1 Л Шестаков. R М. Глушкон [6], С. В. Яблонский [21] и др. 
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зать, истинно оно или ложно, если указаны дополнительные сведения о 
погоде в данный момент. 

Любое высказывание можно обозначить символом х и считать, что 
X = I, если высказывание истинно, а х = О — если высказывание ложно. 

Логическая {булева) переменная — такая величина х, которая может 
принимать только два значения: х = {0,1}. 

Высказывание абсолютно истинно, если соответствующая ей логиче­
ская величина принимает значение х = 1 при любых условиях. Пример 
абсолютно истинного высказывания — высказывание «Земля -— планета 
Солнечной системы». 

Высказывание абсолютно ложно, если соответствующая ей логическая 
величина принимает значение х = О при любых условиях. 

Например, высказывание «Земля — спутник Марса» абсолютно ложно. 
Логическая функща (функция алгебры логики) — функция / ( х , , Х2,..-, 

X,,), принимающая значение, равное нулю или единице на наборе логиче­
ских переменных Х|, Xj, ..., Х„ . 

Логические функции от одной переменной представлены в таблице 2.1, 

Т а б л и ц а 2,1 

X 

0 
1 

/|(«) 
1 
1 

/2(-1) 
0 
0 

М') 
0 
1 

/Л') 
1 
0 

в соответствии с введенными определениями функция / | (х) является 
абсолютно истинной (константа единицы), а функция fiix) — абсолютно 
ложной функцией (константа нуля). 

Функция /^{х), повторяющая значения логической переменной, — 
тождественная функция [/з(х) = х] , а функция f^(x), принимающая зна­
чения, обратные значениям х, —логическое отрицание, или функция НЕ 

Логические функции от двух переменных представлены в таблице 2.2. 
Дизъюнкция {логическое слож:ение) — функция /7(х,, Х2), которая ис­

тинна тогда, когда истинны или х,, или х^, или обе переменные. 
Дизъюнкцию часто называют также функцией ИЛИ и условно обозна­

чают так: fi (Xj, Xj) - X, + Xj = Xj V Х2. 
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Т а б л и ц а 2.2 

функция 

/о 

/| 
л 
л 
л 
А 

л 
/, 
л 
А 
Ло 
/ и 
/ l ! 

/п 

/|. 
/|, 

(К) 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

,Т| 

01 
0 
0 
0 
0 
1 
1 
1 
1 
0 
0 
0 
0 
1 
1 
1 
1 

^2 

1(1 
0 
0 

0 
0 

0 
0 

II 
0 
1 
0 
1 
0 
1 
0 
1 
0 
1 
0 
1 
0 
1 
0 
1 

Примечание 

Уо — абсолютная ложь 
.Х| л -Т; {конъюнкция) 
л:, л jt2 (запрет Х2 ) 
XjX2 V х,Х2 = X, (переменная л,) 
л,Д2 (запрет Л|) 
Л|Л2 V х^х2 = Х2 (переменная Л;) 
JC| Ф Х2 (сложение по модулю 2) 
Jf| V Х2 (дизъюнкция) 

jC| i Х2 (функция Пирса) 
.Т| = Х2 (равнозначность) 
д,3с2 V л, jtj = Х2 (переменная Дз ) 
Х2 -» Л, (импликация) 
I|j(j V J,j(j = J| (переменная i , ) 
JC| -» X2 (импликация) 
^\1н (функция Шеффера) 
/j — абсолютная истина 

От дизъюнкции следует отличать функцию /б(Х|, Хз), которая называ-
е1ся функцией сложения по модулю 2 {функцией исключительное ИЛИ) и 
являе|ся исгиииой, когда истинны или х,, или Xj, в отдельности. Условное 
обозначение этой функции f(,{x^, Хз) = х, ©Xj. 

Конъюнкция (логическое умножение) — функция /i(x,,X2), которая 
истинна только тогда, когда и х,, и Xj истинны. Конъюнкцию часто назывануг 
также функцией И; условно обозначают так: /j (х,, Xj) == Xj & Xj ~ х-^ л Xj. 

Пример 2.1. Имеются два высказывания: «Завтра будет холодная погода», «Завтра пой­
дет сне1)>. 

/ипъюикция 1гих высказываний — новое высказывание: «Завтра будет холодная погода 
или нойдеч cnei» Соединигельный союз, который образовал новое предложение, — ИЛИ. 

Коньюнкция образуется следующим образом: «Завтра будет холодная погода и пойдет 
снег» Эю высказывание образовано с помощью союза И. 

Штрих Шеффера — функция fxi^{x^,Xj), которая ложна только тогда, 
когда Х| и Xj истинны. Условное обозначение функции Шеффера: 
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/]4(Х],Х2)- xjx2 . Немецкий математик Д. Шеффер на основе этой функ­
ции создал алгебру, названную алгеброй Шеффера. 

Функция Пирса {Вебба) — функция /^{х^, д^;)' которая истинна только 
тогда, когда л, и х̂  ложны. Условное обозначение этой функции: 

Математики Ч. Пирс и Д. Вебб, независимо друг от друга изучавшие 
свойства этой функции, создали алгебру, названную алгеброй Пирса (Вебба). 

Импликация — функция /,з(^{, ^2)» которая ложна тогда и только югда, 
когда д:, истинной Xj ложно. Условное обозначение: J\->.{x^,X2) = х^ —>• .YJ . 

Все логические функции, приведенные в таблице 2.2, — элеме^ггарные 
функции. 

Две функции равносильны друг другу, если принимают на всех воз­
можных наборах переменных одни и те же значения: 

/,(:г,,д:з,...,д:„) = Уз(д:,,д:2'---'^Л-
Булевы переменные могут быть действительными или фиктивными. 

Переменная х, Эе«с/пбы/пельна, если значение функции /{х , , . . . , ж,,...,-v,,) 
изменяется при изменении л,. Переменная х, фиктивна, если значение 
функции f{x^,...,x,,...,x^) не изменяется при изменении х,. 

Пример логической функции от трех переменных представлен в таб­
лице 2.3. 

Из таблицы видно, что переменные л, и Xj —действительные, а пере­
менная ^3 —фиктивная, так как /{х,,^2,0) = / ( x , , ^ 2 J ) Д^я всех наборов 

Т а б л и ц а 2.3 

.т, 
0 
0 
0 
0 

J t j 

0 
0 
1 
1 

^ J 

0 
1 
0 
1 

/ ( - I | . - « 2 . ' j ) 

0 
0 
1 
1 

h 
1 
1 
1 
1 

" 1 

0 
0 
1 
1 

X j 

0 
1 
0 
1 

/ ^ , . " 2 . - ' ] ) 

1 
1 
0 
0 

Использование фиктивных функций дает возможность сокращать или 
расширять количество переменных для логических функций. 

Так как число значений переменных х, ограничено, то можно опреде­

лить количество функций iV от любого числа переменных «; Л̂  - 2 . 



23 Основные понятия алгебры логики 

Рассмотрим некоторые практические примеры использования алгебры 
логики. 

Пример 2.2. В школе произошла неприятная история: разбито окно в одном из классов. 
Подозревают четырех учеников: Леню, Диму, Толю и Мишу. При опросе каждый из детей 
сделал по три заявления: 

Леия: 
1) я не виноват— Л,; 
2) я не подходил к окну — Л ; ; 
3) Миша uiaei. кю разбил, — Л, , 
Дима: 
1) стекло разбил не я — Д, ; 
2) с Ми!пеГ1 я не был знаком до 1юс-|ур|ления в школу — Д^; 
3)')10 сделал 1оля— Д^ , 
Толя: 
1) я не виповаг— Г, ; 
2) -Jto сделал Миша — Г;: 
3) Дима говорит неправду, утверждая, что я разбил окно, — T j . 
Миша: 
i) я не впмопаг — М, : 
2) сгекло разбил Леия— М; ; 
3) Дима может поручиться замени, так как знает меня со дня рождения,— Mj. 
В дальнейшем все признали, что одно нз трех заявлений является неверным. Это приго­

дится при посгроепин более сложных формул, поскольку показания каждого ученика в це­
лом исгиниы только при условии, что два заявления истинны, а одно ложно. Используя эле-
меигарные логические-<|)ункции, можно описать показания всех учеников в таком виде: 

Л = П^П^И^ + Л,Л2Лз + Л.Л^Л,; 

д = Д1Д2Д3 + Д Д з Д ^ + Д1Д2Дз; 

Т = Т|ТДз+Т|Т2Тз + Т,ТзТз; 
и = MiMjM, + M,MjM3 + М,МзМ, . 

lenepb ociaeicfl решить эту систему уравнений и определить, какие показания истинны. 
Для эюги надо упростить выражения, используя аксиомы. 

Рассмотрим третье уравнение. По условию, Т, =Тз , а значит, Т, =Тз , но Т,?, = 0 , 

Т | 1 | = 1', или Г = Т|Т2. Поэтому оно верно тогда, когда Т, = 1 ; Тг = 0 . Значит, Толя не 

виноват и Миша не виноват. Отсюда следует, что Д, ложно, т. е. Дз = О (Дз = 1). Следо-

вате1п,н(>, Д = J\i)\2)\% • Отсюда Д, = I; Дз = i . Дима не виноват. 
Д, противоположно Mj, т. е. Дз = Мз. Значит. М^ = О или М = МрМ^Мз. Оно верно 

только гогда, когда М, = I; М, = 1 • 
Ответ стекло разбил Леня. 
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Пример 2.3. Предположим, что имеется система кондиционирования воздуха для по-
мешенич, где установлена ЭВМ, состоящая из двух кондиционеров малой и большой 
моипюсчи и работающая при таких условиях: кондиционер малой мошности аключаося. 
если icMiieparypa воздуха в помещении достигает 19° С ; конди[[ионср большой мошносги 
включается, ecjrn температура воздуха достигает 22° С (малый кондиционер при этом от-
К]ночас1СЯ), оба кондиционера включаются при температуре воздуха 30° С 

ilycib информация о температуре воздуха поступает ог датчиков, когорыс сраба­
тывают ори достижении темпера г уры соответственно 19, 22, 30° С , Каждый из них 
датчиков выдает входную ин(|)ормаии10 для устройства управления коидиииопсрамч 
Первые три датчика определяют рабочие режимы, и их можно Г1релстави1ь как входы 
управляющею автомата. Используя двоичный алфавит для задания состояний да пика 
(О — нет сигнала о достижении заданного уровня тем11ерат>ры, 1 — ectb сигнал), 
(|(ункниопиронамис системы управления кондиционерами можно описать следующим 
oGpajoM 

--, 
0 

» 
(1 
1 
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0 
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1 
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'-, 
0 
1 
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0 
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1 

Здесь г, - СИ1 пал да[чика, срабагывающего при f ~19°С; г, - (), ес;ги iCMnepaTvpa 
меньше !9° t ' ; г, = i , если температура равна или болыне 19°С; Zj —да1чпк, cpaGai [>i-
ваюший 1гри / = 22°С. Гз-О.если / < 2 2 ° С , Z2=l fipn / > 22° С ; Zj —датчик. сраба1ы-
вающий При / = 3(ГС; г, =0 ггри / < 3 0 ° С , z, = 1 при / > 30° С ; (0| и Ш; — cooiBeici-
мсшю СИ1 палы управления ма]юмощпым и мошиым К(»идициоперами (tu - О 
коилициоиер выключен, w= I —-кондиционер включен). 

!<1блииа описр>1вает функционирование системы управле1шя без нарушений работы. 

Впервые теория Дж. Ьуля была применена П. С. Эренфесюм к ппшииу 
контактных цепей (1910 г.). Возможность описания переключательных 
схем с помощью логических формул оказалась весьма ценной гю двум при­
чинам. Во-первых, с помощью формул удобнее проверять работу схем. Во-
вторых, задание условий работы любой переключательной схемы в виде 
формул упрощает процесс построения самой переключательной схемы, так 
как оказалось, что существует ряд эквивалентных преобразований, в ре­
зультате которых логические формулы упрощаются. При описании irepe-
ключательных схем замкнутое состояние контакта принимается за истин­
ное высказывание, а разомкнутое — за ложное, поэтому последовагельиое 
соединение контактов можно рассматривать как функцию И, а параллель­
ное — как функцию ИЛИ. 



2 4 Свойства элементарных функций алгебры логики 

Использование логических функций оказалось особенно полезным для 
описания работы логических элементов Э В М . 

2,4. Свойства элементарных функций алгебры логики 

Из таблицы 2.2 видно, что элементарные функции типа отрицания, 
дизъюнкции, Шеффера, Пирса, импликации и т. д. находятся в определен­
ной связи друг с другом. Рассмотрим эти связи и свойства исходных функ­
ций. 

К о н ъ ю н к ц и я , д и з ъ ю н к ц и я , о т р и ц а н и е ( ф у н к ц и и И, 
ИЛИ, НЕ). Используя основные положения алгебры логики, нетрудно убе­
диться в cnpaBe4J!HB0CTH следующих восьми аксиом. Пусть х — некоторая 
логическая неременная. Гогда 

1. .Y ^ JC, что означает возможность исключения из логического выра­
жения всех чле1юв, имеющих двойное отрицание, заменив их исходной ве­
личиной; 

2. х + х^х-.хх = х — правила подобных преобразований позволяют 
сокращай, длину Jюгичecкиx выражений; 

3. г + О - т : 
4. .V f I = I ; 
5. .тО-О; 
6 . X • 1 - X ; 

7 . XT - О ; 

Н. X i х ^ 1 . 

Дизъюнкция и конъюнкция обладают рядом свойств, аналогичных 
свойствам обычных арифметических операций сложения и умножения: 

1) свойсмн) ассоциативности (сочетательный закон): 

Д", + ( , Г з + Х , ) = (^1 + - ' ^ 2 ) ' * ' ^ 3 ' Х^(Х2Х^) =^ (Х^Х2)Х^ ; 

2) свойство коммутативности (переместительный закон): 

Х| + Х2 -=Х2 + Х , , X,.V2 = ^ 2 ^ 1 ^ 

3) СВОЙС1ВО дистрибутивности (распределительный закон): 
для коньюнкции относительно дизъюнкции 

x^ &(х2 +x^) = (Xi&x2) + (Xi&Xj^); 

для дизъюнкции относительно конъюнкции 

X, 4- Х2Ху =(X^+X2)& (Х^ +Xj,). 
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Свойство дистрибутивности фактически определяет правила раскры­
тия скобок или взятия в скобки логических выражений. 

Справедливость указанных свойств легко доказывается с помощью 
вышеизложенных аксиом. 

Докажем, например, что 

ДГ| + Ж,.Гз = (Х| + X, ) & (ДГ| +Ху). 

в самом деле, (х,+.г,ХдГ| + дг,) = ДГ|ДГ| + дГ|Дг, + ДГ|ДГ, + дг,.1, = .v, + хух, + 
+ .V|J:, + JCJX, - Х,(1 +^2 + x-f,)^- XjXy = д:, + 3̂̂ :3 • 

Аналогично можно доказать и другие законы. 
Несложно установить правильность соотношений, извес!ных как ншо-

иы де Моргана: 

' ' ' _J (2.1) 

Из законов де Моргана вытекают следствия: 

^ (2.2) 

с помощью которых появляется возможность выражагь копъюпкцто че­
рез дизъюнкцию и отрицание njrn дизъюнкцию через конъюнкцию и от­
рицание. 

Законы де Моргана и следствия из них справедливы для любого KOJHI-
чества переменных: 

X, 4-х, + . . . + Х = X, &. . .&д:„ , 
\ I _" _ * _" (2.3) 
X^Xi ..-Х,, = X| 4- ̂ 2 +• . . -+• Х„ . 

Для логических функций устанавливаются соотношения, известные 
как законы поглощения: 

Х< т Xt X^ ^ Xi, 
\ ' (2.4) 

X^{x^+X^)=Xf. 
в таблице 2.4 показана справедливость законов поглощения. 
Функция слолсения по модулю 2 (исключительное ИЛИ) — функция, 

выражаемая следующим образом: 

Xj ФХ2 = Х^Х2 +X,X2 ~{Х^ ^^2){^\ -+-.̂ 2) • (2-5) 
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Т а б л и ц а 2.4 

г, 
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1) 
1 
1 

х^ 
0 
1 
0 
1 

.т, + jr^ 

0 
1 
1 
1 

дг,д:2 

0 
0 
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1 

JC| + Х^Х2 

0 
0 
1 
1 

Jt|(^l+-<2) 

0 
0 
1 
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функция сложения по модулю 2 обладает следующими свойствами: 
коммутативности (переместительиый закон): 

Xj Ш д:, = Л'2 Ш Х^ \ 

ассоциа1ивиостн (сочетательный закон): 

д:, Ф(д:, ®х,) = (х^ ®Х2)®х,; 

лисгри6у1нвнос1И (распределительный закон): 

х^(х-2 ®Xj,) = (x^x-i)®(x^x-^). 

Д/гя этой функции справедливы аксиомы: 

x®x = f3; х®\=х; 
х®х^\; x®{i = x. 

Па основании аксиом и свойств можно вывести правила перевода 
функций И, И Л И , НЕ через функцию сложения по модулю 2 и наоборот: 

>1; 

(2.6) Х^ + ^2 — ^1 У? ^2 Ш Xj ̂ 2 i 

Х^Х2 ~ (X| ® Х2)® (X| + Х2 ). 

Функция импликации ( ->) — функция, выражаемая следующим обра­
зом: Xf ^^ Xj ~ Х^ -i- Х2 . 

Для (функции импликации справедливы аксиомы: 

х-*х = \; д:->1 = 1; 0 - > x = l; 
X ^>х ~х; X —>0 = х; I —>х - X. 

Из аксиом следует, что импликация обладает только свойством комму-

ташвноети (иереместительныи закон) в измененном виде: х , - > д̂ з = 

= Ь - > ^̂ 1 • 

Свойс1во ассоциативности для этой функции несправедливо (табли­
ца 2.5). 
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Т а б л и ц а 2.5 

Jt, 
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X, ->(_Г2 ->- r j ) 
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1 

(ДГ| - > . r j ) - > j r , 

0 
0 
1 
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1 
1 

функции и, и л и , НЕ через импликацию вь!ражаются так; 
Х\ т" Лт — Х\ "~~т Хл , 

Функция Шеффера (/) 

отношением x^/xj =̂ 1̂̂ :2 • 
Для нее характерны аксиомы: 

х/х ~ х; xjx - I; x(Q = 1; 
-r/l - х; х/0 - I; J/I - х 

что подтверждается таблицей 2.6. 

Xi Xj — Xt "~~т Xj ^ 

.X, - Х| —> 0 . 

функция, которая може! быгь выражена 

(2-7) 
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1 
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Эти аксиомы позволяют сформулировать следующие прайила преобразования: 

x^X2 =xjxj ={xjxj)l{xjx2)\ 
х = х/х; (2.8) 

Х, + Д̂ т ^̂  •̂ i /Xj *™ \Х\ IХ\ jyXj /Х2 )• 

Для функции Шеффера справедливо свойство коммутативности для 
двух переменных xjx2 ^Xjjx^ , что легко проверяется. Для трех и более 
переменных это свойство уже не выполняется. 

В самом деле, функция Шеффера является строго двуместной функ­
цией, т. е. для нее невозможны записи вида xjxj/x-^ или x^jxjl...jx^^ , так 
как непонятно, в какой очередности применять операцию Шеффера в этом 
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выражении. Следовательно, очередность применения операции Шеффера 
должна указываться с помощью скобок, как, например, 

((xjx^)lx,)lx^ или (X| /Xj) /(X3/*4)-
Э1И выводы подтверждаются также тем, что свойства ассоциативности 

и дистрибутивности для функции Шеффера несправедливы. В самом деле, 
справедливость свойства ассоциативности ведет к тому, что должны быть 
равны выражения (xjx2)/x, и xj^x^jx^). 

Применяя правила преобразования к этим выражениям, получаем 

-Г] j{X2lx-^) = X^ i- Xj -f Д̂ з • 

Проверка равнозначности этих выражений представлена в таблице 2.7. 
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Х,Х2 
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х-^х. 
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т 
х,х^ + jtj 

1 
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0 
1 
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i , + v , 
1 
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Следовательно, функции (х,/х2)/х, и xJ(x2Xi) не равны, значит, 
функция Шеффера не обладает свойством ассоциативности в случае трех 
переменных, что можно распространить и на «и» переменных. 

/1ля функции Шеффера свойство дистрибутивиости означает, что 
должны быть равны две функции: xJ{x2X,) и (д:|/х2)/(*|/*з). Преобразуем 
эти функции, используя аксиому J = дг/1: 

' |/(*2^з) = ^| +*2^3 =(* | +*2К*| +*з)-(^1/*2Х*|/*з) = 

= (х,/(х2/т^/{х,/\)) = (x,/(xjl ))/(х, /(х,/\ ))/1; 

(,xJX2)(xJx,) = (x,X2)(XfX,) = XfX2 + Х^Х, = Х,(Х2 + *з) = ^^1(^2*3) = 

= X,((X2/\){X,/\)) = xJ((x2mx,/l)) = (xJiiX2mx,/m/l. 

Все этапы этих преобразований показывают, что х^/{х2/х,)* 
*(xjx2)l(xjx^). Т.е. свойство дистрибутивности несправедливо для 
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функции Шеффера от трех переменных, а следовательно, несправедливо и 
для ««» переменных. 

Необходимо указать на возможность возникновения следующего за­
блуждения: функция Шеффера равносильна функции отрицания конъюнк­
ции. Так как конъюнкция обладает всеми свойствами (коммутативностью, 
ассоциативностью, дистрибутивностью), то по этой причине и функция 
Шеффера должна была бы иметь эти же свойства. Однако равносильность 
функций на всех наборах не обязательно совпадает с наличием одинаковых 
свойств, что и подтверждает пример функций Шеффера и НЕ—И. 

Функция Пирса (Вебба) (-1) — функция, которая описывается выраже­
нием А', i ^2 - .V, + Х2 = Д:|Хз • 

Для функций Пирса (Вебба) справедливы аксиомы; 

xi х = х\ дг 4- О = А; .1 4- 1 = 0; 

xix = f3; xif3 = x; i -J . | = 0, 

что подтверждается таблицей 2.8. 

I а б л и !! а 2-8 

V 

1 
0 

J 
0 
1 

xix 
0 
1 

xix 
0 
0 

. l i O 
0 
1 

.a i 
0 
0 

T i l l 
1 
0 

n i 
0 
() 

Элементарные булевы функции И, ИЛИ, НЕ выражаются через функ­
цию Пирса (Вебба) следующим образом: 

X = X i Х\ 

дг,дг2 =(Xi J.jr,)J.(Aj J-Xj); (2-9) 
Х^+Х^ = (Х, J. Д̂2 ) •!- (*1 J- ^2 )• 

Для функции Пирса (Вебба) справедливо свойство коммутативности 
только для двух переменных: дг, i дг, = Xj J" î • Функция Пирса (Вебба), так 
же как и функция Шеффера, является двуместной функцией. Следова­
тельно, невозможны записи вида: х^ i х-^ i х-^ i ...i х^; для установления 
приоритетов обязательно должны использоваться скобки, которые опре­
деляют последовательность осуществления операций: 

(x^ ix2)ix,i(x, ix^)). 
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Аналогично с функцией Шеффера для функции Пирса (Вебба) неспра­
ведливы свойства ассоциативности и дистрибутивности. Метод доказатель­
ства такой же, как и в предыдущем случае. 

Надо заметить также, что д:, -1 лг̂  = д:, 4- д:2, т. е. функция Пирса равно­
сильна функции НЕ~~ИЛИ. Здесь также равносильность функций не ведет 
к наличию одинаковых свойств у этих функций. 

2.5. Аналитическое представление функций алгебры логики 

Существует много способов задания логических функций. Ранее был 
рассмотрен табличный способ, при котором каждому набору значений пе­
ременных в таблице истинности указывается значение самой логической 
функции. !>roT способ нагляден и может быть применен для записи функ­
ций от любого количества переменных. Однако при анализе свойств функ­
ций алгебры ;югики (ФАЛ) такая запись не является компактной. Проще 
выглядит аналитическая запись в виде формул. 

Рассмотрим фиксированный набор переменных {x^^Xj, .^-уХ,,}, на ко­
тором задана функция алгебры логики. Так как любая переменная 
X, - |0,1}, то набор значений переменных фактически представляет собой 
пекоюрое двоичное число. Представим, что номером набора будет произ­
вольное двоичное число /, получаемое следующим образом: 

• /-2""'х,+2"~^д:2+--- + ^«- (2-10) 

Пус!ь имеется функция ФХх^, Х2,^.-,х„): 

I О, если номер набора равен /; 
Ф, . 

[I, если номер набора не равен /. 
Функцию Ф, называют шерл^ол .̂ 
Дизъюнктивный терм (макстерм) — терм, связывающий все перемен­

ные, представленные в прямой или инверсной форме, знаком дизъюнкции 
(иногда в литературе используется термин «конституэнта нуля»). 

Например, Фт = Xf v Xj v х^ v х^; Ф^ = л:, v Хз. 
Конъюнктивный терм (минтерм) — терм, связывающий переменные, 

представле1Н1ые в прямой или инверсной форме, знаком конъюнкции (ино­
гда в литературе исггользуется термин «конституэнта единицы»). Обознача­
ется минтерм следующим образом: 
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р = 
I, если номер набора равен / 

[о, если номер набора не равен /. 

Например, f\ == XiX2Xj^x^; F^^=x^X2X^. 
Ранг терма г определяется количеством переменных, входящих в дан­

ный терм. Например, для минтерма /^^ = х^Х2ХуХ^х^ г = 5 , и для макстерма 
02 = Х^ + Х2 + Ху г = 3 . 

На основании вышесказанного можно сформулировать следующую 
теорему. 

Теорема. Любая таблично задсшиая ФАЛ может быть пред-
ставлена аналитически в виде 

/(х,,д:2,--. ,^„) = /^ v F ; v . . .v7^ , =vF,, (2 . i l ) 

те i — номера наборов, на которых функция равна 1; v -— эиак дичьюик-

ции, объединяющий все термы F^, равные единице. 

В самом деле, если на каком-либо наборе функция /(л,", х], v*) - 1. 
!о вследствие того, что x v l - 1 , в правой части выраже»Н1я (2.И) всегда 
найдется элемент, равный единице; если же на наборе i функция 
./(л:,', J:J, ..., х*) = 0, то в правой части не найдется ни одною ^jreMenia, 
равного 1, так как O v O v . . . v O - 0 . 

Таким образом, каждому набору /, для которого / - 1, соогве1с1вует 
элемент F, = \, а наборам /, на которых / , = О, не соответствует ни одного 
элемента F, = \. Поэтому таблица истинности однозначно о1ображае1ся 
аналитической записью вида (2.11), которую в дальнейшем будем называть 
объединением термов. 

Нормальная дизъюнктивная форма (ИДФ) — объединение термов, 
включающее минтермы переменного ранга. 

Количество всех термов, входящих в состав (2.11), равно количеству 
единичных строк таблицы. 

Пример 2.4, Записать в аналитическом виде функцию, задампуго таблицей 2 9 

1 а б J! и ц а 2 9 

V| 

0 
1) 
0 
0 

•»2 

0 
0 
1 
1 

j ; i 

0 
1 
0 
1 

f(x,.x-^,x,) 
1 
0 
0 
1 

л. 
1 
1 
1 
1 

*2 
0 
0 
1 
1 

-«) 
0 
1 
0 
1 

/ O i . b . ^ i ) 
1 
0 
0 
0 
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Р е ш е н и е , Н а основании теоремы эту функцию можно записать в аналитической форме: 

f(x,. JT,, jr,) = f (О, о, 0) + f (0,1,1) + f (I, 0,0) = 1|?2?] + Ji^iJi) + х,Х2^,. 

Omfiem / ( j j , Х;, jr,)-JjJ^^j +J,ji:2^i + x^XjXy. 

Для представления ФАЛ в (2.11) используется совокупность термов, 
объединенных знаками дизъюнкции (v или +). Можно использовать также 
другую э;гементарную логическую операцию. Сформулируем основные 
требования к этой операции. 

Требование 1: если какой-либо терм /^ = I, то функция/должна быть 
равна единице. 

Требование 2: если какой-либо терм / ; = О, то функция /может быть 
равна единице. 

Необходимо, чтобы при значениях термов F,=0 функция/была равна 
HyjHO. 

1 аблнчное представление искомой логической операции имеет вид 
таблиц 2.10 н 2.11. 

1) 
0 
1 
г 

17" 
1 

0 
|. 

а б л и и а 2-10 

'"̂  
Л = V 

0 
1 
1 
1 

f ; 

0 
0 
1 
1 

1 

F, 

1) 
1 
0 
1 

аб л и ца 2.11 

Д = ® 

0 
1 
1 
0 

1аким обрачом, получили, что искомой функцией, кроме функции 
ИЛИ, може! быгь функция разноименности и при этом справедливым ста-
Н0ВИ1СЯ такое следствие из теоремы (2.11): 

С л е л с т в и е : любая таблично заданная ФАЛ может быть представле­
на в следук)1цей аншгигической форме: 

f{x,,X2,...,xJ = F^AF2^...^Fk^ (2.12) 

где итк Л обозначает операции v , ®. 
Требования 1 и 2 можно обобщить и потребовать, чтобы аналитическое 

11редс1авление нулевых и единичных строчек таблицы различалось и чтобы 
выгголнялось взаимно-однозначное соответствие межд^ нулевой единичной 
строкой и /ермом. 

Требование 3: если какой-либо терм Ф, = О , то функция/должна быть 
равна пулю. 
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Требование 4: если все термы Ф, = О, то функция / = 1. 
Выполняя эти требования, можно прийти к двум другим возможным 

функциям: конъюнкции и равнозначности (табл. 2.12 и 2.13). 

*, 
0 
0 
1 
1 

Таблица 2.12 

*; 
0 
1 
0 
1 

& 
0 
0 
0 
1 

ф, 

0 
0 
1 
1 

Таблица 2.13 

*; 
0 
1 
0 
1 

г 

1 
0 
0 
1 

Теорема. Любая таблично заданная ФАЛ малсет быть задана в 
аналитической форме: 

Дх„х2,...,х„) = Ф,&Ф^&...&Ф^, (2.13) 

где к — количество двоичных наборов, для которых Ф = О. 
Нормальная конъюнктивная форма (НКФ) — объединение термов 

(2.13), включающее в себя макстермы разных рангов. 
С л е д с т в и е : любая таблично заданная ФАЛ может быть ггредсывлена 

в аналитической форме: 
/(х„х^,...,х„) = Ф,^Ф-,^...'^Ф^. (2.14) 

где к- количество нулевых значений функции. 

2.6. Совершенные нормальные формы 

Нормальные конъюнктивная, дизъюнктивная формы не дают одно­
значного представления функции. Такое представление [Юлучаегся только 
при совершенных нормальных формах (СНФ). 

Введем обозначения х" =х, *' = х . 
Тогда в общем виде переменная может быть задана как некоторая 

функция 

\х, если а = 1; 
X =\_ 

X, если а = О, 
(2.15) 

При этом 

X = о х 4- ад: , (2.16) 

где а —двоичная переменная. 
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Рассмотрим КОНЪЮНКЦИЮ вида x^^Xj^ ...х^", гт {а , , а2 , ...,ot„} пред­
ставляет собой двоичный набор; число наборов равно 2" , т. е. 

О О ... О О О 
О О ... О О ! 
О О ... О I О 
О О ... О ! I 

и т. д. 
Если задагь всем а, значение О и I, то можно получить, например, 

дизъюнкцию вида 

v-v"'.v"^ •••^»" -̂'̂ "-'̂ т •••^„ '^ х^х\ ...x'^j V х^х\ ...х„_^х„ V ...V x^X2:.x„,{2.\l) 

где V -— символ обобщенной дизъюнкции по единичным строкам. 
Тогда справедлива следующая теорема. 

Теорема. Любая ФАЛ может быть представлена в виде 

fix^,X2,...,x^,...,xJ = vx^'x2' ...х^^/(а^...а^х^^^...х„). (2.18) 
Выражение (2.18) называют разложением функции алгебры логи­

ки по к переменным. 
Доказательство. Прежде всего определим, при каких условиях 

выполняется равенство х" = 1 . 
(Очевидно, ч̂ го это имеег место при д: = а . В самом деле, если х = <х, 

то а*̂  = а а -+• а а = а -+• а = ! ; если д: = а , то а** = а а 4- а а = а а = О. 
С учетом ГЮГО, что д:" = ! при х = а., можно утверждать, что 

конъюнкция вида х,"'д:̂ * •••^,?" равна единице при д:, = a j , 
-Vj -iXj-.-x,, = а „ . 

Эти равенства можно подставить в правую часть выражения 
(2.18). В результате vxJ*'д:"^ •••^Т /(л^и-^2'•••'•^^ft'•••••-^у.) ~ 

i 

^ /(.Y|, .Y2 , Xj , . . . , х„), что и требовалось доказать. 
С л е д с т в и е 1: если А: = ! , то функция алгебры логики представляет­

ся в виде 

/(Х| , JTj,..., ^„) = - î/CU ^2^ •••> •*̂ н)'̂  •^1/(0, л:̂ , -•-, х„). (2.19) 
С л е д с т в и е 2: если А: - и , то любая ФАЛ может быть представлена в 

виде 

/(д:,, Xj, ...,х„) = \ух^'х2^ ...х"". (2.20) 
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Совершенная нормальная дизъюнктивная форма (СНДФ) — ФАЛ, за­
данная в виде (2.20). 

Рассмотрим основные свойства СНДФ: 
в СНДФ нет двух одинаковых миитермов; 
в СНДФ ни один минтерм не содержит двух одинаковых множителей 

(переменных); 
в СНДФ ни один минтерм не содержит вместе с переменной и ее отри­

цание. 
На основании этих свойств можно предложить следующий алгоритм 

получения СНДФ из таблицы истинности: 
1. Положить номер строки в таблице / = 1, номер элемента в строке 7 = 1. 
2. Выбрать из таблицы набор с номером / . Если / = 1, то перейти к 

п. 3, если / * I, — к п. 5. 
3. Сформировать терм /^ . Выбрать элемент строки с номерому. 

Если X, = 
0, то /^ := /^ л х^, 

1, то F := ^̂  л X,. 

4. Вычислить 7 := У + 1. Если i < «, то перейти к п. 3, если ! > и, — к и. 5. 

5. Вычислить / := / + 1. Если / < 2", то перейти к п. 2, если г > 2", — к [i. 6. 
6. Конец. 

Пример 2.S. Представить функцию, заданную таблицей 2,14. а СИДФ, 

Таблица 2.14 

Т| 

0 
0 
0 
0 

Ч 
0 
0 
1 
1 

^3 

0 
1 
0 
1 

/ 
0 
0 
0 
1 

^1 

1 
1 
1 
1 

"г 
0, 
0 
1 
1 

,̂ 
0 
1 
0 
1 

/" 
1 
0 
1 
0 

Решение, Решение проводится в соответствии с вышеприведенным алгоритмом 
Ответ /(.г,, j ^ . х^)^х^х^х^ + jCjjĉ î + х^х^х^, 

Рассмотрим СНФ для других функций. 
Пусть имеется терм вида Ф, = д:"' v х^^ v . . . v х"", где 

[о, если номер набора равен i; 
Ф,= 

I, если номер набора не равен г. 
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Если X, = а, 
можны случаи; 
\) х,={) 

а, =0 
а, =1 
л:" ' = X -^0 

и а, — текущий элемент двоичного набора, то тогда воз-

2)д:, = 0 3)x, =1 
а, = 1 а, =0 
а, = 0 а, = 1 

*,"' = *, = 1 J^°' = X = 1 

4) х, = 1 
а, =1 
а, = 0 

х^' =х = 0 . 

В случае, когда х"' = О для х, -а,, терм Ф, можно использовать в 
представлении (2.13) и (2.14). 

Теорема. Любая ФАЛ, кроме абсолютно истинной функции, 
лголсет быть представлена в совершенной конъюнктивной нормаль­
ной форме (СКНФ): 

/ ( х , , Х 2 , . . . , д:^)-л(д:"' v д:"= V . . . V д:""). (2 .2 ! ) 

Для представления логической функции используются операции И, 
ИЛИ, Н Е ( л , v , l ) . 

С л е д с т в и е : любая ФАЛ, кроме конституэнты !, может быть пред­
ставлена в виде 

/(X,, Хз,..., х^) = ~(х"' . . . vx" ' V... v x " " ) . (2.22) 

Здесь используются операции неравнозначности, дизъюнкции, отрица­
ния {-г , V , 1 ). 

Пример 2.6. I laid и СКИФ для функции (см. табл. 2.1!). 
Ре 111 е и и е , Решение проводится по формуле (2.2!) 

'>io представление более i ромоздкое, чем представление этой функции в СНДФ, так как 
в таблице много cipoK, для которых /== О . 

В рассмотренных ранее объединениях термов были использованы для 
записи термов /̂ ,, и Ф,̂  операции ИЛИ, НЕ, а также И, НЕ. Можно исполь­
зовать также набор из импликации (->) и отрицания (НЕ). 

С п о с о б ы п р е о б р а з о в а н и я НФ в СНФ. Совершенная нормаль­
ная форма огличаеюя от нормальной формы (НФ) тем, что всегда содержит 
термы только максимального ранга и Дает однозиачное представление 
функции. 

Произвольная нормальная дизъюнктивная форма (НДФ) переводится в 
СНДФ CJreдy^oшим образом. 
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Пусть /„ф = /^ . Тогда 

/с„ф=/=;д:, vf;^,, (2.23) 

где X, ~— переменная, которая не входит в данный терм F,. 

Пример 2.7. Логическую функцию, заданную в НДФ 

f ( x , , J C j , Х-^, JC4) = XjX'2'^ Д Г 2 ^ з ^ 4 ' ^ ^ 1 ^ 3 • ' ^ 4 ^ X^XjXjX^ , 
F, Fi F^ Fi 

преобразовать в СНДФ. 
Р е ш е н и е . Воспользуемся tipncMOM рфеобразования (2.23) поочередно к термам 

f i = Х^Х2 (^3 V .? , ) = Х^Х^Х^ V Х|.Г, J j , 

Оба члена полученного выражения умножим на (jr̂  v J^) -
В результате гюлучим 

/•| ^̂  Х^Х^Х-^Х^ V Х^Х2Х'^Х^ V Х^Х^Х^Х^ V Х^Х^ХуХ^ . 

Аналогично, 

f; = х^х^х^ V (д:, V jc,) = х^х^х^х^ v Jc,̂ 2-̂ 3*4 •• 

f j = i(i^3-'^4 (•'̂ l "̂  •*'2 ) = -̂ 1-̂ 2^3-̂ 4 ^ JC|̂ 2'''3-*'4 • 

После приведения подобных членов определяем СНДФ. 
Ответ: /(дг,. Лг, -'̂ э- -'̂ 4) ~ •*! -'̂ 2 ^з ^4 '̂  ̂ i ^2 -̂ з-*'4 ^ •*( ^г ^з •̂t ^-'̂ i ^г^г -*'4 '̂ •'̂ i 2̂ -̂ з -̂ 4 ^ 

V X | ДГ2 ^ 3 ^ 4 ^ ^1 ^ 3 -^3 -^4 '^ ^1 -̂ 2̂ •'̂ З ^А -

Если максимальный ранг для функции равен г, а минимальный ран) у-го 
терма равен к, ю преобразование (2.23) необходимо применить ку-му терму 
{г-к) раз. 

Произвольная НКФ переводится в СКНФ путем следующего преобра­
зования. 

Пусть/нкф=Ф|. Тогда 

/сикФ = '̂ 1 V x,Xi = (Ф, V X, )(Ф, V ж,). (2.24) 

Пример 2.8. Преобразовать в СКНФ логическую функцию 

f{X\ , -г 2 . -^3 ) = (^1 V Xj)(X2 V ^ 3 ) (J^i V Л ; V JTj ) . 
Ф| Ф: Ф) 

Р е ш е н и е . Применяем правило преобразований (2.24) поочередно к термам Ф^ и Ф̂  • 

Ф, =(д:| V J : ; ) ' ^ ^ =(-̂ 1 VJC2 УДГЗ)(Л| VJCJ V S ^ ) ; 

Ф2 =(J:J VX3)VJ: |X | = (J:, V JTJ У1З)(Х| V JTJ V J ,) . 

После упрощений СКНФ примет окончательный вид. 

Ответ: /С1СНФ(-^1'-^2'^з) = ( î ^ Д̂г v д;,К-1С, v дг̂  УХЗ)(1 , УДГЗ V J , ) . 
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2 7 Системы функций алгебры логики 

2.7. Системы функций алгебры логики 

Рассмотрим теорему Жегалкина, которая играет важную роль в алгебре 
логики. 

Теорема Жегалкниа. Любая булева функция может быть пред­
ставлена многочленом вида f(x^, Х2,..., х„) = kQ@ k^x^@ к2Х2® ...@ 
Ф*,„|Х|*2 Ф*»*2^1*з Ф - - ® *n+m^i*2*n'•"'^ *, —Коэффициенты, при­
нимающие значения О или 1. 

Теорема Жегалкина дает возможность представить любую логическую 
функциго в виде полиномов разной степени. 

CyuieCTByeT несколько классов ФАЛ, которые также важны для логи-
ческо! о анализа. 

Класс линейных функций (Kj,). Булева функция называется линей­
ной, если она представляется полиномом первой степени: 

/(х,,Х2,...,х„) = ка®к,х,®к2Х2®...®к„х„. 

KojHi4ecTBo линейных функций равно 2"^ . Например, для и - 2 коли-
чес I во линейных функции равно восьми, т. е. 
1) У|(Х|,-т,) = 0 ; 2 ) f2(x,,X2) = x,;J) f,(x„X2) = X2;4) f,(x„X2) = х,®Х2; 
5) y,{V|,.v,) = l ® ^ ; 6 ) f„(x„X2) = l®X2;l) f^(x^,X2) = ^®x^®X2•, 

8)Л(-«|,^2) = 1-
Класс функций, сохраняющих нуль (К„). Если функция на нуле­

вом наборе неременных равна нулю, то говорят, что функция сохраняет 
нуль: 

/ ( 0 , 0 , . . . , 0 ) = 0 . 

^1ля двух неременных (табл. 2.15) такими функциями являются 

/ | ' 72' ,А' fi- /5'.Аб'/7' Л • 
Класс функций, сохраняющих единицу ( К , ) . Если функция на еди­

ничном наборе переменных равна единице, то говорят, что такая функция 
со.чраняет единицу: / ( 1 , 1 , . . . , 1) = 1. Для двух переменных такими функ­
циями являются . /2 , /4 ,Л, /8 , / |о , / |2 ,У|4. / |б (см. табл. 2.15). 

Класс монотонных функции (К„) . Функция алгебры логики называ­
йся монотонной, если при ;гюбом возрастании набора значения этой функ­
ции не убывают. Примером таких функций для двух переменных являются 
функции . А , . / г . л , / б , л . / и (см. табл. 2.15). 
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2. Автомат как основной элемент информационных систем 

Т а б л и ц а 2.15 
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Класс самодвийствениых функций ( К , ) . Функция алгебры JIOIHKH 
является самодвойственной, если на каждой паре противоположных набо­
ров она принимает противоположные значения, т. е. 

/ ( * 1 , Д Г 2 , . . . , Д Г „ ) = / ( * | , Л Г 2 , . . . , Д Г „ ) . 

Для двух переменных такими функциями являются /4, Л, ./^р Уп • 
Все названные выше классы функций обладают замечательным свой­

ством: любая функция алгебры логики, полученная с помощью операции 
суперпозиции и подстановки из функций одного класса, обязательно будет 
принадлежать этому же классу. 

Базисом называется полная система ФАЛ, с помощью которой любая 
ФАЛ может быть представлена суперпозицией исходных функций. 
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2 7 Системы функций алгебры логики 

Теорема Поста-Яблонского. Для того чтобы система ФАЛ 
была полной, необходимо и достаточно, чтобы она содерж:ала хотя 
бы одну функцию: 

не сохраняющую нуль, 
не сохраняющую единицу, 
не являющуюся линейной, 
не являющуюся монотонной, 
не являющуюся самодвойственной. 

В таблице 2.15 представлены свойства функции двух переменных . 
К базису относится система функций И, ИЛИ, НЕ (базис I), свойства 

которых были изучены Дж. Булем. Поэтому алгебра высказываний, постро­
енная на основе этих функций, названа булевой алгеброй. Базисами явля­
ются такясе системы, содержащие функции И, НЕ (базис 2), ИЛИ, НЕ (ба­
зис 3), состоящие из функции Шеффера (базис 4) и функции Пирса (Вебба) 
(базис 5). Это перечисление показывает, что базисы могут быть избыточ­
ными (базис I) и минимальными (базисы 4 и 5). 

Базис минимстьный. если удаление хотя бы одной функции превращает 
систему ФЛЛ в неполную. 

11роблема простейшего представления логических функций сводится к 
выбору не только базиса, но и формы наиболее экономного представления 
этих функций. 

Ьазис И. ИЛИ. HR является избыточной системой, так как возможно 
удаление из него некоторых функций. Например, используя законы 
де Моргана, можно удалить либо функцию И, заменив ее на функции ИЛИ 
и MR, либо функциЮ'ИЛИ, заменяв ее на функции И и НЕ. 

1хли сравнить в смысле минимальности различные формы представле­
ний ФЛЛ, станег ясно, что нормальные формы экономичнее совершенных 
нормальных (|)орм. Но, с другой стороны, нормальные формы не дают од­
нозначного представления. 

Минимальная форма представления ФАЛ — форма представления 
ФАЛ, которая содержит минимальное количество термов и переменных в 
термах (т. е. минимальная форма не допускает никаких упрощений). 

Например, функция / ( х | , ^2 , . . . , х„) = х, •¥ Xj является минимальной 
формой и, наоборот, функция х, +х,Х2 может быть упрощена, если к этому 
выражению применить распределительный закон, т .е . х^ + х^Х2 = (х^-^ 
+ V, )( \-| ( V, ) - V, 4- X, . 

Ф>11кги1н /q и /,^ не принадлежат ни одному из указанных классов. 



томат как основной элемент информационных систем 

Следовательно, упрощение сложных логических выражений может 
быть осуществлено по основным законам н аксиомам, изложенным выше. 

Пример 2.9. Упростить функцию /(А, В, С) = АВ + ВС•*- ВС + АВ в базисе 1. 
Р е ш е н и е . Сначала примем правило (2.23), а затем упростим функцию. 

/{A.B.C)=^AB+BC+BCiA + A) + ABiC*C)=AB+BC+ABC+ABC*ABC+ABC = 
' АВ(\ + С)+ВС(\ + А)+АС{В+В)=АВ + ВС + АС. 

Ответ: / ( А . В. С)= АВ + ВС + АС . 

Пример 2.10. Упростить функцию f{A,B,C.D)=AB + Ci^ ACD + BCD в базисе I 
Р е ш е н и е . Нетрудно доказать, что х + ху = х + у, Используя также теорем) 

де Моргана, получим х + у = ху. 
Тогда C+ACD = C + AD: C + BCD~C+BD. 
Следовательно. /(А. B.C. D) = АВ+С+ AD+BD= АВ + D(A + В) + С = АВ + DAB + 

+С=АЪ+С+О. 

Ответ: /(А. B.C. D)= АВ+С + D . 

Задание для самоконтроля 

1. Составить таблицу истинности для заданных функций: 
a)/i(jr, , j<j. , ,) = v(1 .2 ,3 ,5) ; 

6)/j(:,„jc,,;,,) = V(l.2,3,S,6,7); 

я) /M-'i-h)' V(l.3.8, 9,10, 11,12,14); 

2. Доказать тождественность функций: 

а) АС + ВС = АС + ВС . 
б) (А + ВХА+С)^ АС+АВ. 
в) АВ+ВС + АС = АВ + ВС+АС . 
3. Найти минимальную форму для функций, заданных в примере 1. 
4. Найти СДНФ и СКИФ для следующих функций: 
а) М"!' >'i,':,) = x,+ х.,х, + xfyx, + х,х,; 

б) /2(.tr,-«2.-')) = ^l + »2: 

в) Mx,.Xj.X,) = (,X,X2+X,.X,)&X,X2 • 



3. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЧИСЛОВОЙ ИНФОРМАЦИИ 
В ИНФОРМАЦИОННЫХ СИСТЕМАХ 

3.1. Выбор системы счисления для представления 
числовой информации 

Информация во внешнем по отношению к ЭВМ мире представляется в 
непрерывном или дискретном виде. Внутри ЭВМ информация всегда пред­
ставляется в виде чисел, записанных в той или ииой системе счисления. 
Если же речь идег о текстовой информации, то обычно она кодируется 
также с помощью чисел. Вопрос о выборе системы счисления для цифрово­
го автомата — один из важнейших вопросов проектирования как алгорит­
мов функционирования отдельных устройств, так и расчета технических 
харашеристик Ttoio автомата [II , 12]. 

Система счисления — совокупиость приемов и правил для записи чи­
сел цифровыми знаками или символами. Наиболее известна десятичная 
система счисления, в которой для записи чисел используются цифры 
О, I, ..., 9. Способов записи чисел цифровыми знаками существует бесчис­
ленное множесгво. Лйбая предназначенная для практического применения 
система счисления должна обеспечивать: 

возможносгь представления любого числа в рассматриваемом диапа­
зоне величии; 

единственность представления (каждой комбинации символов должна 
COOI ветствовать одна и только одна величина); 

просгогу оперирования числами. 
Все системы представления чисел делят иа позиционные и непозицион-

иые. Самьп"! простой способ записи чисел может быть описан выражением 

ы 
где А,, — запись числа /I в системе счисления D; Д — символы системы, 
образующие базу £) = { Ц , Д , . . . ,£> , ) . 

Но этому принципу построены иепозиционные системы счисления. 



S- Представление числовой информации в информационных системах 

Непозиционная система счисления — система, для которой значение 
символа не зависит от его положения в числе. 

Принципы построения таких, систем не сложиы. Для их образования 
иС1юльзуют в основном операции сложения и вычитания. Например, систе­
ма с одним символом (палочкой) встречалась у многих народов. Для изо­
бражения какого-то числа в этой системе нужно записать количество пало­
чек, равное данному числу. Эта система неэффективна, так как запись 
числа получается длинной. Другим примером непозиционной системы 
счисления является римская система, использующая набор следующих 
символов: (, X, V, L, С, D, М и т. д. В этой системе существует отиюнение 
от правила независимости значения цифры от положения в 4HCjre. В числах 
LX и XL символ X принимает два различных значения: +10 — в первом 
случае и -10 — во втором. 

В общем случае системы счисления можно построить по следующему 
принципу: 

Ад =0,8^+0282+... + а„В„, (3.1) 

где Ag —запись числа/< в системе счисления с основанием В,; п, —циф­
ра (символ) системы счисления с основанием В/, В, — база, или 0С1ГОванне 
системы. 

Если предположить, что В, = д' , то с учетом (3.1) 

B,=q,B,.,. (3.2) 
Позиционная система счисления — система, удовлетворяющая равен­

ству (3.2). 
Естественная позиционная система счисления имеет место, если </ - -

целое положительное число. 
В гюзициониой системе счисления значение цифры определяется ее 

положением в числе: один и тот же знак принимает различное значение. 
Например, в десятичном числе 222 первая цифра справа означает две еди­
ницы, соседняя с ней — два десятка, а левая — две сотни. 

Любая позиционная система счисления характеризуется основанием. 
Основание {базис) q естественной позиционной системе^ счисления — коли­
чество знаков или символов, используемых для изображения числа в данной 
системе. Возможно бесчисленное множество позиционных систем, так как, 
приняв за основание любое число, можно образовать новую систему. Напри­
мер, запись числа в шестнадцатеричной системе может проводиться с рюмо-
щью следующих знаков (цифр): О, 1, ..., 9, А, В, С, Д Е, F (вместо А, ..., F 
можно записать любые другие символы, например, Т, 2 , . . . , 5 ). 
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3 I выбор системы счисления для представления числовой информации 

Для позиционной системы счисления справедливо равенство 

л = 2".?'. (3-3) 
или /1,̂  =а„ | / "+ . . . + 0 |( / '+aj( / ' '+а_|( / ' '+ . , , + а_„17~'', где А^ —произволь­
ное число, записанное в системе счисления с основанием q; « + I, m — ко-
личесгво целых и дробных разрядов. 

11а прапике ис[10льзу10т сокращенную запись чисел: 
А^ = а„а^_У ...й|Й5а_| .-.a_„,. 

В восьмеричной системе счисления числа изображают с помощью цифр 
0. I , . . . , 7. Например, I24,537g = 1 - 8 ^ 2 - 8 ' + 4-8°+5-8" ' + 3 - 8 " Ч 7•8"^ 

В двоичной системе счисления используют цифры О, 1. Например, 
1001,1 lOlj = Ь 2 Ч 0 - 2 Ч 0 - 2 ' + l - 2 ° + l - 2 " ' + l - 2 ' ^ + 0 - 2 ~ 4 l - 2 " V 

1У\я записи чисел в троичной системе берут цифры О, 1,2. Например, 
2122, = 2 - 3 ' 4 Ь З ' + 2 - 3 ' +2 -3° . 

В заблицеЗ.) приведены эквиваленты десятичных цифр в различных 
системах счисления. 
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Для любой 1ЮЗИЦИОННОЙ системы счисления справедливо, что основа­
ние изображается символом 10 в своей системе, т. е. любое число можно 
записать в виде 

Л,, = о „ 1 0 " +.. . + 0, •10 '+а„-10°+а_ | -10 ' ' +. . . + «_, •10~' (3.4) 
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S. представление числовой информации в информационных 

В ЭВМ используют в основном позиционные системы счисления. В 
дальнейшем для простоты изложения будем употреблять термин «система 
счисления», имея в виду позиционные системы. 

Вес разряда р^, числа в позиционной системе счисления выражается 
соотношением 

Р,=я'1я'=ч', OS) 
где / — номер разряда при отсчете справа налево. 

Если разряд имеет вес р, = 10*, то следующий старший разряд будет 
иметь вес р,^, =10 ^', а соседний младший разряд — вес д_, - 10*"' . [акая 
взаимосвязь разрядов приводит к необходимости передачи информации 
между ними. 

Если в даином разряде накопилось значение единиц, равное или боль­
шее q, то должна происходить передача единицы в соседний старший раз­
ряд. При сложении такие передачи информации называют переносами, а 
при вычитании — заемами. Передача переносов или заемов происходит 
последовательно от разряда к разряду. 

Длина числа (ДЧ) — количество позиций (или разрядов) в записи чис­
ла [14]. В техническом аспекте длина числа интерпретируется как длина 
разрядной сетки (ДРС). 

Для разных систем счисления характерна разная длина разрядной сет­
ки, необходимая для записи одного и того же числа. Например, 
96 = 120j =10120з = 1 lOOOOOj. Здесь одно и то же число, записанное в раз­
ных базисах, имеет разную длину разряД1ЮЙ сетки. Чем меньше основание 
системы, тем больше длина числа. 

Если длина разрядной сетки задана, то это ограничивает максимальное 
(или минимальное) по абсолютному значению число, которое может бьпь 
записано. 

Пусть длина разрядной сетки равна любому положительному числу, 

например п. Тогда А^ ,„„ =q" -i; /! ,„,„= Нч" "̂  О • 
Диапазон представления (ДП) чисел в заданной системе счисления — 

интервал числовой оси, заключенный между максимальным и минималь­
ным числами, представленными длиной разрядной сетки: 

Л„„„>ДПг4™,п- 0-6) 
Правильный выбор системы счисления — важный практический во­

прос, поскольку от его решения зависят такие технические характеристики 
проектируемой ЭВМ, как скорость вычислений, объем памяти, сложность 
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алгоритмов выполнения арифметических операций. При вы iope системы 
счисления для ЭВМ необходимо учитывать следующее: 

основание системы счисления определяет количество у< гойчивых со­
стояний, которые должен иметь функциональный элемент, в гбранный для 
изображения разрядов числа; 

длина числа существенно зависит от основания системы i числения; 
система счисления должна обеспечить простые алгоритм"*! выполнения 

арифметических и логических операций. 
Десятичная система, столь привычная в повседневной >к-'|зни, не явля­

ется наилучшей с точки зрения ее технической реализации в-ЭВМ. Извест­
ные в настоящее время элементы, обладающие десятью устойчивыми со­
стояниями (элементы на основе сегнетокерамики, декатроиы.и др.), имеют 
невысокую скорость переключения, а следовательно, не мог т обеспечить 
соответствующее быстродействие машины. 

ПодавлягонЕсе большинство компонентов электронных,..схем, приме­
няемых для построения ВМ, — двухпозиционные. С этой то',<и зрения для 
ЭВМ наиболее подходит двоичная система счисления. Но рг^диоиальио ли 
использование этой системы с точки зрения затрат оборудо? шия? Для от­
вета на это г вопрос введем !юказатель экономичности систем, >i С — произ­
ведение осЕЮвания системы на длину разрядной сетки, выбранную для за­
писи чисел в этой системе: 

C = qN, (3.7) 

где q — основание системы счисления; Л^— количество разрг 10в. 
Вели принять, что каждый разряд числа представлен не i дним элемен­

том с f/ устойчивыми состояниями, а q элементами, каждь'й из которых 
имеет одно устойчивое состояние, то показатель экономи-'иости укажет 
ycjTOBHoe KojHi4ecTBo оборудования, которое необходимо')затратить на 
прелс'тавление чисел в этой системе. 

Максимальное число, которое можно изобразить в cncTefie с основани­
ем q, 

Л . п . х = 9 ' ' - " - (3-8) 
Из (3.8) можно найти требуемую длину разрядной сетки:) 

(3.9) 

Го1 да для любой системы счисления С = 9 log , ( / l , „„ + Ь . 
Представим, что величина ^ принимает любые значени; | (целочислен­

ные и дробные), т. е. является непрерывной величиной. 3i ) необходимо 
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для того, чтобы рассматривать величину С как функцию от величины q. 
Данное допущение не является строгим, однако позволяет получить инте­
ресный вывод: если за единицу измерения оборудования принят условный 
элемент с одним устойчивым состоянием, то для сравнения двух систем 
счисления можно ввести относительный показатель экономичности 

/=' = ?1о8,(Л....х +')Д2Ь82{Л,„„ +1)]. (3.10) 
ПОЗВОЛЯЮЩИЙ сравнить любую систему счисления с двоичной. 

Если функция F непрерывна, то, как видно из приведенного ниже со­
отношения, она имеет минимум. 

ч .... 
F „ . 

... 2 
1,(Ю0 

3 
0.946 

4 
1.000 

6 
1.148 

8 
1,333 

10 
1.303 

На рис. 3.1 представлена зависимость ве­
личины F от основания системы счисления q. 
Нижняя точка графика соответствует мини­
муму функции F, определяемому из условия 
dFjdq = О, что соответствует значению 
q = е . Следовательно, с точки зрения мини­
мальных затрат условного оборудования, 
наиболее экономичной является система 
счисления с основанием, равг{ым е » 2,72 . 

Используя (3.10), можно доказать, что 
троичная система счисления 3KoiioMH4Fiee 
двоичной. В подавляющем большинстве 

Э В М ис1юльзуют двоичную систему счисления, однако для ЭВМ это связа­
но с преодолением дополнительных трудностей, возникающих при перево­
де входной информации в двоичную систему счисления и двоичной ин­
формации в выходную информацию. 

Рис. 3.1. Зависимость относи-
icjibiKUo Е1оказа|еля эконо­

мичное f и 01 основания 
сисгсмы счисления 

3.2. Перевод числовой информации 
нз одной позиционной системы в другую 

в процессе преобразования информации в цифровом автомате возни-
каег необходимость перевода чисел из одной позиционной системы счис­
ления в другую. Это обусловлено тем, что в качестве внутреннего алфавита 
наиболее целесообразно использовать двоичный алфавит с символами О и Г. 

Первым два символа для кодирования информации применил известный философ 
X V I ! в Ф, Бэкон, который использовал символы 0. I. 
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Рассмотрим задачу перевода чисел в общей постановке. 
В соогветствин с (3.3) числа в разных системах счисления можно пред­

ставить слелуюншм образом: 

•\^1."Я\-ЪЬ^ц{=Л^^. (3.11) 

В общем виде задачу перевода числа из системы счисления с осиоваии-
см f/, в сисюму счисления с основанием q^ можно представить как задачу 
определения коэффициентов Ь, нового ряда, изображающего число в систе­
ме с основанием с/,. Реижть эту задачу можно подбором коэффициентов Ь,. 
Основная груд1юе1ь при этом заключается в выборе максимальной степени, 
которая еще содержится в числе А^^ . Все действия должны выполняться по 
правилам q^ -арифметики, т. е. по правилам исходной системы счисления. 

После нахождения максимальной степени основания проверяют «вхо-
ж;1ерте» в за/шниое чиcJЮ всех степеней нового основания, меньших мак-
cHMaJH n̂or о. Каждая из отмеченных степеней может «входить» в ряд не бо­
лее Ц; I раз, гак как для любого коэффициента ряда накладывается 
о1 рамичепне: 

()<a,<q^-\;^<b,<q2-\. (3.12) 

Пример З.Г. Ucpcnecin леся1ич11()е число /1 = 96 в троичную систему счисления 

!'СИ! erf и с 46 = 0 3' + 1 3' + 0 - З Ч | - З Ч 2 3 ' + 0 - 3 ' ' = 10120, . 
Ответ А. =10120 

Рассмотренный в примере 3.1 прием может быть использован только 
при ручном переводе. Для реализации машинных алгоритмов перевода 
приме1гя101 следующие методы. 

Перевод целых чисел делением на основание q^ новой системы 
счисления. 1Делое число А в системе с основанием q^ записывается в виде 

[[ерепнсав это выражение по схеме Горнера, получим 

Л . = ( - -№?2+Vi)?2+- - - )?2+^ i )?2+^o- (3.13) 

ьиеипрем при •записи десятичных чисел индекс опускается. 
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Правую часть выражения (3.13) разделим на величину основания </,. В 
результате определим первый остаток йц и целую часть 
(•••((bi,qi+b^^^)q-, +...)q, + * , ) . Разделив целую часть на qj, найдем вюрой 
остаток й|. Повторяя процесс деления к +1 раз, получим последнее целое 
частное 6 , , которое, по условию, меньше основания системы ^2 " является 
старшей цифрой числа, представленного в системе с основанием q,. 

Пример 3.2. Перевести десятичное число .̂  = 98 в двоичную систему счисления (t^, - 2 ) 
Р е ш е н и е . 

98 
98 

6„=0 

Ответ 

| 2 
49 
48 

6, = 1 

| 2 
24 
24 

6, = 0 

/ 1 , =1100010. 

12 
12 

* 4 

^ 1 

6 3 
= 0 2 

6, = 1 

1 ^ 
1 = 6 , 

98 
49 
24 
12 
6 
3 
1 

0 
1 
0 
0 
0 
1 
1 

л, 
А] 

1\ 

Пример 3.3. Перевести лноичное число Aj = 1101001 в десятичную CMCteNfy счисления 
{е/з = 10 ). Основание е/̂  изображается в двоичной системе чквивалеитом е/, -1010, 

1101001 
1010 
001100 

1010 

[1010 
1 1010 

1010 
6, = 0000 

=0001 
6, = 0000 

6„=0101 

Ответ: на основании та6лицы3.1 можно записать: 6 | , = 0 i 0 l 2 = 5 ; б, =0000, = 0 ; 
*2 =000lj =1: А = 105. 

Этот способ применяют только для перевода целых чисел. 
Перевод правильных дробен умножением на основапне 2̂ новой 

системы счисления. Пусть исходное число, записанное в системе счисле­
ния с основанием q,, имеет вид 

Л , ="-i4t' +••• + ''-n,чГ• 

Toгm в новой системе с основанием q^ это число будет изображено 

как О, Ь_,, ..., й,, или 
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\ =*-l92''+---+*-,.92'-
Переписав это выражение по схеме Горнера, получим 

-4,, =Ч2'(К, +q-,\b_,+... + q-,'b_J). (3.14) 

Если правую часть выражения (3.14) умножить на q2, то получится 
новая неправильная дробь, в целой части которой будет число Ь_,. Умно­
жив загем ос1авшуюся дробную часть на величину основания q^, гюлучим 
дробь, в целой части которой будет Ь_2, и т. д. Повторяя процесс умноже­
ния ,5 раз, найдем все s цифр числа в новой системе счисления. При этом все 
действия должны выполняться по правилам q^ -арифметики, и следователь­
но, в целой части получающихся дробей будут проявляться эквиваленты 
цифр новой сисземы счисления, записанные в исходной системе счисления. 

Пример 3.4. Перевести десятичную дробь .^=0.625 в двоичную систему счисления 
( (,, - 2 ) 

0, 

6 1 =1. 

1> 2 = 0 . 

6_,=|. 

А., = 0 , 

X 

X 

X 

X 

625 
2 

250 
2 

500 
2 

000 
2 

000 
Ответ ..|, =0.1010,. 

Пример 3.5. 11еревесги двоичную дробь А2 = 0,1 lOl^ в десятичную систему счисления 
( ? , =1010, I 

6.1=8 

6_з=1 

6,=2 

6., =5 

0, 

1000, 

0001, 

0010, 

0101. 

1010 
0010 
1010 
0100 
1010 
1000 
1010 
0000 

Оттч; ( = (1,8125 
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При переводе правильных дробей из одной системы счисления в дру­
гую можно получить дробь в виде бесконечного или расходящегося ряда. 
Процесс перевода можно закончить, если появится дробная часть, имеющая 
во всех разрядах нули, или будет достигнута заданная точность перевода 
(получено требуемое количество разрядов результата). Последнее означает, 
что при переводе дроби необходимо указать количество разрядов числа в 
новой системе счисления. Естественно, что при этом возникает погреш­
ность перевода чисел, которую надо оценивать. 

Для перевода неправильных дробей из одной системы счисления в 
другую необходим раздельный перевод целой и дробной частей по прави­
лам, описанным выше. Полученные результаты записывают в виде новой 
дроби в системе с основанием qj • 

Пример 3.6. Гкревести десяшчную дробь А = 98,625 в двоичную систему счисления 

Р е ш е н и е . Ре:1ультаты перевода соответственно целой и дробной частей возьмем из 
примеров 3.2 и 3.4, 

Ответ. ^, = ПОООЩЮЮ . 

Табличный метод перевода. В простейшем виде табличный метод за­
ключается в следующем: имеется таблица всех чисел одной системы с со­
ответствующими эквивалентами из другой системы; задача перевода сво­
дится к нахождению соответствующей строки таблицы и выбору из нее 
эквивалента. Такая таблица очень громоздка и требует большой емкости 
памяти для хранения. 

Другой вид табличного метода заключается в том, что имею1х;я табли­
цы эквивалентов в каждой системе только для цифр этих систем и степеней 
основания (положительных и отрицательных); задача перевода сводится к 
тому, что в выражение ряда (3.3) для исходной системы счисления надо 
подставить эквиваленты из новой системы для всех цифр и степеней осно­
вания и произвести соответствующие действия (умножения и сложения) по 
правилам qj -арифметики. Полученный результат этих действий будет изо­
бражать число в новой системе счисления-

Пример 3.7. Перевести десятичное число А = ]\3 в двоичную систему счисления, ис­
пользуя следующее соотношение эквивалентов и степени основания: 

Десятичное число Ю" 10' 10^ 
Двоичный эквивалент ,... 0001 1010 ПООПО 

72 



3 2 Перевод числовой информации из одной позиционной системы в другую 

Р е ш е н и е . Подсгавив значения лвоичных эквивалентов десятичных цифр и степеней 
основания в {3.1!), гюлучим 

^==113 = 1 i 0 4 l . 1 0 ' + 3 1 0 ' ' ^ 0001'ПООЮО+ОООМОЮ + ООП 0001 = 11100013. 

Ответ И ! 0001.. 

Пример 3.8. Перевести двоичное число /^; = 11001,1 в десятичную систему счисления: 

Двоичное число 0,1 00001 00010 
Десятичный эквивалент 2~' =0,5 2** = 1 2' = 2 
Двоичное число 00100 01000 10000 
Десятичный эквивалент 2^ = 4 2^ =8 2̂ * = !6 

Р е ш е н и е . / 1 ^ 1 1 6 + 1 8 + 0 4 + 0 2 + ! 1 + 1 0 . 5 = 25,5. 

Ответ А = 25,5 

Использование промежуточной системы счисления. Этот метод 
применяют при переводе из десятичной системы в двоичную и наоборот. В 
качестве промежуточной системы счисления можно использовать, напри­
мер, восьмеричную систему. 

Рассмотрим примеры, в которых перевод одного и того же числа в раз­
ные системы счисления осуществляется методом деления на основание но­
вой системы. Запись будем вести в столбик, где справа от вертикальной 
черты записываются остатки деления на каждом шаге, а слева — целая 
часть частного. 

Пример 3.9. Перевести десятичное число .̂  = 121 в двоичную систему счисления, ис-
полыуя в качес1вс нромсжу'гоч1гой восьмеричную систему счисления. 

Ре 1Н е н и е . 

^ 2 = 8 Яг '-

ТгГ] 
15 
1 

Р П 
7 
1 

121 
60 
30 
15 
7 
3 
1 

1 
0 
0 
1 
1 
1 
1 

Ответ: Л = 121 = 171, = I М lOOIj. 

Сравнивая эти примеры, видим, что при переводе числа из десятичной 
системы в восьмеричную требуется в два с лишним раза меньше шагов, чем 
при переводе в двоичную систему. Если при этом учесть, что восьмеричная 
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система связана с двоичной соотношением 8* =(2^)*, то перевод из вось­
меричной системы в двоичную и наоборот можно осуществить простой за­
меной восьмеричных цифр их двоичными эквивалентами. Триада — дво­
ичный эквивалент восьмеричных цифр. 

Пример ЗЛО. Пфевесги двоичное число А2 = 1011,01 И в BOCbMepifinyio сиаему счисления 
Р е ш е н и е . Исходное число условно разбиваем на триады спрапа налево для целых чи­

сел и слева направо для правильной дроби. Затем заменяем каждую триаду в соогпсгствии с 
нижеприведенным соответствием, 

4 5 6 7 
100 101 ПО )М 

Восьмеричная цифра... 
Двоичный эквивалепг.. 

0 
000 

А 
А, 

1 
001 

= 001 

= 1 

2 3 
010 011 

011,011 100 

3 , 3 4 . 

Ответ А ^]3,ЗА. 

В качестве промежуточных систем счисления целесообразно использо­
вать системы с основанием д = 2 . При этом существенно упрощается ггре-
образование информации из системы счисления с основанием ^ = 2* в дво­
ичную систему и наоборот. Преобразование фактически сводится к тому, 
что символы первоначальной информации, заданной в системе с основани­
ем 9 = 2*, заменяются соответствующими двоичными эквивалентами (см. 
табл. 3.1). Представление десятичных чисел в таком виде называется деся­
тично-двоичным. Обратное преобразование иэ двоичной системы в снсгему 
с основанием i? = 2* сводится к тому, что двоичный код разбивается на 
группы по к двоичных разрядов в каждой (начиная от младших разрядов 
для целых чисел или с первого разряда после запятой для правильных дро­
бей); эти группы (диады, триады, тетрады (табл. 3.2) и т. д.) заменяются со­
ответствующими символами исходной системы счисления. 

Т а б л и ц а 32 

Десятичное 
число 

0 
1 
2 
3 
4 
5 

Двоичный 
эквивалент 

для с} =2* 
0000 
0001 
0010 
ООП 
0100 
0101 

Десятичное 
число 

6 
7 
8 
9 
10 

Двоичный 
эквивалент 

для е/ = 2* 
ОНО 
0111 
1000 
1001 
1010 

Десятичное 
число 

11 
12 
13 
14 
15 

Двоичный 
эквивалент 

л;!я ( / " З"" 
1()11 
1100 
1101 
1110 
1111 



3.3 Разновидности двоичных систем счисления 

Системы счисления с основанием g = 2* широко используют для запи­
си программ решения задач, а также для ускорения выполнения арифмети­
ческих операций. 

3.3. Разновидности двоичных систем счисления 

Двоичная система счисления — система счисления, в которой для изо­
бражения чисел используются два символа и вес разрядов в которой меня­
ется по закону 2^^ (где к — произвольное целое число). Из определения 
следует, что для изсюражения чисел могут быть использованы не только 
символы О, I, МО и символы I, —I или О, - 1 . Для удобства в дальнейшем 
символ - I будем изображать как I , а двоичную систему, в которой исполь­
зуются эти символы, называть системой (1,1) . 

Рассмотрим такую систему. Если для ряда (3.3) положить, что ц при­

нимает значения I или Т, то в случае q-2 число 99 запишется в виде 

/ ( - 9 9 - [ l l T T T l 2 . 
Система (1, 1 ) отличается от естественной двоичной системы тем, 

что среди исгюльзуемых символов отсутствует нуль. Это обстоятельство 
делае! невозможным представление в системе (I, 1 ) некоторых чисел в 
виде конечною множества. В то же время существуют числа, которые не 
имею г единс! венного изображения, например, число I может быть пред­
ставлено в виде 

'" 'Llii;^ = ^29^0-LJ'"2*-(2*-2^), (3.15) 

где А - 1, 2 , . . . . и. 
Соог}1ошение (3.15) выражает связь между естественной двоичной сис­

темой и системой (1,Т). Невозможность представить в виде конечного мно­
жества некоторые целые и дробные числа, например 20 = [ 1 [ 1 ТД [ I . . . j , 
приводит к использованию бесконечных дробей, что обусловливает пофеш-
ность мри представлении этих чисел в системе (I, 1 ). 

Лия получения конечного представления как четных, так и нечетных 
чисел в системе (1,1) польским ученым И. Баньковским была предложена 
следующая запись чисел: 



3 Иребставление числовой информации в информационных сис-телии 

A,^=Y,a-2'~2-', (3.16) 

где а, = {I, Т). 

Пример З . П . liopcBcciH число И^ =100101 в систему (J. Т ). 
Рс ш е и и с , Исиольлуя соотиотеиие (3.15), перевод свепи к замене комбигкчииГЕ 001 и 

05 комбинациями сооветсгвсино 111 и I I . 

Ответ /f, у = 11 Т Т I Т . 

Для перевода чисел в систему ( I , 1 ) по методу Бамьковского пеоб.хо-
димо учитывать следующее: в случае нечетного числа перевод осуществ­
ляют по правилу (3.15), а затем в разряд / = - 1 записывают единицу; при 
переводе четного числа его сначала превращают в нечетное ДЕобавле1и1ем 
единицы в младший разряд и только после этого переводят в систему ( 1 , 1 ) 
по правилу (3.15) как нечетное число. Затем к полученному результату в 
разряд /• = - 1 записывают 1. 

Пример 3.12. Перевести в систему ( I , 1 ) двоичное число / l ^ = 1 1000. 
I 'e m е и и е . И соогвстствии с правилом Баиьковского л о число превращаем в псчепюе 

число i 1001 После п о ю шмсняем в изображении числа комбииа!И1|о 001 па комГшпанпго 
I I I и приписываем в разряд после заияшй цифру I 

IMmcm /1, j = | | | Т Т , | . 

Избыточная система счисления с основанием q — система, i де для за­
писи чисел используется количество символов, большее, чем (/, например 
избыточная двоичная система с символами О, 1, Т или избыточная троич­
ная система с символами 2, 1,0, Т , 2 . 

Избыточная двоичная система связана с обычной двоичной сис1емии 
соотношением 

* _ 
m . . . U X ! 2 ' = 2 * * ' - - 2 ' = 1 0 0 ^ . (3.17) 

Формула (3.17) гюзволяет осуществлять переход от одной системы к 

другой, например /1 = 11110001^ =100010001, „ , , 

В избыточной двоичной системе одни и те же числа можно предста­

вить несколькими способами, например / I = 0,01 I 1001 Ц = 0,1()0Т001 1 = 

= 0,100Т010Т. Этот пример показывает, что при переходе к избыточной 
системе можно уменьшить количество единиц в изображении числа. 
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i 4 Системы счисления с отрицательным основанием 

Избыточность системы счисления, характеризуемая симметричностью 
символов, дает возможность в ряде случаев упростить выполнение арифме­
тических действий. Например, избыточную двоичную систему счисления 
используют в некоторых алгоритмах ускорения операции умножения (под­
робно она будет описана в § 5.7). 

3.4. Системы счисления с отрицательным основанием 

В работах К. Шеннона [19] было гюказано, что в системе счисления с 
основанием q<-\ и символами О,-1 , ..., - ( ^ - 1 ) можно представить лю­
бое действизельное число, для чего используется выражение (3.3). Если 
некоторое число представляется в системе с целочисленным отрицатель­
ным основанием, то такое представление будет единственным для всех чи­
сел, кроме чисел, равных Х\ 

X = (±\)q^ |(-q^^) + rq^*\ 

где q — основание системы (q <Q);r»k — любые целые числа. 
В самом деле, для системы счисления с основанием q = -2 десятичное 

число X = 1/3 может бьп ь представлено бесконечными дробями в виде 

fO, 010101...; 
М - 2 ) - 1, 101010. 

Двоичную систему счисления с основанием q = -2 , в которой исполь-
зуюгся символы О, 1, назовем минус-двоичной системой счисления. В этой 
системе можно представлять как положительные, так и отрицательные чис­
ла (1а6л. 3.3). 

Т а б л и ц а 3.3 

Десяшчмое 
число 

0 
1 

- 1 
+5 
-5 

+ 10 

Двоичный эквивалент 

для q = 2 

(ЮОООО 

000001 

000011 
000101 
001 111 
001010 

Десятичное 
число 

-10 
+ 15 

-15 
+21 
-21 

Двоичный эквивалент 
для q = 2 

0 I I 1 I 0 

010011 

010011 
0 I 0 I 0 I 
I 1 I I I I 

77 



J Пре/Л-тавление числовой информации в информационных системах 

Из таблицы видно, что методы перевода десятичных чисел в систем> 
счисления с основанием q = -2 аналогичны методам перевода, рассмот­
ренным ранее, но при переводе десятичных чисел необходимо учитывать 
следующее: при использовании метода последовательного деления на ос­
нование новой системы все остатки от деления на каждом шаге должны 
быть положительными числами, которые не превышают абсолютного чма-
чення нового основания q. Это правило распространяется и на случай пере­
вода правильных дробей методом последовательного умноже1и1Я на основе 
q, где появляющиеся целые части дробей также должны быть положигель-
иыми числами, значение которых ме[1ьше величины q. 

Пример 3.13. Перевести десятичное число ^ = 21 в минус-двоичную систем) стсгсмия 
меголом деления на основание системы (е/ = -2 ). 

Р е ш е н и е 
21 

-10 
5 

-2 
1 

1 
0 
1 
0 
1 

Ответ /( = 21 = 10101_,. 

В случае перевода правильной дроби (или дробной части сменшииой 
дроби) необходимо, чтобы дробь на каждом шаге удовлетворяла ipe6o-
ванию 

\q\l(\q\ + \)& A<\(\q\ + \) ,шн -2/3sA&i/3, (3.18) 

где А — дробь, переводимая в систему счисления с основанием q = -2 . 
Если ограничение (ЗЛ8) не выполняется, то дробь А представляют и 

виде А = \- А, где Д должно лежать в указанных пределах. 

Пример 3.14. Перевести десятичную дробь А = 0.625 в мииус-двоичмую сисгсму счис­
ления с точностью до трех знаков после занятой. 

Ре m е и не - Исходная дробь не удовлетворяет неравенству (3.18). Преобразуем се к ви­
ду 0.625 = 1 - 0,375. 

(I) ,<-W75 
-2_ 

0,750 неравенство (3.! 8} не удовлетворяется. 

-2 
0.500 неравенство (3.18) иеудовле|воряется. 
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(11 X-0.500 
-2 

1,000 неравенство (3.18) удовлетворяется. 
Ответ 0.625 = I. I 11 -

Система счисления с отрицательным основанием может найти приме-
FieHHe в специальных вычислительных устройствах, где отпадает необхо­
димость иметь знаковую часть в изображении числа. 

3.5. Формы прелставления числовой информации 

Число 0,028 можно записать так: 28 10"', или 0,03 (с округлением), 
или 2,8 10 " и I. д. Разнообразие форм в записи одного числа может по­
служить причиной затруднений для работы цифрового автомата. Во из­
бежание этого нужно либо создать специальные алгоритмы распознава­
ния числа, либо указывать каждый раз форму его записи. Второй путь 
проще. 

Существуют две формы записи чисел: естественная и нормальная. 
При естественной форме число записывается в естественном натуральном 
виде, например 12560 — целое число; 0,003572 — правильная дробь; 
4.89760 - неправильная дробь. При нормальной форме запись одного 
числа може! принимать разный вид в зависимости от ограничений, накла­
дываемых на ее форму. Например, число 12560 может быть записано так: 
12560 = 1,256'10^ =О,1256-|0' =125600-10"' и т. д. 

Автоматное (машинное) изобра^кение числа — представление числам 
в разрядной сетке цифрового автомата. Условно обозначим автоматное 
изображепне числа символом [Л]. Тогда справедливо соотношение: 
Л - I Л\К ^, где К I — коэффициент, величина которого зависит от формы 
предегавлершя числа в автомате. 

Прелставление чисел с фиксированной запятой (точкой). Естест­
венная форма представления числа в цифровом автомате характеризуется 
тем, что положение его разрядов в автоматном изображении остается все­
гда постоянным независимо от величины самого числа. Существует также 
дру1 ое название этой формы записи чисел — представление чисел с фикси­
рованной занятой (точкой). 

Чтойы упростить функционирование цифрового автомата, необходимо 
ограпнчнгь входную информацию какой-то одной областью чисел (на вход 
автомата желательно подавать либо целые числа, либо правильные дроби, 
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либо любые числа), что позволит определить значения масштабного коэф­
фициента К^. Например, если на вход цифрового автомата поступагог 
только правильные дроби, то 

- 1 < [ / ( ] ф < 1 , (3.19) 

где [Alp — машинное изображение числа для формы представления с фик­

сированной запятой. 

Тогда число А будет представлено в виде А = [А]^ К^ . 

Величина масштабного коэффициента К^, удовлетворяющего усло­
вию (3.19), определяет тот факт, что в машинном изображении запятая все­
гда стоит тюсле целой части дроби, т. е. перед ее старшим разрядом. Следо­
вательно, можно хранить только дробную часть числа (цифровую часть), а 
в разряде целой части писать дополнительную информацию. 

Так как числа бывают положи-

г-г—I—I—т—I—I—I—г-1—т—т—1 Исмер тельные и отрицательные, то фор-
| 0 | ' \i\3\'*\i\S\lVe\i\llw}'y^^j^ мат (разрядная сетка) автоматного 
Зна'навая чатГ^'Поле числа изображения разбивается Fia чпако-
I ' l l \o\i | | |Д | | |< I ' l ' Ы д | в у о часть и поле числа (рис. 3.2, а). 

" В знаковую часть записывается ин-
| о | о | д | д Ы | Ы о | д Ы П П У Г ' 1 формация о знаке. Примем, ч ю знак 

" ' ~ положительного числа «+)> изобра-
Рнс. 3.2. Представление чисел в форме с жается СИМВОЛОМ О, а знак отрица-

фиксироваиной запятой Тельного числа «-» изображается 
символом 1. 

Если на вход цифрового автомата поступают целые числа, нагфимер, 
как в ЕС Э В М , то в разрядной сетке (в формате машинного изображения) 
один разряд отводится под знак числа, а последующие разряды образую! 

поле числа. Диапазон представимых чисел в этом случае от ~{2" - I ) удо 

-t- (2 " - ( ) , где п — количество разрядов без знаковой части. 

Задачу выбора масштабного коэффициента К^ усложняет необходи­
мость сохранять соответствие разрядов всех чисел, которыми оперирует 
цифровой автомат. Пусть имеется цифровой автомат с разрядной сегкой 
длиной 12 двоичных разрядов (рис. 3.2, а). Надо определить масштабный 
коэффициент для чисел Л, =-1011,01111 lOj и А^ =0,110001101,. 

Для того чтобы выполнить ус;ючие (3.19), необходимо число, большее 

по абсолютному значению, записать в виде / l , = -0,10110111110 • 2 . Отсю-
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да [/(^ф ^ 1,10110111110 , что соответствует величине масштабного коэф-

фи1Еиента К ^ - 2^ . Число Л^ должно войти в разрядную сетку автомата с 

сохранением соответствия разрядов, т. е. К^ =/Г^ . Следовательно, 

Aj =+0,0000110001101-2^ или [/(2]ф =0,00001100011 (рис. 3.2, б, в). 
Из примера видно, что представление чисел в форме с фиксированной 

запятой можег привести к погрешности представления. Так, для числа Aj 
абсо]гютая погрешносгь представления оценивается величиной части чис­
ла, не уместившейся в разрядную сетку, т. е. величиной 

0,0000000000001 • 2 ' . В некоторых случаях очень малые числа представля-
Ю1СЯ в маните изображением, называемым машинным нулем. Следова­
тельно, ошибка представления зависи^г от правильности выбора масштаб­
ных коэффнцненюв. Вычисление последних должно проводиться таким 
образом, чюбы исключить возможность появления в процессе функциони­
рования автомата чисел, машинные изображения которых не удовлетворя­
ют ус;ювию (3.19). Если в результате операции появится число, по абсо­
лютному значению большее единицы, то возникает переполнение 
разря/Епон сетки автомата, что нарушает нормальное функционирование 
цифрово! о авюмата. 

Иредсчаплеиие чисел в форме с плавающей запятой. В нормшгьной 
форме 

Л - " ' Ж % (3.20) 
rvte //;, машисса 4iicjra/(; р^ —порядок числа/(. 

Как видно ич ранее изложенного, такое представление чисел не од-
рилпачпо; для определенности обычно вводят некоторые ограничения. 
Наиболее расиростраиепо и удобно для представления в ЭВМ ограниче­
ние вида 

9 " ' < Ы < 1 , (3.21) 
где (/ - с)Снование системы счисления. 

Нормализованная форма представления чисел — форма представления 
чисел, для которой справедливо условие (3.2 [). 

Поскольку в Э10М случае абсолютное значение мантиссы лежит в пре­
делах о i q ^ до 1-с/ '\'"Де « —количество разрядов для изображения ман­
тиссы без знака, положение разрядов числа в его автоматном изображении 
пе ггостояшю. Поэтому такую форму представления чисел называют также 
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формой представления с плавающей запятой, формат машинного изобра­
жения числа с плавающей запятой должен содержать знаковые части и поля 
для мантиссы и порядка (рис. 3.3, а). Выделяются специальные разряды для 
изображения знака числа (мантиссы) и знака порядка или характеристики 
(рис. 3.3, а, б). Кодирование знаков остается таким же, как было с фиксиро­
ванной запятой. 

а 1^ я ' л "-я—-——щ~^ 
- Т "оле мантиссы Т I'o/fe порявка 
онам мантиссы JHQK порядка 

Мантисса PoppSoif 

I М I I I I I I I I I I I I I 
( Характеристика Мантисса 

Знак Числа 

{"^ CftJ 

^|о|/1но|ото1М/|.то|Ио1.т 

Рис. 3.3. Представление чисел в форме с плавающей ^«тяюй 

F'accMOTpHM пример записи чисел в форме с плавающей запятой. Пусть 
в разрядную сетку цифровою автомата (рис. 3.3) необходимо занисагь дво­
ичные числа Д =-10110,11112 и ^2 =+0,000110010111J. Прежде всею эти 
числа необходимо записать в нормальной форме (рис, 3.3, в, г) . Порядок 
чисел выбирают таким образом, чтобы для них выполия;юсь условие (3.21), 
т .е . Д =-0,101101111-2 ' и Д =+0,1100101 I I - 2 ' ' , он должен быть запи­
сан в двоичной системе счисления. Так как система счисления для заданно­
го автомата остается гюстоянной, то нет необходимости указывать ее осно­
вание, достаточно лишь представить показатель степени. 

Поскольку для изображения порядка выделено пять цифровых разря­
дов и один разряд для знака, их машинные изображения и машинные изо­
бражения их мантисс соответственно 

[ p ^ J = 000101 ; [ / !^J = 100011; 

[m^J = 1,101101111; [ m ^ J = 0,110010111. 
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3.6. Првдсгиавяение отрицательных чисел 

3.6. Представление отрицательных чисел 

Один из способов выполнения операции вычитания с помощью сумма­
тора — замена знака вычитаемого на противоположный н прибавление его 
к уменьшаемому: 

А-В = А + (-В). (3.22) 

Этим операцию арифметического вычитания заменяют операцией ал­
гебраического CJюжeния, которая и становится основной операцией сумма­
тора. Возникает вопрос: как представлять отрицательные числа в цифровом 
автомате? 

Дня машинного представления отрицательных чисел используют пря­
мой, догюлнительный и обратный коды. Рассмотрим применение этих ко­
дов для чисел, представленных в форме с фиксированной запятой. Для про­
стоты изложения в дальнейшем будут рассматриваться числа, которые по 
модулю меньше единицы. Это существенно упрощает вычисление мас­
штабных коэффициентов. 

Прямой код числи /1 =-О, 0,02 ...а„ — машинное изображение этого 
числа в виде [А\^^ = 1, o,Oj ...о„ . Из определения следует, что в прямом ко­
де все цифровые разряды отрицательного числа остаются неизменными, а в 
знаковой час1И загшсывается единица. Например, если Л = -0,101 ПО, то 
i-̂ liip = 1.101110. Положительное число в прямом коде не меняет своего 
изображения. Например, если /i = 0,110101, то [^]„р =0,110101. 

В прямом коде в разрядную сетку цифрового автомата можно запи­
сать следующее максимальное по абсолютному значению число 
4||,„,„ =0.1 1...1 = 1-2"" , где и — количество разрядов разрядной сетки 
цифровою автомага. 

Диапазон изменения машинных изображений для прямого кода лежит 
в пределах - (1 - 2 ") < [^J„i, < ( 1 - 2 " ' ) . 

Ранее прямой код был использован для записи чисел в разрядной сетке 
цифрового автомага. 

Правила преобразования чисел в прямой код можно сформулиро-
вагь так: 

{ А, если Л > О, 

и к е с л и Л . О . ^'-''^ 
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J Представление числовой ииформщии в информационных системах 

Дополнительный код числа Л =-0,а^а^...а„ — такое машинное изо­

бражение этого числа [А]^ = I, а^а-^ •••Э„, для которого а, = О при и, = 1, и 

а, = I при й, " О, за исключением последнего значащего разряда, для кото­

рого Oj =1 при « 4 = 1 . Например, число Л = -0,101110 запишется в до­

полнительном коде так; [А]^ = 1,010010 . 

Дополнительный код является математическим дополнением основа­
нию системы счисления: 

ИКМ,=<?, (3.24) 
где 1̂ 1 — абсолютное значение числам. 

Так как положительные числа не меняют своего ичображения в допол­
нительном коде, то правила преобразования в дополнительный код можно 
чанисать следующим образом: 

[ А, если -̂  > О, 
| ( /- |Л| , если /1 < 0. 

Максимальное дополнительное число, представляемое при з гом, 

равно (1 - 2 " ) . 

Наибольшее отрицательное число, которое можно записать в /{огголии-

тельном коде, оггределим следующим образом. Предположим, чго наи­

большее отрицательное число / 1 ' = - 0 , 1 1 . . . 1 1 . Тогда изображение этого 

числа в дополнительном коде [ / ! ' ] , = 1,00...01. Если к чис;гу / 1 ' добавить 

единицу в самый младший разряд, то в результате подгучим чис;го 

-1 ,00 . . .О . Преобразовав это число по формальным правилам, получим 

[А], = | , 0 0 . . . 0 . 

Следовательно, диапазон изменения машинных изображений чисел для 

формы представления с запятой, фиксированной перед старшим разрядом, 

в дополнительном коде - I < |,4| < (1 - 2 ' " ) . 

Машинные изображения чисел — всегда целые числа. При этом наи­
большее положительное число состоит из целой части, все разряды которой 
равны единице, и знакового разряда, равного нулю (наггрнмер, в случае 16 
двоичных разрядов (два байта) максимальное положительное число имеег 
вид 01 11 11111111 I I 1 1 , т. е. равно 2 " - I ); наибольшее отрицательное чис­
ло состоит из целой части, все разряды которой равны Hyjno, и знакового 
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3 б Представление отрицательных чисел 

разряда, равного единице, т. е. имеет вид 1000000000000000. В этом случае 
говорят о форме представления чисел с фиксированной точкой. Таким об­
разом, соотношение (3.24) для представления целых чисел в дополнитель­
ном коде принимает вид 

И + ML =?'*' , (3.26) 
где к ••-- количество разрядов в целой части машинного изображения 
числа ( ^ - О, ̂  ). 

Формула (3.24) — частный случай формулы (3.26) при к = д . 
Обратный код числа Л = -О, ЙГ,ЙГ-, ...ЙГ„ — такое машинное изображение 

эгою числа [̂ Яо5 "̂  ' ' ^1^2 •••"^1' ^^ которого й, - О , если ЙГ, = I, и а,~\, 
если ( 7 , - 0 . Из определения следует, что обратный код двоичного числа 
является инверсным ^гзображением самого числа, в котором все разряды 
исходпого числа 1грииима!0т инверсное (обратное) значение, т .е . все нули 
заменяются ira едиЕШцы, а все единицы — на нули. Например, если 
Л^-0,И)11И). то |Л]„й -1,010001. Для обратного кода чисел, представ-
JICFUHJIX В форме запягой, фиксированной перед старшим разрядом, спра­
ведливо соогношепие 

\АМА\ ^^q-q-\ (3.27) 

VRQ \А\ -- абсолкпная ве]П1чина А; п — количество разрядов после запятой 
в изображсЕШп числа. 

11равила преобразования чисел в обратный код можно сформулировать 
слсл>10|Г1пм образом; 

f А, если -̂  > О, 
M L = „ ^ ^ „ (3.28) 

\q-q + А, если л < 0. 
Сравшш (3.24) и (3.27), видим, что 

К =[-^]об+</"'• (3.29) 

Соотношение (3.29) используют для получения дополнительного кода 
отрица1ельных чисел следующим образом: сначала инвертируется цифро­
вая час1Ь исхо/тиою числа, в результате получается его обратный код; затем 
добавляется е/типица в младший разряд цифровой части числа и тем самым 
получаегся лorюJи^иteльиыЙ код этого изображения. 

Пример 3.15. 1!;1Й!И пбрагмый и дополнительный коды числа А = -0,11 lOOOj -



i Представление числовой информации в информационных системах 

Р е ш е н и е . Используя определение обратного кода, получим {А\^ = 1.000111 . 
Для нахождения дополнительного кода числа добавим единицу в младший разряд ею 

изображения: 
1.000111 

М] , =1.001000 

Ответ: \,Ц^ = 1.000111 ; [..(], =1,001000 . 

В обратном коде можно изображать максимальное положительное 

число [/1]„5,„,, =0,11...I = I - 2 " и наибольшее отрицательное число 

[-̂ lo6min = ^0,11...1 ="(1 - 2 " " ) , записываемое в виде 1,00...0. 
При проектировании цифровых автоматов необходимо учитыва|ь не­

однозначное изображение нуля в обратном коде; +0 изображаегся 0,00...О, 
-О изображается 1,11 . . . I . 

Использование различных способов изображения 01рица1ельных чисел 
в цифровом автомате обусловливает целый ряд особенностей выполнения 
операции алгебраического сложения двоичных чисел. 

3.7. Погрешности представления числовой информации 

Представление числовой информации в цифровом автомате, как пра­
вило, влечег за собой появление погрешностей (ошибок), величина кото­
рых зависит от формы представления чисел и от длины разрядной сетки 
автомата. 

Абсолютная погрешность представления — разность между нстнн-
ным значением входной величины А а ее значением, полученным из ма­
шинного изображения /1„ , т. е. А[А] = А- А^. 

Относительная погрешность представления — величина 

5[А] = &[АУА„. (3.30) 

Входные величины независимо от количества значащих цифр могут 
содержать грубые ошибки, возникающие из-за опечаток, ошибочных отсче­
тов показаний каких-либо приборов, некорректной постановки задачи или 
отсутствия более полной и точной информации. Например, часто прини­
мают л = 3,14 . Однако эта величина может быть получена с более высокой 
точностью. Если принять, что точное значение 7t = 3,14139265, lo абсо­
лютная погрешность равна Д[л] = 0,00159265 . 
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3 7 Погрешности представления числовой информации 

Часто некоторая величина в одной системе счисления имеет конечное 
значение, а в другой системе счисления становится бесконечной величиной, 
например, дробь 1/10 имеет конечное десятичное представление, но, буду­
чи переведена в двоичную систему счисления, становится бесконечной 
дробью 0,00011000110011... 

Следовательно, при переводе чисел из одной системы счисления в дру­
гую неизбежно возникают погрешности, оценить которые нетрудно, если 
известны HCTHHHbie значения входных чисел. 

В соогвегствии с (3.19) числа изображаются в машине в виде Л^ = [А]К^^, 
I де масштабный коэффициент К^ выбирают так, чтобы абсолютное значение 
машинного изображения числа А в системе счисления с основанием q = 2 бы­
ло всегда меньше 1: Л,̂  =К^{a^^q^^ + a_2q'^ + ... + a_„q~" + . . . ] . 

Так как длина разрядной сетки автомата равна п двоичных разрядов 
после занятой, абсолютная погрешность перевода десятичной информации 
в систему с основанием q будет 

Л1̂ 1 = о , „ „7 " " "+ . . . + а_„„„?^""1+...= X",? ' - (3-31) 

I x j m (/ ^ 2 . 1о при ([, - 1 максимальное значение этой погрешности 

Ai-4U = X l -2 '=2 - "X2 '=2- " . (3.32) 
: . - (»И | 1.-I 

Из (3.32) следует, что максимальная погрешность перевода десятичной 
информации в двоичную не будет превышать единицы младшего разряда 
разряд|юй сежи автомата. Минимальная погрешность перевода равна нулю. 

Усредненная абсолютная погрешность перевода чисел в двоичную сис­
тему счис;гения Д[/<] = (0 + 2 ' ' ) / 2 = 0,5-2 " . 

1̂̂ |я ttpe/iciaBjtenns 4Hcejt в форме с фиксированной запятой абсолют­
ное значение машинного изображения числа 

2-"<|[ .4]ф|<1-2-». (3.33) 

Следовазель1Ю, относительные погрешности представления для мини­

мального значения числа 5[/1]ф|̂ ,„ ='^[-4]Д-4]фтах =0,5-2""/(1 - 2 ~ " ) . 

Для ЭВМ, как правило, п = 16...64, поэтому 1 » 2 ' " , откуда 

5[.4],| , =0,5-2 ". 
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3- Представление числовой информации в информационных системах 

Аналогично, для максимального значения: 

8[-4]ф,„„ =Д[-4]ф,„„/М]ф,„,„ =0,5-2-"/2^" . (3.34) 

Из (3.34) видно, что погрешности представления малых чисел в форме 
с фиксированной запятой могут быть очень значительными. 

Для представления чисел в форме с плавающей запятой абсолютное 
значение мантиссы 

2 " ' < | т ^ ] „ | < | ~ 2 ". (3.35) 

Погрешность (3.32) — погрешность мантиссы. Для нахождения по­
грешности представления числа в форме с плавающей запятой величину 
этой погрешности надо умножить на величину порядка числа р^ : 

5[-4L,n„ = 0 . 5 - 2 - " р ^ / 2 - 1 р ^ = 2 - " ; 

SM]„,„i, = 0 , 5 . 2 - > , / ( 1 ~ 2 - " ) р „ 

где м — количество разрядов для представления мантиссы числа. 
Из (3.36) следует, что относительная точность представления чисел в 

форме с плавающей запятой почти не зависит от величины числа. 

Задание для самоконтроля 

1. Перевести десятичное число А = 121 в двоичную систему счисления, 
2. Перевесги двоичное число А = 10001010! 11,01 в десятичную систему счисления. 

3. Перевести десятичное число А = 135,656 в двоичную систему счисления с точностью 
до пяти знаков после запятой, 

4. Сколько потребуется двоичных разрядов для изо^ажения деся гичког о числа 

5. Перевести двоичное число Л̂  =101! 1011 в десятичную систему счислогия меюдом 
деления на основание, 

6. Перевести восьмеричное число А^ =345,76'i в двоичную систему счисле!н)Я-

7. Записать десятичное число Л = 79,346 в двоично-десятичной форме. 
8. Перевести десятичную дробь Л = 63%, в двоичную систему счисления, 
9. Перевести восьмеричную дробь Ag = бЗ)^^ в двоичную систему счисления. 

10. Перевести восьмеричное число Ag = 326 в троичную систему счисления. 

11. Перевести восьмеричное число А^ =15,647 в двоичную систему счисления. 

12. Г!еревести троичное число Л, =1211 в пятеричную систему счисления. 
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Задание для самоконтроля 

13. Для какой системы счисления с основанием qi=x справедливо равенство 
121 = 44 !^? 

14. Записать машинное изображение в форме с плавающей запятой для десятичного чис­
ла А =•- -3,375 , если для мантиссы имеется шесть двоичных разрядов со знаком и для поряд­
ков — 1ри двоичных разряда (со знаком). 

15. Определить масштабные коэффициенты для чисел А^ = -10110,111010001 и 

fi, ^ 0 , 0 0 ! П000И0001 при условии, что машинное изображение числа содержит десять 
двоичных разрядов со знаком. 

16. Перевести двоичное число Л ; =0 ,0П000100 н систему (1 , Т )_ 

17. Перевести число / l , j = 111 П,! из сисгемы ( I , Т ) в двоичную систему счисления. 
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0 
0 
1 
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1Н0жепие 
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X 

X 

X 
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= 0 
= 0 
= 0 
= 1 

4. АЛГОРИТМЫ ВЫПОЛНЕНИЯ ОПЕРАЦИЙ СЛОЖЕНИЯ 
И ВЫЧИТАНИЯ ЧИСЕЛ НА ДВОИЧНЫХ СУММАТОРАХ 

4.1. Формальные правила двоичной арифмегикп 

Популярность двоичной системы счисления во многом определяется 
простотой выполнения арифметических действий: 

сложение вычитание 
0 + 0 = О 0 - 0 = О 
0 + 1 = i I - О = I 
1 + О = 1 I - I = О 
I + I = ( 1 ) 0 О - I = (1 ) I 

перенос заем 
в старший разряд в старшем разряде 

В основу арифметико-логического устройства любой ЭВМ можег быть 
положен либо сумматор, либо вычитатель. И в том и в друюм cjry4ae MOI y i 
быть разработаны алгоритмы выполнения арифметических операций. В 
выполнении арифметических действий всегда участвуют два числа или бо­
лее. В результате арифметической операции появляется новое чис;го 

C = AVB, (4.1) 

где V — знак арифметического действия (сложение, вычитание, умноже­
ние, деление). 

Операнд — число, участвующее в арифметической операции, вьнюл-
няемой цифровым автоматом. 

Так как цифровой автомат оперирует только автоматными изображе­
ниями чисел, то последние выступают в качестве операндов. Следователь­
но, для машинных операций более правильно выражение (4.1) написать в 
виде 

[С] = [АЩВ], (4.2) 

где в квадратных скобках [ ] — обозначения автоматных изображений опе­
рандов. 

90 



'. /. формальные правила двоичной арифметики 

Рассмотрим формальные правила выполнения арифметических опера­
ций сложения и вычитания на уровне разрядов операндов. 

На ocFioBe правил двоичной арифметики можно записать правила сло­
жения двоичных цифр так, как показано втаблице 4 .1 , где й , , i , — разряды 
операндов А и В соответственно; с, — разряд суммы; п, — перенос из дан­
ного разряда в соседний старший. 

Двоичный полусумматор — устройство, выполняющее арифметические 
действия по правилам, указанным в таблице 4 .1 . 

«, 
0 
0 
1 
1 

ь, 
0 
1 

() 
1 

а б л и ца 4.1 

с, 

0 
I 
1 
0 

t i , 

0 
0 
0 
1 

а. 
0 
0 
1 
I 
0 
0 
1 
1 

*, 
0 
I 
0 
I 
0 
I 
0 
I 

1 

II,_i 

0 
0 
0 
0 
1 
1 
1 
I 

аб л и ца 4.2 

с, 

0 
1 
I 
0 
1 
0 
0 
1 

п, 

0 
0 
0 
1 
0 
I 
I 
1 

ИояЕикчгие СДИПИЕ1Ы переноса при сложении двух разрядов несколько 
H3Mciiflet правила сложения двоичных цифр (табл. 4.2). 

Обобщая вьпиеизложепное, можно сформу;гировать правила поразряд­
ных действий при сложении 01терандов А и В: 

а, + Ь, + п,_| = с, + п , , (4.3) 

где п̂  , — [теренос нз ( i - 1 )-го разряда; п, — перенос в ( ( + 1)-й разряд 
(переносы принимают значения О или I ) . 

Двоичный сумматор — устройство, выполняющее арифметические 
действия гю правилам, указанным в таблице 4.2. Условные обозначения 
двоичных [юяусумматоров и сумма­
торов показаны на рис. 4 .1 , а и б со­
ответственно. 

На основе гтравил двоичной 
арифметики можно записать правила 
вычитания двоичных цифр так, как 
гтоказаио на таблице 4.3, где z,^, — 
заем в сгаршем разряде. 

Ix. 
i i . 

и$ S 

р 
f StL 

SM s 

p 

Рис. 4 .1 . Условное обозначение 
полусумматора и двоичного сумматора 
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а, 

0 
1 
1 

0 

*, 
0 
0 
1 
1 

Т а б л и ц а 4 3 

с, 

0 
1 
0 

i l 

z,^, 

0 
0 
0 

- 1 

Т а б л и ц а 4.4 

(7, 

0 
1 
1 
0 

0 
1 

0 

ь, 
0 
0 
1 
1 

0 
0 

1 

Z, 

0 
0 
0 
0 

- 1 
- 1 

- 1 

с, 

0 
1 
0 
1 

1 

0 

0 

Z, , , 

0 
0 
0 

-1 

- 1 

() 
- 1 

Заем равносилен вычитанию единицы из старшего разряда. С учетом 
единицы заема из старшего соседнего разряда правила вычитания двоич­
ных цифр можно записать так, как показано в таблице 4.4 (чтобы отличить 
заем ог переноса, перед единицей iiocTaBjteH знак минус). 

Если А — уменьшаемое (1-й операнд), В — вычитаемое (2-й операнд), 
то для поразряд1Гых действий 

а, -Ь, +2, =с, +2,^1 . (4.4) 
Двоичный вычитатель — устройство, выполняющее арифметическое 

действие по правилам, указанным в таблице 4.4. 
С точки зрения технической реализации всегда irponie сложить дна 

электрических сигнала, чем вычесть их друг из друга. 
В машине «Иллиак» был использован вычитатель кодов и метод избы-

ТОЧ1ЮГО кодирования чисел. При этом любой разряд числа 11редстав;гяегся 
двумя битами, один из которых является знаковым .(,, а другой — знача­
щим а,. 

Таблица кодирования выпгядит следуюндим образом (таб;г. 4.5). 

Т а б л и ц а 4 5 

Значение 
разряда 

+0 
+ 1 
- 0 
- 1 

Кодирование 

5, 

0 
0 
1 
1 

а, 

0 
1 
0 
\ 

Вместо сложения используется операция вычитания (условное обозна­
чение вычитателя показано на рис. 4.2). 
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На рис. 4.2 условно обозначены; s,, а, — знаковый , . i 
- и ''ЫЧ 

и значащий разряды уменьшаемого соответственно; о, — t • Т 
N£G 

двоичный разряд вычитаемого; п,, п,,, — нераспростра- ~ j — нягощийся перенос; NEO — управление дополнением с^; J!L-
G — управление цепями переноса; г,, с, — знаковый и 

SB 

|Zi 
значащий разряды результата (разности). 

При этом Рис. 4.2. Ус-
г, = п Ф yVfiG, с- = п ф а ф 6„ 1 '""»""= "*""""-

' ! ^ ' ^ ' ' ,^"i^<^ { ( 4 5 ) чение вычита-
п,_| = (sa, V a,h, }G, п, = (^..^.а.^ v а„|*,^, )G.J ' теля 

Символ Ф принят для обозначения поразрядного сложения по моду­
лю 2 (см. § 2.3). 

Результач всегда получается в избыточной форме, т. е. С' =^ А' - В , где 
С\ А' - избы точное представление. 

Тогда операцию сложения можно осуществить путем инверсирования 
числа А' и снятия результата при NEG = I , т. е. 

С" =-(-А' -В). 

В rloлaвJrяlou^eм большинстве ЭВМ основное устройство — двоич-
1п,ги HjHi десятичный сумматор, в зависимости от принятой системы 
счислений. 

4.2. Сложение чисел, представленных в форме 
с фиксированной запятой, на двоичных сумматорах 

Рассмотрим HecKOJtbKO видов двоичных сумматоров. 
Лвоичиый сумматор прямого кода (ДСПК) — сумматор, в котором от­

сутствует цети, тюразрядпого переноса между старшим цифровым и знако-
вьтм разрядами (рис. 4.3, а). На ДСПК можно складывать только числа, 
имеющие одинаковые знаки, т. е. такой сумматор не может выполнять опе-
рацито алгебраического с;южения. В самом деле, пусть заданы операнды 

['iU=Sg^a^a^...a„, [В]„^= Sgsb,bj...b„, 

тде %,, , Л)?„ соответственно содержимое знаковых разрядов изобра­
жений для А и В (символ происходит от английского слова sign — знак); 
U,, Л, — ттифровьте разряды изображений. 
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Если Sg^ =Sgfi, то сумма чисел будет иметь знак любого из слагае­
мых, а цифровая часть результата получится после сложения цифровых 
частей операндов. 

Пример 4.1. Сложить числа А-
Р е ш е н и е . 

0,1011, S = 0,0!00 на сумма-горе ггрямоЕо кола 

M lnp -0 ,1011 

[ Д | „ , = 0.0100 

[С) „ , =0.1111 * , . = 0 . 

1 = 0 . 

, = 0 . 

Отеет- [Г|„, =0.1111. 

Пример 4.2. Сложить числа А - -0,0101, В = -0,100! насуммаюре ггрямою коуш 
Р е ш е н и е . 

[Л1„р= 1,0101; Sg^=\ .0101 
|Я)„р =1.1<'01,- Sg„=\ .1001 

— HS iJ 
/7. rti,. 

*7 
iJ 

Ответ. (Г),,, = 1.1110 

При сложении чисел на ДСПК возможен случай, когда абсолготпое 
значение суммы операндов превышает единицу. Тогда имеет месю пере­

полнение разрядной ceiKH автомата. 
Признак переполнения — наличие 
единицы переноса из старшего разря­
да цифровой части сумматора. В этом 
случае должен вырабатываться cni-
нал переполнения <р = 1, по коюрому 
происходит автоматический ocianoB 
машины и корректировка масштаб­
ных коэффициентов с таким расче­
том, чтобы избежать появления пере­
полнения. 

Двоичный сумматор дополни­
тельного кода (ДСДК) — сумматор, 
оперирующий изображениями чисел в 
дополнительном коде. Харакгерная 
особенность ДСДК — наличие цени 
поразрядного переноса из оаршего 

разряда цифровой части в знаковый разряд (рис. 4.3, б). Определим правила 
сложения чисел на ДСДК. 

<к. -'^рм' 

ISs. 

\К 

14 

а 
Рис. 4.3. Структурные схемы двоичных 

сумматоров иа и разрядов 
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4 2 Сло.жеиие чисел на двоичных сумматорах 

Теорема. Сумма дополнительных кодов чисел есть дополни­
тельный код результата. 

Доказательство. Предположим, что числа представлены в фор­
ме с фиксированной запятой, стоящей перед старшим разрядом. Рас­
смотрим возможные случаи. 

I) / 1 > 0 , В > 0 , А + В<\. 

Так как [А1=А, [В], = В , т о [А],+[В]^ = А +В = [А +В\ ^ 
резулыат положительный. 

2) А<0, B>Q,\A\>B. 

Здесь [A]^ = A + q, [В], = В . Тогда [А], + [В\ = .4 + В + </ — ре­
зультат отрицательный. 

3) . 4<0 , В > 0 , | .4 |<В. 

Здесь [A]^ = A + q, [B],=B + q. Тогда 1А],+[В], = А +B + q . 
Так как значение этой суммы больше q, появляется единица переноса 
из знакового разряда, что равносильно изъятию из суммы q единиц, 
т. е. резулыат равен [А]^ + [В]„ = А + В . 

4) /1<0 , В < 0 , |/1 + В | < 1 . 
Здесь \A\,^ = A + q, {B]^=B + q. Тогда [/1], + [В]. =/1 + В + 

4 (/*-(/--[/1 + В]^ — результат отрицательный (здесь появляется 
е;1ипи[!а переноса из з^гакового разряда). 

Таким образом, теорема справедлива для всех случаев, в которых не 
возникает переполнение разрядной сетки, что позволяет складывать авто­
матные изображения чисел ио правилам двоичной арифметики (см. 
табл. 4.2), не раздедгяя знаковую и цифровую части изображений. 

П|И1мер 4.3. Найти сумму чисел Л = 0,1010, Я = 0,0100, Hcriojrfc3yfl сумматор домалии-
ieju,Hoio кола 

Г е m с и и с С'клалываются машинные изображения этих чисел: 

[Л), =0,1010 
[Я), =*0,0100 
| С 1 , =0,1110 

Пример 4.4. ИаГии сумму чисел /1 = Ч).1011, 5 = 0.0100 на сумматоре дополнительно-
) кола 
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[Л], =1,0101 
[Я],-0,0100 
[CJ, = ЫОоГ 

11|)имер 4.5. Ианти сумму чисел Л = 0.1011, В =-0,0100 на сумматоре лополиигелыю-
го кода. 

Р е ш е н и е . 
[Л), =0,1011 
\B],ii,um 
[П. =O0lll 

Двоичный сумматор обратного кода (ДСОК) — сумматор, oiiepHpyio-
щий изображениями чисел в обратном коде. Характерная особенность 
ДСОК — наличие цепи кругового, или циклического, переноса нз знаково­
го разряда в младший разряд цифровой части (рис. 4.3, в). 

Определим правила сложения чисел иа ДСОК. 
Теорема. Сумма обратных кодов чисел есть обратный код ре­

зультата. 
Доказательство. Рассмочрим следующие основные cjiytajr: 

\) А>0, В>0, А +В <\.Топа [А]^+{В1^= А+ В = [А+ 41^,. 

2) А<0, В>й. | Л | > В . З д е с ь [ , 4 у = , - , - " + ,4,[B]„5 = B, 

Тогда [А]^ + [В]„|5 =q^q-" +А + В = [А + В]^, так как результат 
отрицательный. 

3) А<0, В > 0 , | /1|<В.Здесь [,4J„5 =<?-</" + А. 

Тогда [/(]„„ + [В]^ -q- q" + А+ В . Так как [,4]„г, + [Й1„г, поло­
жительна, правая часть этого выражения становится больше q, чю 
вызывает появление единицы переноса из знакового разряда. По­
скольку в ДСОК существует цепь переноса из знакового разряда в 
младший разряд (величина переноса из знакового разряда равна 

q-q~"), то [А]^ +1Щ„6 = [-4 + ^*]„б, результат положи1ельг1ын. 

4) А<0, В<0, \А + В\<\.Здесь [А]^ =q'q"' + А, 
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4,2 Спогисеиие чисел на двоичных сумматорах 

Следовательно, [Л]^ + [В]^ =q~q'" +q~q " + А + В. Здесь 
появляется единица переноса из знакового разряда, что равносиль­
но изъятию из суммы величины q-q"", т. е. [А]^ +[^]об ~ 

Ъ)\Л\ = В, А<0, В > 0 . Тогда [А]^^ = q - q~" •¥ А. 

Следовательно, {А\^ + {В]^^ =q-д'" + А + В = q-q~" — резуль­
тат указывает иа то, что сумма равна нулю (получим одно из изобра­
жений нуля в обратном коде). 

Таким образом доказано, что на ДСОК машинные изображения чисел 
также складываются по правилам, приведенным в таблице 4.2. 

11;}нме;| 4.6. Найт сумму чисел А-0,0101 и Я = 0,0111, используя сумматор 
обрат ною кола. 

Р е ш е н и е , 

[AU =^0,0101 

[CJ^ =0,1100 

Отает Г ^ (1.1 1(10 

Пример 4.7. liaihn сумму чисел /i = -0,0101 и S = 0,0111. используя ДСОК. 
Р с III е II и е . 

[AU =1,1010 
[ДУ-0 ,0111 

.^0,0001 

[Си = 0,0010 

Ответ С =0,0010. 

М|и|ме|> 4.8. Май i и сумму чисел /( = 0,0101 и S = -0,0111, используя ДСОК. 
Р е и( с и и с -

[AU =^0,0101 
[ду J|,iooo 

[CJ^ =1,110! 

Отает С ^-0,0010. 

Пример 4.!). ПаИги сумму чисел А = -0,0101 и Я = -0,1000 , используя ДСОК. 
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\AU 
\ви 

[си 

= 1,1010 
= 1,0111 
+ 1,000| 

= 1,0010 

Ответ С = -0,1101. 

В дальнейшем для упрощения записи передача циклическои) irepenoca 
будет осуществляться сразу при получении результата и отдельно фиксиро­
ваться не будет. 

4.3. Переполнение разрядной сетки 

При сложении чисел одинакового знака, представленных в форме с 
фиксированной запятой, может возникнуть переполнение разрядной 
сетки. 

I. Признак переполнения разрядной сетки сумматора прямого кода — 
появление единицы переноса из старшего разряда цифровой части числа. 

Ы .4 = -0,1100 и Д =-0,1010 

[.-1), = 1.1100 

[Д|„р = 1,1010 
ia„p*i.oiio 

1 ,^~ единица переноса 

I I . Признак переполнения разрядной сетки сумматора дополнитель­
ного кода при сложении положительных чисел — отрицательный знак 
результата, а при сложении отрицательных чисел — п о л о ж т е л ь н ы й 
знак результата. 

Зо. ..< = 0.1011 и Я = 0,1010 4<1. /t = -0.10ll и й = -0.1001 

| / t ] , =0,1011 [.^1. =1,0101 
[Я), =VlOIO [Я), =1,0111 
[С1, * l.oiol [ П , * 0,1100 

I I I . Признак переполнения разрядной сетки сумматора обратно! о 
кода — знак результата, противоположный знакам операндов. 
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\а 

1 

А = = 0,1010 и 

[Я)„„ 
VX, 

единица 

1 Я =0,110 

= 0,1010 

i 0,1101 

* 0.0111 

переноса 



4.3 Переполнение разрядной сетки 

5<1. /f = 0,0111 и Я = 0,1101. 6а. Л=-0,0110 и fi = -0,110l . 

[Л)^ =0,0111 М].е= 1,1001 
[ДЦ =0.1101 [В|„б =1.0010 
[ C J ^ * 1,0100 [ С у * 0,1011 

Для обнаружения переполнения разрядной сетки в составе цифрового 
автомата должны быть предусмотрены аппаратные средства, автоматически 
вырабатывающие признак переполнения — сигнал <р. 

Чтобы обнаружить переполнение разрядной сетки ДСОК и ДСДК, вво­
дится вспомогательный разряд в знаковую Разр„) „,/,е„,„„,,^„ 
часть изс^ражеиия числа (рис. 4.4, а), который | 
называют разрядом переполнения. На _____ 
рис. 4.4, б, в соответственно представлены р я ^ f | г | J | • . • [rt-zjn-'ln 
изображения положительного и отрицательно- " ЗнакВ5Г~ 

... часть --- -
ГО чисел. 1акое представление числа называ- Iglgl f h [oh Ig jolf I \i I 
ется модифицированным. Тогда в случае по- 5' ' * ' ' i I 1 1 1 I 1 
явления переполнения сигнал <р = I : g I 'I ^ |о |о |^ | о | ' I f И1^ |0 | 

.Sj^, л Sgj = 1, 'S'g, л Sgj ~ 1; ('^•6) Рис. 4.4. Представление чисел 
в модифицированном коде в ocтaJи.пыx случаях ф - и . 

Это подтверждается следующими примерами. 

'^^> \А\" -OO.iOll модифиЕшровалное изображение операнда Л; 

\В]" =00,!010 ^ модифицированное изображение операнда S; 

[С Ĵ  == 01.010 i — О i — признак переполнения в знаковых разрядах, ф = t; 

46 |,((" = 1 j OJOi - модифицированное изображение операнда Л; 
f 

{И]" = И,0 i 11 — модифицированное изображение операнда В; 

\С\" =10.1100 — 10 —признак переполнения в знаковых разрядах, ф = ! ; 

56 [Л|^ = 00.0111 — модифицированное изображение операнда/i; 
+ 

[lift = 00,! lOl — модифицированное изображение операнда В; 

{(']"(, -01.0100 — 01 — признак переполнения в знаковых разрядах, ф=1 ; 

66 \,4\"' -М.ИЮ! -" модифицированное изображение операнда Л; 

[ Д|'^ = 11,00(0 — модифицированное изображение операнда В; 

\(']'^ = f 0.( 100 ^ 10 -— признак перенолнения в знаковых разрядах, ф = 1 . 

Здесь и п лальпейшем тексте символ л означает логическую функцию И, а черта над 
HMBojiOM S^ —функцию HF. (см § 10,1). 
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4.4. Особенности сложения чисел, 
представленных в форме с плавающей запятой 

Числа, представленные в форме с плавающей запятой, изображаются 
двумя частями — мантиссой и порядком. При операции алгебраического 
сложения действия, выполняемые над мантиссами и порядками, различны. 
Следовательно, в цифровом автомате должны быть два раздельных устрой­
ства для обработки мантисс и для обработки порядков. 

Так как для чисел с плавающей запятой справедливо условие (3.21), то 
всякий результат, не удовлетворяющий этому условию, должен быть при­
веден в соответствие с формулой (3.21). Такую операцию называют норма­
лизацией числа. Операция нормализации числа состоит из проверки выпол­
нимости условия (3.21) и сдвига изображения мантиссы в ту или иную 
сторону. Сдвиги могут осуществляться на один разряд и более в левую или 
правую сторону в пределах разрядной сетки машины. 

Простой сдвиг — операция, выполняемая по следующим ггравилам: 
Исходная Сдвинутая влево Сдвинутая вправо 

комбинация на один разряд на один разряд 
0, й|а2-.-^я ^1,^3---^„О О, 0^1---^„-1 
1, й|Й2.. .й„ й | , Й 2 . . . й „ а 0,1«, . . .й„_| 

Модифицированный сдвиг — операция над модифицированными изо­
бражениями, выполняемая следующим образом : 

Исходная 
комбинация 

00, йг, ЙГ2... а„ 

0 1, ЙГ| «2 . . . ЙГ„ 

1 0 , ЙГ| ЙГ2 . . . ЙГ„ 

1 i , (3|ЙГ2 . - - й Г , , 

Сдвинутая влево 
на один ряд 

ОйГ|, ^2 • • • <^п 0 

1йГ,,йГ2 • • • « „ 0 

Ойг,,йГ2 . . . а „ а 

1йГ,, «2 •••й„СС 

Сдвинутая вправо 
на один рачря/! 

00, Ой | . . . я„ 1 

00,1й | . . .«„_, 

1, Ойг, .••йг„^1 

1, 1а, ..•йг„_. 

Нарушение нормализации числа — невыгюлнение условия (3.21). Так 
как ycjroBHe (3.21) содержит два неравенства, то может быть нарушение 
справа и слева. Признак нарушения нормализации числа сгграва у (когда 
величина результата равна или превышает единицу) — наличие разноимен­
ных комбинаций в знаковых разрядах сумматора, т. е. 

у = 1,если Sg, л5^2 = 1: Jg^/^Sg^ =1 (4.7) 

Величина а зависит от кода: для допоямительного кода а = О . для обратно1х) кода а = I. 
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(В остальных случаях у ^ О ), где у — признак нарушения нормализации числа 
справа, указывающий на нес^ходимость сдвига числа вправо на один разряд. 

Признак нарушения нормализации числа слева 5 (когда результат по 
собственной величине оказывается меньше Xjq) — наличие одинаковых 
комбинаций в разряде переполнения и старшем разряде цифровой части 
сумматора ( PI ): 

5 ^ 1 . если .Vg, л /?, 3= 1; Sgj л р, = 1 (4.8) 
(в ociajibiibix случаях 5 = 0), где 5 — признак нарушения нормализации, 
указывающий на необходимость сдвига числа влево на один разряд. 

Таким образом, операция нормализации числа состоит из совокупности 
сдвигов и проверки наличия 1гризнаков нарушения у и 5 . 

Рассмотрим сложение чисел Л - т^р^ и В~ ntj^p^ , имеющих одинако­
вый гюрядок p,j ^ Pif. Обе мапгиссы удовлетворяют условию нормализации. 

Сложение мантисс осуществляется иа соответствующем сумматоре по 
правилам, изложенным ранее для чисел, представленных в форме с фикси­
рованной запятой. Если после сложения мантисса ршультата удовлетворяет 
условию |[ормализации (т. е. 6 - О, у - О ), то к этому результату приписы­
вайся 1юрядок лгобого из операндов. В противном случае происходит нор­
мализация MHCjra. 

Пример 4.П. 1!аЙ1и сумму чисел ^-0,1000-2 ' и й =-0,1011-2"^, если матиссы и 
ипрялок иГ)р!1П!т.!»а10'1ся иа сумматорах дополнительного кода (шесть разрядов л̂ тя матис­
сы и 'ic I i.ipc pa ip5i;iit лля морялка) 

14- ill с II и L' ('i(ii4;ijm (апнсынаюгся машинные изображения операндов: 

lUUihHiiiToicH; 

[т,-]1 =11,1101 

liL-ci, ЛХ'-. Л /)j - I . т е. 6 = 1 , у = о , значиг 1!еобходим сдви!" мантиссы влево на разряд: 

\т',-\"^ =11.1010.(6 = 1. Y = 0). 
(V'liioHpcMciiiid со СДВИГОМ BJTCBo нужна коррекиия (горядка, т, е, уменьшение его величи-

I ti;i LViiiiniii\ ('ип раиписилыю нриГишлепню кола !.! 1 (); 

1," =00,1000 
Л" =11,0101 

+ 

•ЛРЛ\,-

•ЛР,,].-

00.1000 
11,0101 

= 1,101 
= 1,101 

1й1 .= 1.101 
+ 1,111 

1/>М, = моо 

101 
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Так как после сдвига снова 5 = ! , то осуществляется еще раз сдвиг и коррекция гшрмлка, 

K ' j r = !1.0!00,(6 = 0,у = 0), \р',-\^ =!,100 

[р[.1 = \т\ 

Так будет продолжаться до тех пор, пока величина 5 не станет равной нулю. Следова-

гельно. [/»" )т уловле1виряе1 условию нормализации и речулыа! равен [ т " - ) " =̂  М.0100. 

[К i, =1.011 
Ответ С = -^)Мт 2 \ 

Пример 4.12. Найти сумму чисел ^ = -0.1100-2' ' и S = - 0 , 1 0 0 0 2 л'слн числа складыва-
laicfl на сумматоре обрагнош кода (шесть разрядов для мантиссы и четыре разряда д;тя иоря/ша) 

Р е ш е н и е . Машинные и)ображе1и1я операндов записываются н следующем виде 

\"uZi = 11.0011; [р,и '\Рни = 1.100 ; 1»1,а = 11.01111 • 
'̂ aicM складываются машиссы' 

К . С =10,1011 (5 = 0.у = 1). 

Здесь ггроизошло нарушение нормализации справа и гребуетсн моднфнт[нроваииый 
СЛВИ1 матиссы резулыа1а вправо на один разряд: 

К й = 10,0101 ( 6 = 0 . у = 0 ) . 

Одновременно со сдвигом проводится коррекция порядка результата на величин^ -^0.001. 

и^'" \p'i io6 " 0.100+ 0.001 - ( ) , i01. в результате гюлучается окончательный резулыат 

Ответ С = - O . i O l O ' 2 \ 

Рассмотрим наиболее общий случай сложения чисел, представленных в 
форме с плавающей занятой, когда их порядки не равны друг дру1у, i. е. 
/7, ^ / ? й . Для операции сложения чисел необходимым условием является 
соответствие разрядов операндов друг другу. Значит, прежде всею нужно 
уравнять порядки, что, естественно, повлечет за собой временное наруше­
ние нормализации одного из слагаемых. Вырав1!ива1!ие порядков означает, 
что порядок меньшего числа надо увеличить на величину ^р-\р^ " Я « | -
что означает сдвиг мантиссы меньшего числа вправо на колнчесчво разря­
дов, равное А/?. 

Следовательно, цифровой автомат должен самостоя1е;н.но онрсделяп., 

какой нз двух операндов меньший. На это укажет знак разносгн / ; , /?^,: 

положительный знак будет при р^^ рц,^ отрицательный — при р, < р^^_ 
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Операции сложения и вычитания чисел в форме с плавающей запятой 
осуществляются во всех современных машинах по изложенным выше пра­
вилам. 

Пример 4.13. Сложить числа ^ = 0 ,10П-2 " ' и S = - O j O O i - 2 " ' на сумматорах об­
рат нот о кола ( luec ib двоичных разрядов для мантиссы и четыре двоичных разряда для 
порядка) 

Р е ш е н и е ! 1режде всего записываются машинные изображения чисел и определяется, 
какой ш двух порядков больше; 

[ » I J ^ = 00-10! 1 ; f p ^ U =1.101; 

[^и =[PAU-IPBU-

Величину -|/'й15,5 обозначим [рц\^. что означает изменение зиакачнсла р^ на обрат­

ный, г с i / > „ u - < M ) i i , \:oмyл{^pu^-{p,]^^{p,u=^)fim. 

'1ак как псличшга Afi [юложительна, то р^ > p « . Следовательно, надо сдвинуть мантис-

с\ числа й вправо на количество разрядов, равное Др , т. е. на один разряд: | m ^ ] ^ = 1 !,!011 

(СДВИ1 модифинирпванмый, сгрелка нал символом т^ показывает сдвиг а соответствующую 

сгорон_\) Теперь порядки операндов равны и дальнейшие действия проводятся в последова-

гелькосгн. жиитогнчной носяеловательности, рассмотренной в примере 4.12. 
С к.'пиИ'Пишися !1!иГ)р<!ж:си1тя м а т нес: 

| " I J : ^ = 00.1011 

K , c = iMt)ii 
['"(•1"б =00,0111 ( 5 = 1 . у = 0). 

()с>1псс111ляе1ся нормализация мантиссы ( 6 = 1 ) и соответствующая коррекция по­
рядка 

K U =00,1110 (6 = 0 . у = 0 ) , 

\р'с]^ =1,101 + 1.110=1,100. 

! ак как нарушений нормализации нет. то получен окончательный результат. 

(),шет С =0,1110-2 ' , 

Пример 4.14. (-ложигь числа Л и В, заланные в форме с фиксированной точкой: 
ш I = ИИ)1 !0 . .V ̂  = К ) ! : Лд = - ! 11001 ; Хд = 0 1 1 . Для выполнения операции сложения 
ИСНОЛ1. soiian, cvMMiKop лополнителыюю кода, имеющий семь битов для мантиссы со зна­
ком, четыре бита для характеристики со знаком. 

ТСИ11.ИНС Чяптпттем матииттныс изпбражеттия мантисс: 1 " ' ^ i " =00.100110; 

!(;)„]:; - ii.ooom 
11с\()лмт,1е чис-iia тт памяти машины мож1Ю хранить либо в прямом, либо в обраттюм (до-

iKbHTitTfjTi.HOM) кодах 1-.сли чнс;та хранятся в памяти машины в прямом коде, то при выпол-
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неиии операции сложения (вычитания) на сумматорах обратного (дополнительного) кода 
необходимо провести преобразование из прямого кола в обратный (дополнительный) код. 
По окончании операции должно проводиться преобразование результата из обратного (до-
noJiMHiejTbtioio) кола в прямой 

\!ри яымолнении ланиою примера нреднолагаетсн, что числа в памяти машины хранятся 
в донолнителыгом коде. 

! 1режле BCCI о необходимо сравнить характеристики: 

^^' =1^'AL ~\-^'и]а =0.iOI +1,10! = 0,010, 
Разность \арак1ернстик -— гтоложительиан: второй порядок меньше первого иа 2, С/«едо-

вательно. мамгисса второго числа сдвигается на два разряда (сдви1 модифициро»ат}ЫЙ) и 
после )ТОго Мантиссы скла/дываются: 

[т^]„ =1М!0001 
+ 

[т^^ =00.100110 
К17=^<'-01оТТо (5 = 1. у = 0). 

Гак как 6 = 1 , го проводится сдвиг длево на один разряд с коррекцией 
характеристики: 

| т ; 1, -00.10И10 (5 = 0 . у = 0 ) 1Хс]„ =0,101 + 1.111 = 0.100. 
Таким образом. 0K0H4areJH.Hbifi рсзулыаг получен в нормализонаипом виде. 
Ответ С ' - + 101110 . Л",-= 100 . 

Пример 4.14 приведен для случая, когда магписса — целое число и 
представляется в форме с фиксированной точкой перед старшим разря­
дом. Сформулированные выше !1равила выполнения алгоритма алгеб­
раического сложения действуют в данном случае без существенных 
изменений. 

При реализации операций сложения (вычитания) чисел, представлен­
ных в форме с плавающей запятой, может возникнуть переполнение раз­
рядной сетки сумматора порядков (характеристик): мантисса получаепся 
нормализованной и правильной, а порядок (характеристика) не соогветст-
вует. Следовательно, необходимо вырабатывать сигнал переполнения сум­
матора порядков. 

Нормализация результата операции сложения (вычитания) приводит и 
к исчезновению порядка (т.е. характеристика становится отрицательной), 
несмотря на то, что мантисса отлична от нуля. В ЕС ЭВМ вводится специ­
альный разряд, в котором записывается нуль или единица: при нулевом 
значении этого разряда в результате операции записывается истинный нуль, 
т, е. число с нулевой мантиссой, 1юложительиым знаком и нулевой харак­
теристикой; при единичном значении этого разряда к характеристике при-
бав;!яется + X,,.,. 
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4.5. Методы ускорения операции сложения 

Уменынигь время на выполнение операции сложения можно разными 
путями. Идея, лежащая в основе многих методов ускорения операции сло­
жения, заключается в том, что осуществляется поэтапное получение услов­
ных сумм и переносов с последующей их раздельной обработкой. Наи­
больший эффект методы раздельной обработки условных сумм и переносов 
дают при параллельной или последовательно-параллельной обработке раз­
рядов. Покажем эту идею на примере сложения чисел А v^B•. 

.4 = 0011110100111010 

B = IOOIOOI101001I01 
1-Й1^КТ 

2-й такт 

3-й так 1 

4-й laKi 

с 
гг' 
с 
п" 
с"' 
и"* 
rv с 

и" 

=1010111001110111 

=0010001000010000 
=1000110001100111 

=0100010000100000 
=1100100001000111 

= 0000100001000000 
=1100000000000111 

+ 
= 0001000010000000 

условная сумма 

||ере!юсы 

= 1101000010000111 результат 

0000000000000000 перенос 

Весь процесс сложения прошел за пять тактов. Признак получения ре­
зультата — нулевые значения поразрядных переносов. Метод раздельного 
сложения условных сумм и переносов в свое время послужил толчком для 
создания специальных сумматоров со сквозным переносом, в которых дос­
тигается существенное сокращение времени за счет удаления этапов пере­
дачи переносов через разряды, в которых условная сугима равна единице. 
Э |о | метод был впервые широко использован в ЭВМ БЭСМ-6. 

Метод может быть усовершенствован, если использовать следующий 
прием . Для каж^дого разряда складываемых операндов вычисляются две па­
ры сумм и переносов; одна — в предположении, что перенос, вносимый в 
данный разряд, равен нулю (условие а ), другая пара — в предположении, 
что перенос, вносимый в данный разряд, равен единице (условие Р). Искдю-

Sklamky [• Conditional sum addition logic (RE Trans, on Electronic Comput. 1960, N2, p. 226-231). 
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чение представляет нулевой разряд, в котором перенос равен только нулю. 
Таким образом, правила получения этих пар выглядят следующим образом; 
для нулевого разряда 

cj! = «о Ф *о = ' > условная сумма 
п° =а„Ь„ =0, перенос; 

для первого разряда 

c f ^ a , ФА, = 1 , п° =«, Ь, = 0 , 

с | = С ° Ф 1 = 0 , n j = Д | V*, = 1 и т. д . 

Д1ГЯ первого такта условные суммы и переносы вычисляются дая всех разрядов. 
Во втором такте условные суммы и переносы определяются для пар 

соседних разрядов (О и 1, 2 и 3 и т. д.) при условиях а и р . 

15 14 13 12 II 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 О Номер разряда 
0 0 1 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 
1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 1 
1 0 1 0 1 1 1 0 0 1 1 1 0 1 1 1 с" сумма и перенос 

1-йтакг 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 п"при условии а 
0 1 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 с' сумма и FiepeHoc 
1 О 1 1 I I 1 1 О I 1 I I 1 I и'при условии р 
I 0 0 I 1 I 0 I 0 1 1 1 0 1 1 1 
0 1 0 1 0 0 1 0 

2-й такт 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 
1 0 1 0 0 1 1 
1 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 1 
0 0 0 1 

3-й такт 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 
J 1 1 

1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 
о 1 

4-й такт 1 1 0 1 0 0 0 0 
_0 

5-й такт 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 результат 

Рассмотрим пару соседних разрядов О и 1. Во втором так1е входы в 
верхнюю половину первого разряда находим следующим образом: ecjHi 

второй вход нулевого разряд равен О, т. е. п" = О, то верхняя половина пер­

вого разряда идентична верхней половине первого такта; если же п|' - 1, то 
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верхняя половина первого разряда идентична нижней половине первого 
1акта, В итоге преобразование 

1 1 
0 П 
0 
1 

—> 

1 1 
п 

Аналогичным образом для 2-й и 3-й пар разрядов: 

0 1 
1 П 
1 0 
1 1 

— > • 

0 1 
1 
1 0 
1 

в следующем такте уже преобразуются четверки разрядов (например, 
для первых четырех разрядов): 

0 1 1 1 
1 

0 1 1 1 
1 0 
1 0 
1 

— > • 

0 1 1 1 
0 0 
1 0 0 0 
0 1 

— > • 

или для другой четверки (4—7-й разряды): 
1 0 0 0 
О 
1 0 0 0 ' 
1 

В резулыате появляется возможность весь процесс суммирования реа­
лизовать на схемах тина И, ИЛИ, НЕ. 

4.6. Оценка ючпости выполнения арифметических операций 

Выбор системы счисления и длины разрядной сетки машины, а также 
формы 1гредставления числа в машине тесно связан с обеспечением задан­
ной точности вычислений. Важное значение имеет также оценка точности 
арифметических вычислений при использовании в машинах чисел, пред­
ставленных в форме с фиксированной и плавающей запятой. При операци­
ях сложения и вычита!!Ия с фиксированной запятой (при условии отсутст­
вия переполнения в естественной форме) можно считать, что они 
ВЬГМ01П1ЯЮ1СЯ ГОЧ!Ю. 

/|ля чисел, представленных в форме с плавающей запятой, при опера­
циях сложения и вычитания необходимо выравнивать порядки, что ведет к 
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4 Алгоритмы выполнения операций на двоичных сумматорах 

потере некоторых разрядов мантиссы при сдвиге. Поэтому при нормализо­
ванной форме представления чисел сама операция алгебраического сложе­
ния также является источником погрешностей. 

Таким образом, причинами погрешностей вычисления на ЭВМ могут 
быть; 

неточное задание исходных данных, участвующих в выполняемой 
операции (либо из-за ограниченности разрядной сетки машины, либо из-
за погрешностей перевода информации из одной системы счисления в 
другую); 

использование приближенных методов вычислений, что само по себе 
дает методическую погрешность (например, исггользование рядов Ньююгш 
и Тейлора при интегрировании); 

округление результатов элементарных операций, что, в свою очередь, 
может привести к появлению накопленных погрешностей; 

сбои в работе ЭВМ (эта причина может быть устранена введением сис­
темы ког|троля выполнения любых операций). 

Погрешности выполнения арифметических операций. Для опреде­
ления этих погрешностей в цифровых автоматах будем рассмагривать 
арифметические операции как элементарные операции над операндами. 

Проведем арифметические действия над числами Л={Л\^/^А и 
В = [В] + АВ, заданными с абсолютными погрешностями: 

А + В = [А] + 1В] + (АА + АВ); 
А-В=[А]-[В] + (М-АВ); 

АВ = [А]1В] + [А]АВ + [В]М + МАВ, 

где абсолютная погрешность суммы А{А +В) = АА +АВ, а абсолготцая по­
грешность разности А{А - В) = АА- АВ. 

Так как произведение АААВ на два порядка меньше 4Hcejr А и В, зпш 
произведением можно пренебречь. Следовательно, АВ = [А][В\ + 1А]АВ + 
+ [В]АА , т. е. абсолютная погрешность произведения (АВ) = [,4JAB + [ HjAA . 

При выполнении операции деления получаем 

А [А] + АА _[А] + АА( 1 
В [В] + АВ [В] {\ + АВ/[В] 

Второй сомножитель в правой части уравнения разложим в ряц. После 
преобразований получим 

A/B = [A]/lB]-[A]AB/lBf +[A](ABf/[Bf +AA/lB]^AAAB/lBf -^... (4.9) 
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4 6 Оценка точности выполнения арифметических операций 

Пренебрегая членами второго порядка малости, (4.9) можно упростить: 
AjВ -{А]1{В\ + \Al{B]-{A]/:^Bl{Bf . Отсюда абсолютная погрешность ча-

сгного ^{AjВ) = /^l{B\--\A\hBl[Bf . 
Аншюгичным образом можно вывести выражения для относительных по­

грешностей при сложении-вычитании, умножении и делении соответствеино: 

5,.„=J^M±J^M; (4.10) 
[А]^\В\{А] \А\ + [В]{В] 

5 , „ = Д ^ Л ^ ] + ДВ/[В]; (4.11) 
Ъ„„=^A|\A]-^B|Щ. (4.12) 

Пог|№Ш11ос||1 округления. Вели предположить, что исходная информация 
не содержит 1̂ икаких ошибок и все вычислительные процессы конечнь! и не 
приводят к ошибкам, ю все равно присутствует третий тап ошибок — ошибки 
окру!71ения. ПpeдtюJюжим, ^по вычисления проводят на некоторой гипотетиче­
ской машине, в коюрой каждое число представляется пятые значащими цифра­
ми, и что необходимо сложить числа 9,2654 и 7,1625, причем эти числа точные. 
Сумма чисел равна 16,4279, она содержит шесть значащих цифр и не помещает­
ся в разрядной сеже машины. Поэтому шестизначный результат будет округлен 
до {начеиия 16.428, В резулыше возникает погрешность округления. 

Гак как вычисли lejibubie машины всегда работают с конечным количе-
ciHoM значащих цифр, to ногребносгь в округлении возникает довольно 
часю. Погрешность округления имеет смысл только для действительных 
чисел; по объясняется зем, чго ЭВМ автоматически выравнивает порядки 
деис1ВИ1елы|ЫХ чисел при сложении и вычитании. 

Для чисел, !!редс1авленных в форме с плавающей запягой, справедли-
вь1 выражения А^^ - т^q , \/(j < |ш^[ < 1. 

Ьсли для Г1редсгавления мантиссы используется только п разрядов, то 
изображение числа разбивается на две части: 

где [.•!„](/*"" = .'!„ — «хвост» числа, не попавший в разрядную сетку. 
В зависимости от того, как учитывается величина А^, в машинном 

изображении, существует несколько способов округления. 
1. Отбрасывание Л,,. При этом возникает относительная погрешность, 

равная 
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4 Алгоритмы выполнения операций на двоичных сумматорах 

Так как ^ " ' <\т^\< 1; 0< |Ло |< 1, то 

8 „ . p S - ^ = ? - ' " " ' . (4.13) 
ч q 

т. е. математическое ожидание погрешности округления не зависит от ве­
личины самого числа, а зависит только от количества разрядов в машине 
для любой системы счисления. 

Дисгшрсия погрешности округления иримергю равгга </ ' " / | 2 . 
2. Симметричное округление. При этом проводится анализ величины 

Д ; . Принимается, что 

^^^ [ К ] < ? " , е с л и К | « 7 - ' ; ^^^^^ 

[ [ " ' j ] ? " + ? ' " , е с л н | / ( „ | > 9 '. 

При условии |Л(,|>9 ' проводится прибавление единицы к младшему 
разряду мантиссы. Абсолютная погрешность округления при этом 

[11-4.1? . 
Максимально возможное значение модуля абсолютной rioipeniHocin равно 

0,5(у' " . Математическое ожидание относетельной погрешностт) округления 

8 „ р < 0 , 5 ^ ' - ^ ' ' / ( " ' . ? ' ) = 0 ,5?- ' " - " , (4.16) 

Т. е. ошибка не превышает половины единицы младшего разряда. 
Способ симметричного округления наиболее часто исноль^уюг на 

практике. 
3. Округление по дополнению. В этом случае для округления берегся 

информация, содержащаяся в ( « + I )-м разряде. 
При q -2 , если в ( « + 1 )-м разряде содержится единица, то в /7-Й раз­

ряд добавляется единица; если в ( н + 1)-м разряде находится нуль, го со­
держимое разрядов правее /;-го отбрасывается. 

4. Случайное округление. Для такого округления иеЫзходимо нмегь 
датчик случайных величин (1 или 0), который выдает единицу в самый 
младший разряд машинного изображения числа. Погрешность округле­
ния — случайная величина с нулевым математическим ожиданием. 

Оценка накопленной погрешности при вычислениях на мамгине осо­
бенно затруднительна при использовании чисел в форме с гшаваюшей запя-
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Задание для самоконтроля 

той. При таком Представлении возможно перемещение ошибки из младших 
разрядов мантиссы в старшие разряды. Это происходит, например, при вы-
чиганни дру1 из друга близких по значению мантисс. В результирующей 
мантиссе первые нулевые разряды оказываются сдвинутыми в правую 
часть разрядной сетки машины. При нормализации они перемещаются в 
левую часть разрядной сетки, давая большую погрешность результата. 

Для автоматической оценки накопленной ошибки при вычислении чи­
сел в форме с плавающей запятой в разрядной сетке машины кроме число­
вой информации записывается также информация об ошибке, содержащей­
ся в числовой информации. При этом предполагается, что ошибки всех 
чисел — независимые величины, и их распределение подчинено нормаль-
1юму закону. Эти допущения весьма существенны, так как на практике 
ошибки при вычислениях, конечно, являются зависимыми величинами и их 
распределение может быть далеким от нормального. Кроме того, принима­
ется, чго все числа, записанные в разрядной сетке машины, имеют погреш-
посгь +0,5 последней значащей цифры. Значение этой вероятной ошибки 
записывается в исходных данных в разрядах, находящихся правее самого 
м;!адте10 разряда мантиссы. После арифметических операций нормализа­
ция осу1цес!Ш1яе1Ся ие всегда, а лишь в случаях, когда срабатывает крите­
рий сдви1а, оценивающий величину погрешности, вносимой в число в про­
цессе нормализации. 

Оценки гочиосгн вычислений па машинах зависит не только от состава 
вьнюяняемых операций, но и от их следования друг за другом. 

'^ялаине яле самоконтроля 

1. ii.imtcaii. Ш(5бражеиия чисел Л=-0.101010 и S = O.IOOOIO в прямом, обратном и ло-
ио.'1ПН1с;т1.пом кот\\ 

2. IiuJ î()Жlтo ли перегкипгепие разрядной сегки. если числа с плавающей запятой склады­
ваю !ся. >миожаю1Ся. делятся? 

3. С\1гожт!. на суммаюре прямого кода числа Л = -0,1П0! и В = 0.10100. 
4. (10ЖИ г ь на с\м\ш[оре обратного кола числа ^ = 0,!0И0 и i9 = -0 , !0 l t0 . 

5. С'ложпи, па сумматоре лополпи1ельпо1"о кода числа ^ = 0,1100! и B^O.lOMl, 
6. Укапан. Г1ри!пак лсрепияпения разрядной сетки на сумматоре обратного кола при 

сложении (црипа|ел1,П1.1Х чисел и положительных чисел. 
7. i IpHMefiHMhi пи понятия обратного, дополнительного и прямого кодов для представле­

ния чисел н мип>с-лноичноЙ CHCICMC счисления? 



S. ВЫПОЛНЕНИЕ ОПЕРАЦИИ УМНОЖЕНИЯ ЧИСЕЛ 
НА ДВОИЧНЫХ СУММАТОРАХ 

5.1. Методы умножении двоичных чисел 

Применительно к двоичной системе счисления наиболее известны сле­
дующие основные способы выполнения операции умножения: 

1) умножение начиная с младших разрядов множителя: 

1101 — множимое, 
" l 101 —множитель, 

1101 
0000 

1101 —частные произведения, 
1101 

10101001 — произведение; 
2) умножение начиная со старших разрядов множителя: 

N01 — множимое, 
1101 — множитель, 
1101 

1101 — частные произведения, 
* 0000 

1101 
10101001 —произведение. 

В обоих случаях операция умножения состоит из ряда последователь­
ных операций сложения частных произведений. Операциями сложения 
управляют разряды множителя: если в каком-то разряде множителя нахо­
дится единица, то к сумме частных произведений добавляется множимое с 
соответствующим сдвигом; если в разряде множителя — нуль, го мггожи-
мое не прибавляется. 

Таким образом, кроме операции сложения чисел для получения произ­
ведения необходима операция сдвига чисел. При этом гюявляется возмож­
ность сдвигать множимое или сумму частных произведений, что дает' осно­
вание для разных методов реализации операции умножения. 
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5 I Методы ул1но.ж-е>1ия двоичных чисел 

М е т о д !. Пусть Л — множимое (Л > 0 ) , В— множитель ( В > 0), С — 
произведение. Тогда в случае представления чисел в форме с фиксиро­
ванной запятой получаем: А = 0,а^а2 ...а^; В = 0, 6,6^ ...6„ = ft, • 2"' + 

+ h2'2-^ +... + h„-2 ". 
Отсюда 

С =^ AB^O,a^aj...a„(bi -2"^ Л-Ь-^-!''^ +... +Ь„-2'") = 

^ ( 2 ' •0,а^а2...а„)Ь^ +(2"^ -О, д,а2 •••«„)/'2 +--. + (2"" -О, а,^; ...д„)6„, 
Умножение на 2 " означает сдвиг на п разрядов вправо числа, которое 

заюгючено в скобки, т. е. в данном случае сдвигается вправо множимое, и 
умножение начинается со старших разрядов. 

Структурная схема рассмотренного множительного устройства пред­
ставлена на рис. 5.1, а. 

(5.1) 

Множимое 

5 
Сумматор 

Множитель 

Множимое 

Сумматор 

Множитель 

Множимое 

Сумматор 

Множимое 

F И 
Сумматор 

Множитель 

5 2 i 
Рнс. 5 .1. Струк1урные схемы миожичельных устройств 

М е т о д 2. Пусть А ~0,а^а2 ...ci^ — множимое и В = 0,Ьф2 •••К — 
множитель. 

Mмoж^гIeJrь мож!!о легко преобразовать, используя метод Горнера: 

B-(. . .((/ j„-2 ' + V i ) 2 " ' f ... + 62)2"' +Ь,)2"' . Тогда 

C = AB = {...{{b„ •0,fl,fl2---a„)-2"' + 

+ b„ I 0,0,013 •••^'rt)2~' +... + b^ • 0,0,02 . . . « „ ) - 2 " ' . 
(5.2) 
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.5 Умно.нсеыие чисел на двоичных сумматорах 

Здесь умножение начинается с младших разрядов, и сдвигается вправо 
сумма частных произведений. Структурная схема множительного устрой­
ства, реализующего этот метод, представлена на рис. 5.1, б. 

М е т о д 3. Пусть А = 0.а^а^ ...а^ — множимое и В = {),ЬуЫ ...Ь,^ — 
множитель. 

MнoжитeJrь, используя метод Горнера, можно записать чак: 

В = 2 "(Л, -Т ' +/^2-2"-Ч. . . + й„_| -2' + h„ •!'')--

- 2 "(.--(^1 -2' +^2)2' +. . . + /'„_|2' +/)„). 

В эюм случае 

+ ... + (2"" ' •0 , f l | f l 3 - - -« „ )b , ) , 

что означас!: умножение начинаезся с младших разрядов, и множимое 
сдвигается влево на одни разряд в каждом такте. Схема множигельного 
устройства представлена на рис. 5.1, е. 

М е т о д 4. Пусть Л = О, а,Д2 •••'̂ „ — множимое и В ~ 0,Ьф^ ...h^^ — 
множитель. 

Если множитель S записать по методу Горнера: 

' ' ^ " ^ ' - " (5.4) 
+ . . + Ь „ - 1 О, Й|Д2 • • • 0 „ ) 2 ' + 6 „ -О, fl|fl2 • • •<^„) ' 

то умножение начинается со старшего разряда и в каждом такте сдви!ае1ся 
BJfCBo сумма частных произведе1гий. Схема множительного ус1ронс!ва 
представлена на рис. 5.1. г. 

Таким образом, для реализации операции умножения необходимо 
иметь сумматор, регистры для хранения множимого и множителя и схему 
анализа разрядов множителя. Сумматор и регистры должны иметь цепи 
сдви! а содержимого в iy или иную сторону в соответствии с принятым ме­
тодом умножения. 

Анализ формул (5.1)-{5.4) показывает, что с формальной точки зрения 
процесс умножения двух чисел может быть представлен: 

при 1юследовательном выполнении — в виде многократно повторяю­
щегося по количеству разрядов цикла 

S, ^-S,_,+Ah,. (5.5) 

где Л',, 5',_| — суммы частных произведений на ( / - 1 )-м и /-м шагах соот­
ветственно; 
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5 2 Умножение чисел, представленных в форме с фиксированной запятой 

Мри параллельном выполнении — суммой членов диагональной матри­
цы, для которой заданы по строкам Л • 2 ' , а по столбцам — h, (i ~— текущий 
номер разряда). 

В дальнейшем основное внимание будет уделено последовательному 
принципу выполнения операции умножения. 

При точном умножении двух чисел количество цифр в произведении пре-
выгиает количество цифр сомножигелей не бс^ее чем в два раза. При умноже­
нии нескольких чисел количество 1шфр произведения может оказаться еще 
больше. Конечное число разрядов в устройствах сшфрового автомата вынуждает 
ограничива1ЪСя максимально удвоенным количеством разрядов сумматоров. 

При ограничении количества разрядов сумматора в произведение вно­
сится погрешность. В случае большого объема вычислений погрешности 
одного знака накладываются друг на друга, в результате чего общая по-
rpeiiiHocTb сильно возрастает. Поэтому существенное значение имеет ок­
ругление результа1Х)в умножения, что дает возможность сделать погреш­
ность произведения знакопеременной, а математическое ожидание 
погрешности округления при условии, что отброшенные младшие разряды 
могут с одинаковой вероятностью иметь любое из возможных значений, — 
равным нулю. При этом предельное по абсолютной величине значение по­
грешности будет наименьшим из возможных при заданном количестве зна­
чащих ци(|)р, т. е. равным 1Юловипе значения младшего разряда. 

При вьнюлмении операции умножения чисел возможен выход за преде­
лы разрядной сетки только со стороны младших разрядов в силу ограниче­
ния, которое было наложено на числа, представленные в форме с фиксиро­
ванной запяюй. Точное произведение получается во всех четырех методах 
умножения, однако при этом требуется разное количество оборудования. 

5.2. УlVliloжelll[e чисел, представленных в форме 
с фпкснривапнон запятой, иа двоичном сумматоре прямого кода 

Пус!ь заданы машинные изображения двух чисел: 

Тогда их произведег1ие 

I де — .Vg( -- Sg^^ Ф Sg^ ; @ — знак сложения по модулю 2. 
При выполнении этой операции должны быть заданы структурная схе­

ма ycipoHCTBa, на котором проводится операция, и метод умножения. 

1!5 



5 Умнож'еиие чисел на двоичных сумматорах 

Пример 5.1. Умножить числа {А]„^ 

Умнажигь Местное 
управление — 

Регистр В 

Регистр 4 

Схема 
анализа 

ЛСумматорХ 

1,П010 и [Sl^p =0,11001-
[1ри умножении будут использованы метод 

2 и устройство, иоказаиное на рис, 5.2-
Зались всех действий, выполняемых ycipoiici-

шт, осуществляется с помощью условных обозна­
чений, т-е,: ~ — oiiepaiop присваивания <пначаег, 
что блоку, кагорый указан слева от oncf^iopa, при­
сваивается •значение, укагаяное си̂ та1И oi vnicpa:io-

ра; |Рг.^1 —сдвиг солержимок) регисфа Рг вира* 
во на один разряд; [СМ| — содержимте суммаюра 
СМ; И.11. — исходное иоложеннс-

Р е ш е н и е . Знак произвелсиня онрслеляем 
отдельно от цифровой части в сошветстиин с 
уравнением 

Sgc =Sg^®Sg^ = i e o = ! 
Получение цифровой части можно пока­

зать в виде следующей записи. Ilycib сум­
матор имеет 10 разрядов без учега знака, а 

Рис. 5.2. Структурная схема 
множительгюго устройства 

регистры — 5 разрядов без знака. Введем обозначения соответственно изображения 
цифровой части множимого и цифровой части множителя. 

Последовательность действий в процессе выполнения операции умножения прслстанле-
на в виде таблицы 5.1 -

Ответ- [С\^ = 1.1010001010. 

Г а б л и ri а 5 ! 
Сумматор 
0000000000 

*110К) 

И01000000 

0110100000 

0011010000 

0001101000 

+11010 

II1010I000 

0111010100 

+11010 

10100010100* 

1010001010 

Регистр В 
11001 

—1100 

—110 

—и 

— 1 

Примечание 
И,П. 1СМ):=0. 11>г>|):=1>1'1-, 1Ргв):=|8 | . 

6 , = ! ; 1СМ1 = 1СМ] + 1РЫ1; 

i S f l ] ; [СМ]; 

6, = 0 : \М]\ (СМ); 

6, = 0 ; ( М ) ; [СМ]; 
6; = 1 ; 1CMJ:=(CMJ + (P|7(] 

[СМ] [ВД] 

6, =1 ; [СМ1-=[СМ] + [РгЛ1 

[ М ) ; [CMl; 
Конец 

* Ксли в процессе вьтолиеиия умножения возникает единица переноса из ciapHteio paj-
ряда, то ее надо сохранять. 
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5 3 Особенности умножения чисел с плавающей запятой 

Чтобы процесс умножения проходил правильно, необходимо преду­
смотреть блокировку выработки сип!ала переполнения, так как возможно 
временное переполнение на каком-то шаге умножения (см. пример 5.1). 
Пример показывает, что в данном случае не обязательно иметь сумматор 
длиной 2п разрядов. Хранение «хвостов» произведения можно осуществ­
лять в освобождающихся разрядах регистра множителя. Для этого доста­
точно обеспечить цепь передачи информации из младшего разряда сумма-
гора в старший разряд регистра множителя. 

Во всех приведенных ниже примерах будет применяться рассмотрен­
ный способ, 

5.3. Особепностн умножения чисел, представленных 
в форме с плавающей запятой 

/^ля чисел, предсгавленпых в форме с плавающей запятой, обязатель-
libiM являе|ся представление в виде мантиссы и порядка (характеристики). 
При операции умножения действия, выполняемые над мантиссами и поряд­
ками, различны: мантиссы перемножаются, порядки складываются. Оче­
видно, чго результат умножения может получиться ненормализованным, 
IOUUI П()1рсбуе1ся пормш1изапия с соответствующей коррекцией порядка 
pei>jn>iaia. Следова1елы1о, структурная схема М[Южительного устройства 
должна пзме1пт1ься (рис. 5.3). 

Регистр 
мантиссы А 

I ppxurmp i ^ А 
мантиссы вГ^у 

Сумматор 
мантисс 

Регистр 
порядка А 

Суммотор 
порядков 

I Регистр 

коррекция порядкоб 

I'iic. 5.3, Сфукгуриая схема множительного устройства 
с fijraBaiotiiei) запятой 

PaccMoipHM пример выполнения операций умножения чисел, заданных 
в прямом коде. 

Пример 5.2. Меремиожип. числа ^ = -0.11001 2 ' и 5 = 0,10011 г " . 
В качссте миожигельною усгройс!па используется схема, показанная на рис. 5.3, где 

Рг lnl ' i /f c(H)inetciBetiifo регистры для порядков р^ и рд-
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5 Умно.усение чисел па двоичных сумматорах 

Р е ш е н и е . Мантиссы гтеремножаются по правилам, рассмотренным для чисел, ттрел-
сгавленпых в форме с фиксированной запятой. Для перемножения мантисс истголь1)ется 
с>ммагор прямого кода, а для сложения порядков — сумматор обраию!о кода, 

CiTaMajTa }а11исыцакпся мапгитгньте изображения чисел; 
I'«Jnp = !.!ИЮ1; [р^\^ =i.IOU, 
K W =0.10011; [/,^Ц =0.001, 

Последовательность дейс1вий в процессе вьпшлиенин оттерапии умможеиия мантисс 
ттрелставим в тайлипе 5,2 

11ослс втяиолпеипя у казапкмх действий находится маитттсс;) гтротинедсттия 
\т, I,,,, -1.0! 1101 КИ1 

Одиовреметито с JITIM if ал порядками проводи тся от терапия е тсжетмтя 
1/', и =\PAU^{PHU =i.iOO+0,001 ==1J0 I . 

!ак как матнсса результата не удовлетворяет условию пормализаи1П1 (нархттетта левая 
ipaHTina. 6 - 1 . у - О), то проводится сдвиг маигиссы влево ма одтмг разряд 
(/»; |„|, = Ml 101 101 И), и коррекция ггорядка [/>; Ц =1л U +1.110^1,101 + 1.110-: 1.1 10 

i аб Л И на 5-2 
Знак 

peiVJiLfara 

= 1 е 0 = 

С'>ммап)р 

00000 

I I001 

11001 

011001 

И(Ю1 

1001011 

1001011 

01001011 

00 I0010 I I 

* 11001 

I 110 I10 I I 

oinoionon 

PeiHcip 
в 

10011 

01001 

00100 

00010 

00001 

00000 

UiwMC'saKHc 

R I L P r r a „ : = l „ , , l ; t'im,~l„u\: I'r; 

P i p » - ( л ) ; C M „ . : = 0 . 

/), = 1 , CMni = | C M » , | J l l ' i " " J : 

[ С М т ] : [ Р г ш „ ) ; 

Ь, = 1 : CM»! =1СМга1»11Ч»1,,|; 

[ C M m l : [ l > ™ „ | ; 

* j = 0 ; [CMm] : IPrrn^J; 

* , = 0 : [ C M m ] ; [ Р Г т ^ ! : 

6, =1 ; C M » i : = | C M m l + [ P i n i ^ l ; 

i c l v im) ; I P i n . j ) ; 

Koircii 

,, =l;',l. 

Исли сумматор мантисс содержит TOJrbKo п разрядов, то после oKpvi.-тения т1ол\ чается ис-
xoimr.Ti! результат 

(}imem: ( " ' - -ОЛ! Ю 2 ^ 



5 4 Умиол^сение чисел на двоичном сумматоре дополнительного кода 

При выполнении операции умножения может иметь место ряд особых 
случаев. Например: 

если один из сомножителей равен нулю, то произведение также равно 
нулю. Следовательно, нес^ходимо предусмотреть блокировку выполнения 
алгори1ма умножения и формировать результат, равный нулю; 

если порядок результата равен наибольшей отрицательной величине, 
то необходимо формировать машинный нуль. 

Эти особые случаи можно предусмотреть в алгоритме операции введе­
нием анализатора сомножителей на нуль в начале операции (первый слу­
чай) или коррекцией произведения на основании признаков результата 
(второй случай). 

5.4. Умножение чисел, представленных в форме с фиксированной 
чаняюй, на двоичном сумматоре дополнительною кода 

В случаях, когда числа в машине хранятся в дополните л ьнь!х кодах, 
целесообразно все операции над числами проводить на сумматоре допол-
fiHicjibHoio кода. Однако при этом возникает ряд особенностей, которые 
необходимо учитывать. 

Произведение дополнительных кодов сомножителей равно дополни­
тельному коду результата только в случае положительного множ:ителя. 

11ус!ь множимое Л—любое число, т. е. Л =[Л]д, а множитель В>0. 
Го г да 

АП^-[''Ц;,0,Ьф2-.-Ь.,=[А]^Ь^-2-' +[А]^Ь2-2-^ +... + [А]^Ь„-2-" . (5.6) 

Иа основании теоремы о сложении дополнительных кодов можно ут­
верждать, чго в правой части уравнения (5.6) стоит дополнительный код 
pe3yjn.faia. 

Гаким образом, умножение иа сумматоре дополнительного кода за­
ключается в анализе разрядов множителя и при 6, = 1 в прибавлении до-
гю;тительпого кода множимого к содержимому сумматора. При этом 
должны осуществляться модифицированные сдвиги. 

Пример 5.3. Умиожнгь на сумматоре донолншельнотч) кода (используется метод 2) чис­
ла .1 =^-0,iOiOI II й = 0,10011. 

Р е т с г г и е . Cira^ajra записываются машинные изображения чисел: 1^]" = П . 0 1 0 П ; 

| й | " =00 .10011. 

Последовагелыгость действий, проводимых над числами, представлена в таблице 5.3. 
Ответ С= /15^-0,0110001111. 
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5 Умно-исение чисел на двоичных сумматорах 

Теперь рассмотрим случай, когда множимое А — любое число, а мно­

житель 5 < О . Тогда [В]д = 1, bxb2...b„ . 

На основании (3.24) можно записать, что В = [В]^-2, или В~ 

- О, ̂ 1^2 •.•^^„ - ' • Следовательно, произведение чисел 

АВ = Л(0, bJJj..\-\) = A{i,bfi^..,b,,-A. (5.7) 

I аб j[ и и а 5 3 

(_Чмма1ор 

ОО.ООООО 

11.01011 

11,01011 

11.10101 

11.01011 

11.00000 

11.10000 

11.11000 

11.11100 

11.01011 

11.00111 

11.10011 

Регистр В 

10011 

- • I I O O I 

- » 0 И 0 0 

-^00110 

^ 0 0 0 1 1 

0001 

->10001 

Примечать 

И.П, С М : = 0 ; РгЛ-~\Л\"; 1>т/! .= (;С| ; 

6, = 1 : СМ-.= 1СМ)+1Рг,1|; 

( P r i ) : ( С М ) ; 

* , = 1 , СМ:=1СМ) + (1>г/(); 

[PSJ ; (CMJ; 

6, = 0 ; |?гв)- . I C M ) . 

6, = 0 ; [ P i 5 ) ; [ C M l : 

Ь, = 0 ; C M = l C M | + (Pi / ) | 

( P r « j . (CM l 
Конец 

Формула (5.7) показывает, что при отрицательном множителе произве­
дение дополнительных кодов операндов не равно дополнительному коду 
результата. Если ввести замену -А нз А, то можно вывести следующее 
правило: 

Если миоокителъ отрицательный, то произведемте чисел на суммато­
ре доподиительного кода получается прибавлением поправки [А] к произве­
дению дополнительных кодов сомножителей. 

Пример 5.4. Умножить на сумматоре дополнительного кода по меюду 2 с использова­

нием С1 руктурпой схемы примера 5,1 числа /1 = -0,10111 и В = -0,11001, 

Р е ш е н и е . Сначала запишем машинные изображения чисел: [/11" = 11.0)001 . 

1Я|" =11,00111: \А]' =00.10111. 
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5 5 Умио-жение чисел на двоичном сумматоре обратного кода 

11оследователы4ость действий, проводимых над числами, показана в таблице 5 А 
Ответ С =/JS = O.iOOOU И 11. 

Т а б л и ц а 5,4 

Сумматор 

00.00000 

11,01001 

11.01001 

11.10100 

11.01001 

10.11101 

11.011 К) 

11,01001 

10.10111 

1 I01U1I 

11.111101 

11.11010 

00.101 1 1 

00,10001 

Регистр В 

00111 

-И0011 

--> 11001 

-И1100 

- k i l l 10 
-И1111 

Mi l l 

Примечания 

И.П. СМ := 0; Ргй := {B'J,; [РгЛ]: 

6 , = 1 ; СМ-[CMJ+ (/*];; 

(СМ); [РтВ]; 
Ь,=\. CM:-lCMl+l / ( i ; ; 

[СМ]; [РтВ] ; 

*, = 1 ; СМ:=[СМ1 + [Л1;; 

|СМ): [Ргй]; 

*, = 0; [СМ]: [РГЗ] ; 

*1 = 0 ; [СМ]; [РгЗ]; 

C M : = [ C C N 4 I - ( ^ ) ; 

Конец 

'\АГ.: 

1 аким образом, на сумматоре дополнительного кода в процессе пере­
множения машинных изображений операндов получаем одновременно зна­
ковую и цифровую части произведения. 

S.S. Умножение чисел на двоичном сумматоре обратного кода 

Рассмотрим правила умножения операндов, заданнкх в обратном коде. 
Произведение обратных кодов сомножителей равно обратному коду 

peiy.'ihwania только в случае положительного множ^ителя. 
Пусть множимое А = [А]^, а множитель В > О . Тогда 

AB = [Al,0,b,b,...b„=[AUbr2^' +[AUb,-2-' +... + [AUb„-2-". 
По теореме о сложении обратных кодов в правой части данного урав­

нения получается обратный код результата. 



5. Умнолсеиие чисел на двоичных сумматорах 

Следовательно, умножение на сумматоре обратного кода также заклю­
чается в анализе разрядов множителя, и если оказывается, что очередной 
разряд множителя равен единице, то к содержимому сумматора добавляет­
ся обратный код множимого. 

Пример 5.5. Умножить на сумматоре обратного кода (структурная схема взяча из при­
мера 5.1) числа /1 = -0,100П и 5-0 .11001. 

Р е III е гг и е Спачшш записываю гея машинные изображения чисел: 

\Л\'^^ -11,01100; [SJ^ -OOJIOOl. 
1!оследова|елы1ос1!.лейсгний, проводимых над числами, ггредсшвлеиа втаблине 5 5. 
Ответ [( 1^ - 1 i.lOOOIOOiOO ; С =/IS --0,01 П01 101 1. 

Т аб л и ца 5.5 
Сумма! ор 

1 и 1 III 

11,01100 

11.01100 

11,10110 

11,1101! 

11,11101 

11,01100 

11.01010 

11,10101 

11,01100 

11,00010 

11.10001 

Регистр В 
11001 

->01100 

->00110 

-•10011 

->1001| 

-•10011 

01001 

-•00100 

Примечания 

И,11. СМ:=0; РгЛ = 1.'1Й; Pi* = |в'1,"б ^ 

6, = 1 ; СМ:=|СМ) + [Лй,-

1<5м); |Й5) ; 
Ь, = 0 ; |СМ]; | Р З ] ; 

6, = 0 ; |СМ); [ S s ) ; 

6 j = l : СМ:=|СМ] + | Л й ; 

|CMJ; |РгЯ); 
Ь, =1;СМ:=1СМ) + 1 Л й ; 

|СМ); [PrSl; 

Конец 

Пусть /4=(^Jo6 и В<0. Тогда [В]^^ = 1,Ьф2---Ь„- В соответствии с 

(3.28) [В]„5 = 2 + В - 2 " " . Следовательно, B = 0,A|Aj . . .А„+2""-1 , 

AB^[A]^-0,h,h2-K+Mo6-2"' + ^- (5.8) 
На основании (5.8) можно сформулировать правило: 
Если множитель отрицательный, то произведение чисел на суммато­

ре обратного кода получается прибавлением поправок [А] и [Л]^^ • 2"" к 
произведению обратных кодов сомножителей. 
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5 5 Ум110.}1сение чисел на двоичном сумматоре обратного кода 

Пример 5.6. Умножить на сумматоре обратного кода (используется метод 2 структурная 
схема из примера 5-1) числа ^ = -0.П0101 и В = -0,101000. 

1' е иг е и и е . Сначала записываются машинные изображения чисел: 

| Л Й =11,001010; 

18)^=11,010111; 

Й С =00.110101. 

! 1ос,1!сдоват ejii.Hoci ь денствин. проводимых над числами, показана в таблице 5.6. 
Опыст ,1/i = 00,10(1010 

Т а б д и ца 5,6 
С'\ ммаюр 

11,111111 

М.ООИМ» 

11.(101010 

11.001010 

10.010101 

11,00101(1 

11,001010 

10.0101(11 

11,001010 

^ 1,001010 

10,010101 

11,001010 

11,10010! 

"^11,001010 

10,110000 

11.011000 

1 МОПОО 

* 001 1(1101 

(Ю.ЮООЮ 

i'e! nc ip li 

oiom 

- » I 0 I 0 I 1 

- » I 1 0 I 0 I 

- •111010 

- • O I I I O I 

- •001110 
- • 000111 

Примечания 

И 11 С М ; = 0 ; 1>|'Л = М й ; Prj3 = | S ' f t ; 

ДоОашРепие (.-ll,"^ в C M , r e . CM : = | С М | + | Л | ^ . 

ft.=l;CM:=|CMl + M U ; 

| C M | : [ P r i ] ; 

ft, = 1 ; C M : = | C M ] + | , ' I U : 

| C M | ; | Р Г Й ) ; 

ft, = 1 ; С М ; = | С М ] + | Л й ; 

|CM); iFTi); 

6j = 0 ; |CM]; | P 3 ) ; 

ftj = l ; CM:=|CM] + | / ( f t : 

|CM|; |Pr3); 

ft, = 0 ; |CM|; |РгЯ|; 

СМ= |СМ| + | л а ; 
Коней 

Таким образом, в общем случае на сумматоре обратного кода произве­
дение 1ю;гучае1ся сразу со знаком и длиной в и разрядов, так как на послед­
нем шаге умножения прибавляются числа разных знаков, из-за чего нельзя 
к результату приписать так называемый «хвост», хранящийся в регистре 
множителя. 
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5. Ум!ю.жеи11е чисел на двоичных сумматорах 

5.6. Метод сокращенного умножения 

В специализированных машинах иногда иснольчуют мегод сокран^сн-
ного умножения, начиная со старших разрядов. Особенность этого метода 
состоит в том, что в произведении получается только п старших разрядов. 
Существуют разные пути выполнения сокращенного умноже1гия. Рассмот­
рим наиболее распространенные. 

В некоторых машинах реализован метод, который можно объяснить с 
помощью следующей схемы. 

Полная схема Сокращенная схема 
А = О О, I О О I 1 

О О 

О 

В -

л, = 1 

А, = 0 
Л, =0 

= 0 0, I 1 0 0 1 
0 0 I 0 0 1 I 

^ 0 0 1 0 0 1 1 
0 1 1 1 0 0 I 

0 0 0 0 0 0 0 
0 I I 0 0 1 0 

^ 0 0 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 1 0 0 

0 0 1 0 0 1 1 
о о 

о, о 1 1 1 I о 
0 0 1 1 0 1 1 

Таким образом, ^В = 0,01110- 2 ' . 
Из этой схемы видно, что произведение гюлучается, если складывать 

только старшие два разряда от сумм, иолучениь!х на каждом ша|с умноже­
ния (показано справа). В этом случае достаточно иметь только н-разрядный 
сумматор. Однако следует учитывать, что для получения п точных знаков в 
произведении необходимо ввести дополнительные разряды. 

В самом деле , пусть А = 0,а^а2..а^ и В = 0,h,h2 ..•Ь„ . 

Тогда , если все А, = 1, то 

А, I 

1>2 I 

*з 1 

*„=! 

C f j й Г з •• -^f, 

a^a-f . . . a „ _ i 

a^ai ...a,,,2 

" l 

II ((язрядов 

a„ 

«„ 

^ 
"-

-Л 

.. 0 , 

разрядов 
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5 6. Метод сокращенного умномгения 

Предположим, что все разряды, стоящие справа от черты, отбрасыва­
ются. Если суммировать только п разрядов, то вносится погрешность, так 
как не учитываются переносы из отброшенных разрядов в разряды слева от 
вертикальной черты. Эти переносы могут распространиться на к разрядов 
слева от черты. Предполагается, что каждый разряд дает перенос, равный 
единице в каждом такте суммирования. Пусть все «, = 1 , Тогда количество 
единиц переноса из отброшенной части будет равно 

и -\ п-2 п-3 п(п~-\) 
А„п. + —т- + —г- + •••+ I • (5-9) 

2 2' 2' 2"-' ^ 
При д о с к п о ч н о больших значениях п (5.9) может быть записано так: 

Д,„зх ~ « - 2 . (5.10) 
Вдиницы переноса распространятся на х разрядов сумматора, и произ­

ведение будет содержать только п - х точных разрядов. 
Следовшсльно, чтобы получить результат с точностью до п разрядов, 

необходимо выделить п + х разрядов в сумматоре. Количество дополни­
тельных разрядов при этом можно приближенно оценить величиной 

x - I g ( » - 2 ) / I g 2 . (5.11) 
Ниже приведены результаты расчета по (5.11): 

п Ъ\ 32 40 48 64 72 
X 4,5 •l/J 5,3 5.5 6.0 6,2 

5.7. Ускорение онерацнн умножения 

И про1раммах решения различных задач операции умножения встре­
чаются достаючно часто. Поэтому методам выполнения умножения, его 
ускорению и рациональному построению множительных устройств всегда 
уделяется большое внимание. 

По времени вьтнолттения оггерацию умножения относят к длинным опе-
рацттям. Гак, затраты времени на умножение двух чисел в прямом коде 
М0Ж1Ю оцеттить с;тедующей формулой (для случая последовательного ана­
лиза разрядов мтюжителя): 

= Ё(<с„.+ / ' , '„) . (5.12) У 

/=! 
где /̂ j|„ - время вытюлнения сдвига числа на один разряд; /^ — время 
сумми1ювания на сумматоре; р, — вероятность появления единицы в раз­
рядах м1И1ЖИ!еля; п - количество разрядов множителя. 

125 



5 У MHOweiiue чисел на двоичных сумматорах 

Аналогичные формулы можно написать и для других методов ум­
ножения. 

Анализируя (5.12), можно наметить следующие пути сокращения вре­
мени умножения: уменьшение затрат времени на сдвиг и суммирование 
операндов; уменьшение количества слагаемых в формуле, т. е. уменьшение 
разрядов множителя //. Этого можно добиться логическими или аппарат­
ными (схемными) средствами. В дальнейшем тексте будет обращено вни­
мание на логические средства. 

Рассмогрим возможности изменения величин р, и /̂ ,̂ . 

Наиболее простой способ изменения величин р, и ẑ .̂ , — пропуск так­

тов суммирования в случаях, когда очередная цифра множителя равна ну­

лю. Э ш г способ может бьпь применен для систем счисления, содержащих 

нуль как одну из цифр, например, для систем (О, I ) , (О, I, Т) и т. п. Исюпо-

чением в эгом отношении являются симметричные системы ( I , 1 ) и им 1Ю-

добпые. Однако от системы ( I , I ) можно осуи(ествить переход к cncieMe 

(0. I ) HJUf (О, 1, Т ) , используя соотношения 

П Т Т . . . Т - 0 0 0 . . . 1 . (5,13) 

Такая возможность часто имеется независимо от длины последова­
тельностей нулей или единиц. Для ускорения операции умножения можно 
исгюльзовать также наличие последователыюстей О или I (или Т ) . Напри­
мер, последовательность вида 0100.. О дает возможность сразу осущесг-

к 
вить сдвиг на к разрядов, не проводя операции, а последовательность вида 
. . . 0 1 1 . . . ! переходом к избыточной системе (О, I, Т ) может быть заменена 

к 
на последовательность вида ...fOO... 1 , что также приводит к уменьшению 

к 
количества операций сложений. 

1акнм образом, переход от одной разновидности двоичной системы 
счисления к другой при преобразовании множителя позволяет получить 
выигрыш во времени выполнения операции в целом. 

При этом возникают определенной длины последовательности нулей 
или единиц, что приводит к необходимости одновременного анализа не­
скольких разрядов множителя и сдвигу на произвольное MHCJVO разрядов. 

Рассмотрим простую иллюстрацию этого тюложения. Пусть множитель 
S = 0,011110001 HOI 11000 необходимо преобразовать таким образом, что-
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5. 7 Ускорение операции умножения 

бы получить меньшее количество единиц вето изображении. Если предста­
вить этот множитель в системе счисления (О, 1, Т ), то получим наименьшее 
число единиц в его изображении: В = 0,1000Т00100Т ЮОТООО (содержит 
только шесть единиц вместо десяти). Проведя замену 11 на О 1 , получим 
окончательно В = 0,1000Т001000ТООТООО. 

Чтобы оценить относительную эффективность того или иного логиче­
скою меюда ускорения умножения, можно воспользоваться формулой 

Ё( 'сл .+/ ' , ' с„) 
о = ^г' , (5.И) 

Z ('с. +/'.'„) 
где /;; число шагов tipn выполнении операций yмнoжe^жя ускоренным 
мего/1ом (количество ipynn для анализа); /;,, р^ —- вероятности появле­
ния в anajHnnpycMOH /-и илиу-й группе разрядов; о —коэффициент эф­
фективности. 

l:'cjHi а < 1 . 10 применяемый метод дает эффект; если же о > I — эф­
фекта не будет. 

Группировка разрядов множителя и анализ этих групп позволяют 
иред1тожп11> несколько мсюдов ускорения операции умножения. 

Анализ двух разрядов множителя одновременно. На основании вы-
шензложетиюю можно составить следующие правила преобразования раз­
рядов множителя: В == О, /),, /т̂  ..,6„. 

Разбттенис множителя на грут1пы длиной к разрядов означает переход к 
новой СИС1СМС счисления с основанием g = 2*. Если при этом удается со-
кра1игь количество элементарных действий, выполняемых при операции 
умножения (сложений и сдвигов), то операция умножения ускоряется. Рас-
смогрим метол "а примере одновременного анализа двух разрядов множи-
lejrfl. начиная с младших разрядов. 

()с1товой для правил преобразования разрядов множителя служат сле-
луюптие соображения. 

Комбинаттии вида 00 и 01 не преобразуются. Комбинация вида 10 озна-
чаег, что необходим Т1редварительно сдвиг множимого влево, сложение и 
затем сдвиг содержимого сумматора вправо на два разряда. Комбинация 
вида II замет(яегся па комбинацию вида 101, что означает запоминание 
единицы для следующей анализируемой нары цифр множимого и вычита­
ние па данном таге с последующим сдвигом на два разряда. 
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5 \ .ичо.мсение чисел на двоичных сумматорах 

В таблице 5.7 представлены правила преобразования множителя для 
системы (0. I. Т ). 

Т а б л и ц а 5.7 

Анализируемая 
пара разрядов 

А,.,*, 

00 
01 
10 

И 

00 

01 

10 

I I 

1 iepeimc из 
предыдущей 

пары разрядов 

0 
0 

0 

0 

1 

1 

' 

Преобразованная 
пара разрядов 

А;.1*, ' 

00 
01 

10 

01 

01 

10 

оТ 

00 

Примечание 

Прелвартсльиый ciuiHi лтпжимою 

Запомииаегся едипипа для следу ю-
ruefi пары разрядов 

Предвари!ельпый сднт множимо! о 

Заиомииаегея единица для следую­
щей пары разрядов 

В результате преобразования множителя меняегся характер денег вин, 
которые должны выполняться при операции умножения, т. е. имеют место 
операции сложения и вычитания. Следовательно, такой способ умножения 
может быть реализован только на сумматорах oбpaт^югo или дополнитель­
ного кода. Основной выигрыш во времени получается за счет TOI о. что на 
каждом шаге умножения проводится либо сложение, либо вычитание мно­
жимого и сдвиг на два разряда одновременно. Особенность — ;шнолни-
тельный сдвиг множимого в противоположную сторону в двух случаях т 
восьми и запоминание единицы для передачи в следующую пару разрядов 
множителя. Естественно, это потребует усложнения устройства мерного 
управления умножением. 

Пример 5.7. Умножить два числа с одноврем'^нным анализом двух разрядов мпожн1еля. 

начиная с младших разрядов па сумматоре дополнительного кода; / (=0 .10011001 . 

В = 0.10П0110. 

PeiueHHe. При умножении чисел потребуются следующие значения: [ / ! ] " =00.10011001 : 

[А\^ = 11.01100111; 1^1," =01.00110010-
Ирсобра^уем мпожи1ель всоо1вс!СГВин с irpaBHjraMи таблицы 5,7. 

[В ] „ =01.0ТОТ0110, 
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5. 7 Ускорение операции умнож-ения 

В сумматоре выполняются следующие действия 

00,00000000 

01,00110010 

анализ 1-й пары — 10: 

CM:=|CM] + [5j;; 

01,00110010 

00.0100110010 

00.1001 1001 

00,11100101 10 

00,001110010110 

11.011001 I I 

11,101000000110 

11,11101000000110 

11,01100111 

11,0100111 НИХ)! 10 

11,1101001111000110 

00,10011001 

00,0110110011000110 

Отпет ( = 0 , 0 1 101 1001 10001 10 

сдвиг на 2 разряда; 
анализ 2-й пары — 01; 

C M : . | C M | + | / l j ; , 

сдвиг на 2 разряда; 

анализ 3-й нары — 0 1 : 

CM:=lCMJ-bl5j; 

сдвиг на 2 разряда; 

анализ 4-й пары — оТ : 

CM?= lCMJ + [ !5 j ; 

сдвиг на 2 разряда; 
анализ 5-й нары — 0 1 : 

C M ; = l C M J + | 5 j ; ; 
Конем. 

Как видно из примера 5,7, количество шагов при умножении на едини­
цу иревьниает количество пар разрядов в цифровой части множителя, так 
как предусматривается возможность появления 1 в знаковой части, 

11ри одновременном анализе двух разрядов, начиная со старших, пра­
вила преобразования существенно изменяются. Прежде всего на характер 
действий влияет значение соседнего справа разряда по отношению к анали-
зир>емой царе разрядов. Если его содержимое равно нулю, комбинации 
вида 00 м 01 выполняются, как в предыдущем случае. Комбинация вида 10 
заменяется равнозначной ей комбинацией вида П О , что означает предва­
рительный сдвиг множимого и вычитание его. Комбинация вида 11 заменя­
ется комбинацией вида 1 0 1 , что означает вычитание множимого на данном 
шаге, В случае, если значение соседнего справа разряда равно единице, 
нронсходн! изменение преобразуемых состояний и выполнение действий в 
соответствии с таблицей 5,8, 

При этом анализ надо начинать с пустой пары. 
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5 Умнож'еиие чисел на двоичных сумматорах 

1' а б л и U а 5.S 

Анализируемая 
пара разрядов 

ft,A,„ 
00 
01 

М 

«0 

01 
10 
11 

Соседний 
справа разряд 

*,.. 
0 
0 

0 

1 

1 
1 
1 

Преобразованная 
пара разрядов 

i>;i>;.< 
00 
01 

То 
оТ 
01 

10 

оТ 
00 

Примечание 

Предварительный сдвиг мно­
жимого 

11редваригел!.и1.и1 слви! мно­
жимо! 0 

Пример 5.8. У м н о ж и ! ь два числа на сумматоре обратного кода с одновременным 
анализом двух ратрядов множителя, начиная со ciapuiHx разрядов: /( = 0.10010001; 
й = 0,10011101. 

P e u i е н ие , При умножении потребуются следующие величины: 

\А]"^ =00.10010001. М | ^ =01,00100010. [ ^ ] ^ = 11,01101 н о . M f t =10.11011101-

В сумматоре выполняются следующие действия: 

lBj„ = oi,ToiooToi, 
Сдвиг ! -IT пары — О!; 00.000000000(Х)00000 

00.0000000010010001 

00.0000000010010001 

00,0000001001000100 

11.1111111011011101 

00,0000000100100010 

ОО 0000010010001000 

OQOOOOOOOIOOIOOOIO 

ОО 0000010110101010 

ОО 0001011010101000 

I 1 . I 1 1 I 1 1 I 1 0 I I 0 1 I I 0 

00,0001011000010111 

00,0101100001011100 

OQOOOOOOOOIOOIOOOI 

00.0101100011101101 

сдвиг на 2 разряда; 

анализ 2-й пары — Т о ; 

сдвиг на 2 разряда; 
анализ 3-й нары — 10; 

сдвиг на 2 разряда; 

анализ 4-й нары — оТ ; 

сдвиг на 2 разряда; 
анализ 5-й пары — 0 1 ; 

Ответ С = 00.0101100011101101. 
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5 7. Ускорение операции умнолсеиия 

Анализ произвольного количества разрядов множителя. Идея ме­
тода состоит в том, что выявляются последовательности нулей или единиц 
и затем проводится групповая обработка разрядов множителя. В случае, 
если встречается гругиш вида ...0100...О, то проводится сразу сдвиг на к 

к 
разрядов и прибавление множимого в сумматор. Если анализируется груп­
па ...1100...О, то проводится сдвиг на к разрядов и вычитается множимое 

к 
из содержимою сумматора. При анализе группы разрядов вида ...0011,.,1 

к 
проводится замена ее на новую группу вида ...100... I , что означает вычи-

* 
такие множимого на первом шаге, сдвиг на к разрядов и анализ группы 
следующих разрядов, образовавшейся после преобразования. Такой метод 
ускорения операции умножения требует создания сдвигающего устройства, 
обладающего возможностью одновременного сдвига на произвольное ко­
личество разрядов. 

Конечтк), если бы числа состояли из достаточно длинного ряда по-
следовательпосгей О или I, то такой метод дал бы высокий эффект в 
смысле с()крап;Еения времени на обработку. Однако, как правило, в раз­
рядах чаще чередуются О или I. Это значит, что в подобных случаях 
paccMoipcmiMii выше мегод не дает никакого эффекта. Поэтому он мо­
жет бьпь применен только в комбинации с обычными методами после­
довательно! о умножения. 

Умножение в cHcietvie счнслення с основанием q = 2 . В некоторых 
машинах ЕС ЭВМ использовался переход на новое основание системы 
счисления вида q = 2 , за счет чего удается существеиио сократить время 
выполнения операции умножения. 

Пусть ^ = 4 ; это означает, что числа представляются в шестнадцате-
ричнои системе счисления. При этом с помощью приема, аналогичного 
приему, использованному в случае одновременного анализа двух разрядов 
множителя, можно анализировать сразу тетраду (четыре двоичных разря­
да): рассмагриваются текущая цифра (тетрада) множителя и его предыду­
щая цифра (тетрада). В зависимости от значений цифры множителя в пре­
дыдущем разряде (равна или больше восьми, т. е. равен или нет единице 
ciapnuui рачряд геграды) проводятся разные действия (табл. 5.9). Для реа­
лизации этого приема требуется также предварительно готовить множимое 
А. увеличивая ею в I, 2, 3 и 6 раз. 
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5. Умно.исеиие чисел на двоичных сумматорах 

Анализ четырех двоичных разрядов одновременно дает возможность 
сразу осуществить сдвиг на четыре двоичных разряда. 

Т а б л и а а 5,9 

Лналшируемая 
цифра 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

(Л) К) 

(Я) 11 

( О 12 

т 13 

( £ )14 

( Г ) 1 5 

Анализируемая 
течрада 

0000 

0001 

ООН) 

ООП 

0100 

0101 

оно 
0111 

1000 

1001 

1010 

1011 

1100 

1101 

1110 

1111 

Действия на еуммаюре при значении ирелылу|11сй цифры 

2 8 

+ 1/1 

+2.4 

+3/1 

+(2/( + 2/0 
ЩА+2А} 

+6/1 

+ ( 6 / i + l / ( ) 

+(6,4 + 2/1) 

-(1/1 + 6/1) 

-6/1 

- (3 / ( + J / l ) 

- ( 2 / 1 + 2Л) 

-3.4 

- 2 / 1 

- Ы 
0 

< 8 

(1 

+ Ы 

+2.4 

+3/1 

+(2.4 + 2/1) 

+(2/1+ ЗЛ) 

+ЬЛ 

+(6Л+1.4) 

+(6/1+2/1) 

-(6/1+1/1) 

- 6 Л 

- (3 ,4*2,1) 

- (2.4 + 2,4) 

-3 ,1 

- J 4 

-1.4 

Так как при операции умножения необходимо складывать и вычитагь 
коды, то потребуется сумматор дополнительного или обратного кода. 

Пример 5.9. Умножить два числа /) = 0,0001101 и В~0.О000МК) с олнонремепным 
анализом четырех разрядов множителя. Использовать сумматор дополнительного кола. 

Р е ш е н и е , Для умножения потребуются числа: Л = О.СЮОО! 101, 2А= О.ОООНОШ. 
зл^о.ооюот. 6/1 = 0.01001110. 

Множитель Представляется в дополнительном коде [Я|д = 1,1 И ЮОШ, 

^^-^ 
Ш а г 1, Анализ первой цифры множителя для q = 2^ (прелылушая цифра равна иулк»)-

6з=0010 —на основании таблицы 5.9 надо вызвать множимое +2/1 = 0,00011010 и nairpa-
вить его в сумматор. Содержимое сумматора станет 0,0001 iOiO. 
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5 Н Матричные методы умножения 

Hi ii I 2 Лпали! вюрой цифры множителя (предыдущая цифра меньше восьми): 
/?̂  = Т i ! I - - на основании таблицы 5,9 надо вызвать множимое - /1, = i.ti i iOO! I . сдвинуть 
ею на че1ырс разряда влево и направить в сумматор, где проволшсн следующее дейс(вис-

0,00011010 
1.00110000 

Ответ /I/? = -0,101 iOi 10. 

5.8. Матричные методы умножения 

Сущее гиует ряд методов умножения, основанных на суммировании фупп 
часгных произведений с последующим объединением сумм вместе с пер^нсюа-
ми ты получения произведения. Например, четные произведения фуппируюг-
ся по три и подаются па входы цепочки сумматоров. Выходы цепочки суммато­
ров подключаются к регистрам, запоминающим отдельно получившиеся сумму 
и переносы в дру1 ие группы. Выходы этих регистров объединяются в группы по 
1ри и !юдключа10тся уже к другим сумматорам. В конце цепочки складываиэтся 
голько сумма и пе}>еносы Д1!я слагаемых. Такая раздельная обработка промежу­
точных сумм и перепсюов требует так называемого «дерева сумматоров». По-
доГ)И1,п1 мсюдумпожсиня использован в вымислпгельпых машинах IBM-360. 

tymeciRyior пжже ускоренные методы умножения, основанные на ис-
нолыоиапии м;прип (громсжуточных результатов. Рассмотрим схему ум-
можеиия пл примере двух пятиразрядных чисел: 

А - a5«4"3"2^i 

a^h^a^h^a^h^ajh^ciyh^ 
С = с,. 

')гу схему умножения можно представить также в виде матрицы 
(lafui. 5.10). 

Каждый элемент э'юй матрицы равен О или 1. Произведение двух чисел 
можно HOjryiHrb, если суммировать элементы матрицы в следующем порядке: 

a^h, а,Ь, a,hi 

+ 
а.Ь, 

a.h, 
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л, 

л. 
1>1 

Ih 

Л. 

1\ 

5 Умнп 

и^ 

аф, 

о, 6; 

о,*, 

а А 
аф. 

жение чисел на двоичных сумматорах 

Т 

а, 

а^ 

оА 
^^2 

a,h, 

"Л 
а,)\ 

а^ 

а,Ь, 

а,Ь, 

")*1 

аф. 

а,Ь, 

"1 

аг^\ 
a^bj 

"2^3 

а,Ь, 

аф. 

а б .1 и ц 3 

", 
аф. 

аф, 

"!̂  
аф. 

"!*, 

5.10 

Так как при суммировании но столбцам складываются только О и I , 
операнию сложения можно выполнить с помощью счегяиков. Однако при 
значигельном числе разрядов сомножителей потребуются счетчики с боль­
шим количес7вом входов и выходов, что существенно увеличивает время 
суммирования. Но этот принцип умножения можно реализовать таким об­
разом, что количество входов счетчиков на каждом этапе будет не больше 
трех. Значит, для этих целей можно использовать одноразрядные двоичные 
полусумматоры и сумматоры. 

Наиболее известны среди матричных алгоритмов умножения алго­
ритмы Дадда, Уоллеса, матричный и ajuopnTM с сохранением перено­
сов. На рис. 5.4 представлена структурная схема множительного уст­
ройства для реализации матричного алгоритма, а на рнс. 5.5 — схема, с 
noMouibio которой может быть реализован алгоритм Дадда. Как видно 
из рисунков, алгоритмы отличаются друг от друга не только i руппи-
ровкон частных произведений, но и количеством ступеней преобразо­
вания: для матричного алгоритма количество ступеней преобразования 
равно четырем, т. е, на единицу меньше числа разрядов сомножи1елен, 
а для алгоритма Дадда — трем. Но с другой стороны, группировка раз­
рядов но методу Дадда требует более сложного устройства управления 
операцией умножения. 

Реализация матричных методов выполнения операции умножения тре-
буег большего количества оборудования, чем методов последовательного 
анализа разрядов или групп разрядов множителя и дает больший выигрыш 
во времени. Однако в связи с широким развитием микроэлектронных и 
особенно больших интегральных схем (БИС) ограничения но количеству 
оборудования становятся все менее строгими, поэтому рассмотренные вы­
ше методы применяют на практике. 
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5.8 Матричные методы умио.жения 

a^bf agb, Ojbg О/^Ь, а^Ь^ a^b, a,bf a,b, a,b, 

гВ 1 FLffJ f~Gi] r t O 

1-1SM Pp-ISMli J SM I-

r i H r r & P, 

С у м м а т о р 

I I I I i I 
P^/V fi ^ Pe Pi 

Рис. 5.4. C"i рук1ур11ая схема матричного умножителя 

a,i, 
a fig 

дЖ 

O j ' j 
a,i. 

ff,6, O f i s 

Рис. 5.5. 1'гр>к!урпая схема М1Гожи1ельмого 
\с1роиства с laiioMHiiamieM переносов 
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5 \мн(}.ж-€ние чисел иа двоичных сумматорах 

5.9. Методы параллельного умножения с нснользованнем 
итеративных структур 

Время, затрачиваемое на выполнение операции умножения, можно су­
щественно уменьшить, воспользовавшись методами параллельного умноже­
ния. Конечно, методы последовательного выполнения операции обеспечива­
ются более простыми схемами. Однако в конкретной практике существует 
множество задач, для решения которых отводится весьма мало времени. Э г̂о 
задачи, выполняемые с использованием метода быстрого преобразования 
Фурье, матричные задачи и другие задачи, решаемые в реальном масштабе 
времени. Поэтому, несмотря на то, что параллельные умножители гораздо 
сложнее и дороже устройств, построенных на традиционных методах умно­
жения, разработчики все чаще обращаются к созданию именно параллельных 
структур'. При этом очень широко используются так называемые ячеистые 
(cetUilar) или итеративные элементы. По сун^еству, с помоп1ью итсроишных 
элементов гшраллельно образуются несколько частных произведений с соог-
вегствующими весовыми коэффициентами, которые тут же суммир) югся, и 
определяется полное произведение. 

Типовой итеративный элеменг (ТИЭ) представлен на рис. 5.6*. Функ­
ционально ТИЭ может состоять из схемы U и полного сумматора SM с со­
ответствующими входами для множимого А, множителя В, нредыдун(С1о 
частного произведения S^_^ и переноса из младшею разряда С, ( ( ' , пе­
ренос в старший разряд). 

Таким образом, на ТИЭ реализуются следуюгцие операции: 

' - ' ' ' ' (3,15) 

Параллельный умножитель для четырехразрядных двоичных чисел 
представлен на рис. 5.7. Каждый ТИЭ, представленный в cipyKiype на 
рис. 5.7, служит для получения одного частного произведения, к которому 
прибавляются частные произведения, имеющие одинаковый с ним весовой 
коэффициент. Полученная сумма 5, подается на следующий элемент того 
же веса, а перенос С, — на соседний слева элемент. 

В первой советской ЭВМ «Стрела» было реализовано г1араллелыюе миожигельпое >с!-
ройстио. осгговапиое па комбиианиоипых схемах, что по ICM прсмеиам являлос!, ncpwioni.iM 
ретепием. 

Наибольший вклад в создание и разработку итеративных crp>Kiyp внесли американ­
ские специалисты Дж, Спришер. И. Алфке. Д. Лграваль и др. 
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5 9 Методы параллельного умно.ж-е/шя с использованием итеративных структур 

\

S'i.f Ay 

i? 

с, с 

Рис. 5.6. Схема типового итеративного элемента 

Рис. 5.7. i 1араллельный умножитель \ 

Достоинство игератив1гых лот ических струтстур состоит и в том, что они 
позволятот одновременно с умножеттием выполнять операцию сложения. 

Основттая TTpoGjTCMa, решаемая при проектировании итеративных 
структур с ттомощьто технологии интегральных схем, состоит в том, сколь­
ко функциоиа1тьных элементов можно разместить на одноти кристалле. По­
этому первьте итеративттые структуры были реализованы на кристаллах, 
вмещавших 4 x 2 двоичттых разряда (бита). Развитие технологии производ­
ства самих интегральттьтх схем позволяет уже сегодня создавать на одном 
кр11с1а1тле структуры тта 16x16 битов и более. 
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3. Умиож'ение чисел на двоичных сумматорам 

5.10. Систолический метод вычислении 

Сущность систолического метода вычислений состоит в том, что в 
так называемых систолических процессорах информация «прогоняется 
через параллельные магистрали подобно тому, как сердце перекачивает 
кровь но системе кровообращения»'. В традиционных процессорах и ите­
ративных структурах информация продвигается посимвольно через един­
ственный процессорный элемент. Систолические процессоры содержат 
динамические перестраиваемые матрицы элементов, которые принимают 
потоки данных и пропускают каждый поток через определеннуго магист­
раль, содержащую отдельные процессоры. Изменять информационные 
магистрали в систолических процессорах значительно проще, чем в дру­
гих параллельных структурах. 

'itti, 

Г%'п) 

Ml!) 
ЧгДг 

ч 1^11 

'oj/A») 

4l/V 

'02, Ьг,) 

Рис. 5.8. Схема систолических вычислений 

Рассмотрим работу систолического метода на примере перемножения 
двух двумерных матриц 3x2 и 2 x 2 . Необходимая для этого гфимера сис­
толическая структура представлена на рис. 5.8, «, б. Элементы матрицы Л 
поступают слева сверху, а матрицы В — справа сверху. Стрелками покача­
ны направления движения информации. Обработка матриц осуществляется 
несколькими последовательными шагами. Все ячейки этой структуры рабо­
тают одновременно. На рис. 5.8, а показан третий шаг процесса перемно­
жения матриц. На этом шаге получено произведение «,, -бц (нижняя час1ь 
верхнего элемента), оно будет сложено с произведением «,2 •/'21' элементы 

Название метода дано его создателем проф 
MejfJiOHa(Cl-UA). 

X. Т. Куном из Универси!е1а KopneiH-
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Задание для самоконтроля 

которого поступили В верхнюю часть процессора. Пустая ячейка еще ие 
получила никакой информации. На рис, 5.8, б показан четвертый шаг, в ре­
зультате которого появляется первый элемент полного произведения мат­
риц С|| =а^2 •/'21 +'̂ 11 '^i\- В̂ *̂ ** процесс занимает шесть шагов. Сложение и 
перемножение символов матриц продолжается до тех пор, пока все симво­
лы не пройдут через систолический процессор, формируя в его ячейках 
символы матрицы-результата. 

Задание для самоконтроля 

1. иеремпожи1ь на сумматоре прямого кода числа Л = -0,1100011 и В=:-0,ШП10К 

2. Псремиожигь в обратном и дополнительном кодах числа А = -0,1 i и В = -0,1 i , 
3. 11ра)браюнаи. мпожигель В -0,11001 П 01011 в избьпочпую двоичную систему (О, I. Т ). 
4. Перемножить но способу одновременного анализа двух разрядов множителя числа 

/1 = 0,1100011101 и 5 --0,110010001 i : а) начиная с младших разрядов; б) начиная со 
старших разрядов. 

5. Перемножит!, комбинированным методом с одновременным анализом произвольного 
количесгиа разрядов множителя числа Л = --0,100000001 и В = 0,011001110. 

6. 11еремножи1ь числа А =0,11001101 и В = 0,1(КЮ1100, использовав промежуточную 
систему счисления с q - 2'* с одновременным анализом четырех разрядов множителя. 

7. Персмножигь числа /1=0,110П01 и В = 0,1000111, используя формулу АВ = 2АВ/2, 
если В - четное; АВ- 2А{В-\)/2 + А , если В— нечетное. 

8. Умножигь числа 4 = O.fOOiOl• 2^ и В =0,110001-2"', если задана разрядность: семь 
двоичных разрядов со знаком для мантиссы и четыре двоичных разряда со знаком для по­
рядка 
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6. ВЫПОЛНЕНИЕ ОПЕРАЦИИ ДЕЛЕНИЯ ЧИСЕЛ 
НА ДВОИЧНЫХ СУММАТОРАХ 

6.1, Методы деления двоичных чисел 

Деление двоичных чисел во многом аналогично делению десжичнььч 
чисел. Процесс деления состоит в том, что последовательно разряд за разря­
дом отыскиваются цифры чш;тного путем подбора с последующим умноже­
нием этой цифры на делитель и вычитанием это! о произведения из делимого. 

Из множества разных методов выполнения операции деления рассмог-
рим наиболее распространенные. 

Прюжде всего это — «школьный» алгоритм деления, заключаюН;ЕИЙСЯ В 
том, что делитель на каждом шаге вычитается столько раз из делимого (начи­
ная со старших разрядов), сколько это возможно для гюлучения наименьшегчз 
пoлoжи^eJtьиoro остатка. Тогда в очередной разряд частного записывается 
цифра, равная числу делителей, содержащихся в делимом па данном uiai е. Та­
ким образом, весь процесс деления сводится к операциям вычитания и сдви1 а. 

Другой метод выполнения операции деления заключаеася в умножении 
делимого на обратную величину делителя. Здесь возникает новая опера­
ция — вычисление обратной величины, осуществляемое но ичвесрным 
приближенным формулам (например, разложением в биномиальный ряд 
Ньютона и г. II.). В этом случае в состав команд машины должна входи !ь 
спеш'альная операция нахождения обратной величины. 

К наиболее распроС1раненнь1м методам выполнения операции деления 
относится также метод, заключающийся в использовании приближенной 
формулы для нахождений частного от деления двух величии. Ог мего/va 
умножения делимого на обратную величину он отличается только гем. ню 
частное определяется по некоторой формуле, которая сводился к выполне­
нию операций сложения, вычитания и умножения. 

Фактически два последних метода пригодны для использования в спе­
циализированных машинах, в которых операция деления встречаегся но 
часто и ее целесообразно реализовать программным путем. 

В универсальных вычислительных машинах, как правило, рсализуекя 
разновидность «школьного» алгоритма деления. 
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6 I Методы деления двоичных чисел 

В общем случае «школьный» алгоритм деления на примере двоичных 
чисел выглядит следующим образом: 

1100100 IIOIO —делитель 
1010 

делимое — 
делитель — 

остаток — 
1010 -—частное 

0101 
1010 

воссчаиовление остатка -

1011 

1010 
01010 
1010 
0000 

Здесь цифры частпою получаются последовательно, начиная со стар­
шего разряда иугем вычитания делителя из полученного остатка. Ксли по­
лучен Гюложигельный остаиж, то цифра частного равна единице; если ос­
таток очрнцательный, го цифра частного равна нулю, при этом 
восстанавливается предыдущий положительный остаток. 

В случае ноложите;гьного остатка для гюлучения следующей цифры 
частого 1юсле/(ннй остаток сдвигается влево на один разряд (либо дели-
мгпъ и11[);1во па один разряд) и из него вычитается делитель и т. д. 

И cjiy4ae отрицателыюго остатка восстанавливается предыдущий тю-
JK)жиleJи>ilЫH ociaTOK прибавлением к отрицательному остатку делителя, и 
В(юс1аиовлеппый остаюк сдвигается на один разряд влево (либо сдвигается 
дcJrпieJи. вправо па один разряд) и из него вычитается делитель. Такой ал-
inpniM деления получил название алгоритма деления с восстановлением 
осинка. <|)ормально все действия можно описать следующим образом. 

Пусп. А делимое, В — делитель и С — частное, при этом 
А = 0 , а^а^ "•(•'„'- В - О , h^2 •••b„,C - О, CjC^ . . . с „ . 

Для реализации алгоритма деления двоичных чисел, представленных в 
(|)орме с ((шксированной занятой, необходимо, чтобы выполнялось условие 
\yi\ < [Я[. IxjHi ло условие не выполпяегся, ю в первом шаге возникает пе-
peiHunienne разрядной сетки и операция не выполняется. Если Ы < | 5 | , то 
иц первом maie операции проводится сдвиг делителя и определяется оста­
ток А^=- А -В'2 ' . 

Пусть /J| > 0 , тогда С, = I . Процесс деления продолжается дальше: 

Ау^А^-В-2 ^ 
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6 Выполнение операций деления чисел на двоичных сумматорах 

Пусть А<0, тогда С^ = О и проводится восстановление остатка /(,: 
Aj - Д ^В-Т'-. 

Эгот остаток принимается за A'j и деление продолжается дальше сле­
дующим образом: А^ - A'j- В- 2"^. 

Таким образом, алгоритм деления можно описать в общем виде на 7-м 
шаге: 

4 = 4 _ i - f i - 2 " ' . (6.1) 

Ecjm Д > 0 , то С,=] и переход к следующему шагу; если Д < 0 , то 
С\ ^ О и восстановление остатка 

Д_1 =А,^-В-2-', (6.2) 

который принимается за остаток А], и процесс продолжается но формуле 
(6.1). Следовате;гьно, операция деления сводится к носледовачельпому вы­
полнению вычитании (сложений) в сумматоре и сдвигам делителя. Сдви|-
дeJПJтeля может быть заменен сдвигом содержимого сумматора в противо­
положную сторону. 

Алгоритм деления, основанный на реализации формул (6.1) и (6.2), на­
зывается делением с восстановлением остатка. 

Рассмотрим процесс восстановления остатка. -4, < О н С, ={), то fia 

следующем шаге выполняются действия по формуле А,^^ - ,4^'- Л-2"''*'* = 

= А^ + В-2~' - 5 - 2 ^ ' ' * " . После преобразования получим 

< 1 = 4 + f i - 2 " " ^ " . (6.3) 

Таким образом, появляется возможность построить алгоритм деления 
по следующей схеме: Д - Д_| - fi • 2"^', если Д 2: О, то С, = I и переход к 
следующему шагу; если Д < 0 , то С, = О и продолжение по формуле 
Д^1 - Д + fi- 2 '" '̂*. При этом, если Д^, > О , то С,^| =: I н переходим к фор­
муле (6.1), если Д^, < 0 , то Ĉ î - О и переходим к формуле (6.3). Такой 
алгоритм называется делением без восстановления остатков. 

Реализация рассмотренных алгоритмов деления возможна с гюмощью 
двоичных сумматоров обратного или дополнителыюго кода. /1̂ ля хранения 
дели1еля, де1Н1Мого и накопления очередных разрядов частного выдсля101ся 
регистры. Минимальный состав блоков, необходимый для вьиюлиения де­
лений, показан на рис. 6Л в двух вариантах. Варианты отличаются сгюсо-
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бом решшзации сдвига. В варианте рис. 6.1, а осуществлен сдвиг содержи­
мого регистра делителя, а в варианте рис. 6.1, б — сдвиг содержимого сум­
матора. Стрелки на рисунке указывают направление сдвига. Индекс (и) ука­
зывает ориентировочное количество разрядов в цифровой части сумматора 
и регистра делителя. В дальнейших разделах при выполнении примеров 
будет использована структура, показанная на рис. 6.1, а. 

Рис. 6.1. 
CrpyKTvpfrbie 

схемы ляя 
реализации 

6.2. Деление чисел, представленных в форме 
с фиксированной запятой, на сумматорах 

обратного и дополнительного кода 

i !ри делении знаковая и цифровая части частного получаются раздельно. 
Знак част1гого образуется по формуле 

1Ь\я образования цифр частного воспользуемся следующим соответстви­
ем, R котором приведены логические действия над остатками и делителем: 
Знак делимого/) , . .. + + 
'Знак делителя Й + - + 
Чю ;ie;iafb » ey\fMaiope /J, + В -2"' А, + В-2~' А, + В-2~' А, + В -2' 
(Символ « » указывает на изменение знака на противоположный на оче­
редном шаге деления.) 

Иа суммаюрах обратною кода возможны алгоритмы получения частного 
в прямом ш\и обратном коде. Это определяется правилами анализа остатка. 

[[ример 6.1. Разделить числа А = -UJOOI \ и В = -0,11001 на двоичном сумматоре об' 
рапиио коли с получением частого в прямом коде-

Ре m с и и е }[пя реализации примера воспользуемся с1рукгурпоИ схемой рис, 6.1, а и 
меюдом деления с воссюповлеиием остатка, 

11релстапляемчиславобрагнычкодах l^l^ls =11,01100; [В]'^ =11,00110; [В]'^ =00.11001. 
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Определим знак частного: Sg,• ^ Sg^ ®Sg/f = 1 Ф 1 = 0 . 
При этом руководствуемся следующими правилами: 

Вариант I 2 
Знак лелимого J - . + + 
Знак лелтеля/ i + 

1,^,+11-2'"'" 

А^>0 Л, <0 

с, = I с, = О 

Послелова1ельность действий для получения цифр частно! о показана в 1аблиис 6 I 

Oimew ( Г ] = 0.11000. 

Чго делать в С\М. 

3FFaK ociaiKa А^.. 

Цифра часттюго 

••«,-1 + й 2'" ' 

А, >и А, <0 

с , = I с, = О 

А,_, + В2'<''" 

Л, > О А, < О 

с = О с = I 

•1, , + в 2 I " " 

.4, > О . I, < О 

с, = О с, = I 

Т а б л и п а 6.1 

Суммаюр 

1101100 

11111001 

0011001 

1110010 

1100101 

00110111 

1111110 

1111101 

0011001 

0010111 

ИЙОИО 

11 I I I 01 

11 n u l l 

0011001 

0010101 

поопо 
1111011 

I I I01 I I 

ШЩ} 
0010001 

Регистр с 

00000 

оооо-

00001 

0 0 0 1 -

0001 1 

0 0 1 1 -

00110 

01 l o ­

l l 000 

1 100-

11000 

11римечание 

И, 11. СМ := {А\;^,. РгЛ := {В\"^. l>iC := 0: 

|CM): ] ivr ] : 

1СМ]:=1СМ] + | В Й ; 

Л, <0-,С| =U 

lCM);lKc|. 
|CM):=|CM| + | «0 , ; 

/1, < 0: с, = 1: 

lCM);irVr): 

|CMl.= lCM) + l B f t ; 

/f, > 0: Cj = 0; 

Восстановление остатка 

|СМ]:=1СМ]+|й1:5; 

1СМ] ; |РГС| : 

|СМ1:=1СМ1 + | й а ; 

А, > 0: с, = 0: 

Восстановление осгагка 

|СМ]:=1СМ] + 1ВЙ; 

1СМ] ;1РГГ] : 

|СМ]:=|СМ] + № ; 

А, > 0: <-•, = 0; 

Ко[!ен операции 
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По своему характеру операция деления относится к операциям, 
дающим не всегда точный результат, поэтому признаком окончания опе­
рации деления может быть достижение заданной точности (по сумме 
сдвиговых сигналов). Если в процессе деления получили остаток Д = 0 , 
то операция останавливается и в оставшиеся разряды частного записы­
вается нуль. Обычно формальным признаком конца операции деления 
является количество сдвигов: при достижении числа сдвигов, равного 
количеству разрядов в частном, вырабатывается сигнал окончания опе­
рации деления. 

Требуется несколько интерпретировать правила определения цифры 
час г н о ю . В примере 6.1 проводится сравнение знаков делимого и остатка 
иа каждом шаге: при совпадении знаков в частном записывается единица, 
при иесовпадеиии — нуль. Можно сравнивать знаки делителя и остатка, 
тогда единица в 1)черелиой разряд частного записывается при иесовггадении 
знаков, а нуль — при совпадении. 

Для получения частного, представлен HOI о в обратном коде, все дейст­
вия должны осуществляться по следующим правилам: 

Вариант 

Знак ;!t'jmMm(i 

3ii;iK jicjiHFCJiH 

Чк) ;Eeii;irb » CM 

Знак- ociaiKa .(, 

Un(|)pa ч а с т о ю i 

1 

..(, , + Br^'-» 

Л, > и 

с, =1 

с, =1 

А,<0 

с, = 0 

с, = 0 

вое, ост. 

2 

+ 

-
А,_, + В^2-"-» 

Л, >0 

?, = 0 

с, =1 

А,<0 

с, =1 

с, = 0 

вое, ост. 

3 

-
4 

А,_, +В 2 "^'> 

/(, > 0 

г, = 1 
с, = 0 

вое. ост. 

/f, < 0 

?, = 0 

4 

-
-

/(,_, + S ' 2 - < ' - " 

/f, > 0 

с, = 0 

с, = 0 

вое. ост. 

/1, < 0 

с, =1 

г, =1 

Пример fi.2. 1';илсл111ь числа .^==-0,10101 и Д = 0,11ШО на двоичном сумматоре обрат-
[I01 о кода с iinjiyHciHicM частного в обратном коде. 

1'е 111 с и и с CipyKiypnaH схема и метол деления те же, что в примере 6.1. 
1 !релс1?.!!им числа п обратных кодах: 

| . 4 | ^ = 11.01010; 1Д ] ^ = 11,00011; [Щ"^ = 00.11100 . 

Знак рс(ул1.!а[а Л^, . ^̂  |фО = i . 

I iocjiwioiiaiejibiiocib дейсший при решении задачи показана в таблице 6.2 

Оптет {С^^^, ^ П . О О Ш . 
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Г а б л и 11 а 6.2 

Сумматор 

И 0 1 0 Ш 

I010 I0 I 

0011100 

I I10001 

1100011 

0011100 

I I I M I I 

i i i i m 
+ 

0011100 

0011100 

IIOOOII 

m i n i 
i i i i i i i 

OUIIIOO 

0011100 

IIOOOII 

I I I I I I I 

\ n m i 
+ 

0011100 

0011100 

Регистр С 

««)00 

0000-

00000 

oooo-

00000 

0000-

00001 

0 0 0 1 -

0001 1 

0 0 1 1 -

001 I I 

И. r i , C M : = l / I U ; P f e . = 

|см]; |Pi<1; 
ICM]:=ICM] + IBC: 
/fi < 0; c, = 0; 

1СМ1;1РГС]; 

ICM]:=1CM] + I B U ; 
A,<0:cj=0: ( . - l j = 0 ) ; 

lCM];liwi; 
|CM1:=ICM] + |«C; 
/ 1 , > 0 ; c , = 0 ; 

Восстановление остатка 

[СКТЦКТ]; 

[CM1:=|CM] + IBC; 
A, >0.c,= 1; 

Восстанонлеиие остатка 

fcMl.lpSl; 
| C M ] : = I C M ] + | B ] ^ ; 

.4, > 0; c, = 1; 

Хслв = 5 . Коней 

Примечание 

[Bu.i>rt-.= «. 

Затраты времени на выполнение операции деления можно определить 
по формуле 

'де, =" [ ' « . +(! + / ' ) ' „ ] . (б'») 
где п — длина разрядной сетки; 1^^^ — время выполнения сдвига на один 
разряд; /„ — время выполнения операции сложения; р ~ вероятность по­
явления нулей в разрядах частного. 

На двоичных сумматорах дополнительного кода можно получить частное 
как в прямом, так и в дополнительном кодах. Знак частного образуется отдель­
но от цифровой части путем сложения знаковых разрядов но модулю 2. 
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Для получения частного в прямом коде правила остаются теми же, что 
и для сумматоров обратного кода (см, пример 6.!). 

Пример 6.3. Разделить число /̂  = 0,1000! иа Д = - П О П на двоичном сумматоре до­
полнительного кода, qacTiFoe получить в тфямом коде. Используется структурная схема, 
представленная на рис. 6.1, о-

Р е ш е н и е , Поспедовательность действий при решении примера показана в таблице 6.3, 
[А]^ = 00,10001; [Д]" = 11.00101; 1Д]" =00,11011. Используем алгоритм без восстановле­

ния остатка. Знак частно! о; Sgf- = О Ф1 = 1 . 

Т а б л и ц а 63 

CyMMaiop 

0010001 

0100010 

1100101 

00()() 111 

0001110 

1100101 

I I 1(1011 

1100110 

OOIHIJI 

«OOOOOI 

0000010 

1100101 

11001 и 

100(110 

0011011 

I I 0 I 0 0 I 

Регистр с 

00000 

0000-

00001 

0 0 0 1 -

00010 

0010-

00101 

0 1 0 1 -

01010 

1010-

10100 

И . П . С М : = И 1 ; ; Р г С 

[СМ] ; |РгС]; 

l C M ] : = l C M ] + [ iS | ; ; 

/<1 > 0; с, = 1; 

(сМ];|РгС1; 

I C M ] ; = | C M ] + | B | ; ; 

А^ < 0; с, = 0; 

[сЩ1РгП; 

I C M ] ; = [ C M ] + 1B | ; ; 

А, > 0; с, = 1: 

|СМ];1РгГ) ; 

[СМ]-.= 1СМ] + ( в ] ; ; 

А, < 0; С4 = 0; 

( С М Ц Р г С ) ; 

|СМ];=1СМ] + 1в];; 
/f, < 0; Cs = 0; 

£ „ , = 5 , Конец 

Примечание 

= 0 ; P r B : = [ B j ; : 

Ответ: [С]„^ =1.10100. 

Ллгори! м выполнения операции деления должен работать так, что если 
делитель равен О или делимое равно максимальному отрицательному чис­
лу, то вырабатывается сигнал переполнения. 
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Сигна/1 нереполнення должен вырабатываться и в тех случаях, когда 
делимое больше делителя по абсолютной величине для чисел с фиксиро­
ванной занятой. 

6.3. Особенности деления чисел, представленных в форме 
с нлавающей занятой 

^Для получения частного отделения двух чисел, нредсьтвлениых в форме 
с плавающей запятой, необходимо определить m^ - т , //;г̂ ( . /;, - р ^ - р^ . 

Так как мантиссы делимого и делителя —- нормализованные числа, при 
делении возможны случаи, когда \т^\ > ^тц\; [т ,| < \т„\. 

Вели MaiiTHCca делимого больше или равна мантиссе делн!еля. ю в 
конце операции деления потребуется нормализация частного (пар>и1енис 
правой границы). Таким образом, а/поритм деления начинайся с операции 
вычитания делителя из делимого и записи единицы в целую час!ь часиюго. 
Все остальные действия над мантиссами аналогичны действиям над числа­
ми, представленными в форме с фиксированной запятой. 

Если мантисса делимого меньше мантиссы делителя, то |юсле операции 
вычитания па первом uiaie получи^гся отрицательный остаток, что означает 
нуль в целой части мантиссь! частного и продолжение алгоритма деления гго 
рассмотренным выше правилам для чисел, представленных в форме с фикси­
рованной запятой. Таким образом, частное всегда получается в прямом коде, 
а действия над мантиссами осуществляются на ДСОК njin ДСДК. 

Так как при операции деления порядки чисел вычитаются (изображения 
складываются), возможно переполнение разрядной сетки в сумматоре г!оряд-
ков. При иере1юлнении в сторону отрицательных величин 1горядка мантисса 
результата превращается в машинный нуль, а порядку присваивается наи­
большее отрицательное значение. Если делитель равен нулю, то таюке выра­
батываются сигналь! ц> = \ и останов машины. Эти nacTHbie случаи преду­
смотрены iipH реализации алгоритмов в ЕС ЭВМ, где используется а?1Горигм 
деления без восстановления остатков. При этом мантисса делимого имеет 
длину в два раза больше, чем делитель, что иллюстрируется примером 6.4. 

Пример 6,4. Рэ)лелить число /1 = 0,100011 И • 2' на Д = 0.1 111 2̂  

PeuFeuMe- Рассматривается случай, котда |"'^|<1"1д|- Прежде неси» заммиьшакися 

машинные изображения мантиссы делимого |wi^)" = 00.100011 11; мантиссы лслигсля 

l^'wl" -00,1111 и [Ш/,]'^ = 11,0001. 



6.4 Ускорение операции деления 

Все действия выполняются на сумматоре дополнительного кода в послеловательности, 
>к<ваи!!0й в 1аблице6 4 

Т а б л и ц а 64 
CyMMaloji 

00,10001111 
01,00011110 

"^11,0001 

00,00101110 
00,01011100 

* 11,0001 
11,01101100 
10,1101 1000 

* 00,1111 

11,11001000 
11,10010000 

* 00,11 11 
00,1000000(1 

Pefис1р f 

0000 
000-

0001 
001 

0010 
010,-

0100 
100 

1001 

Примечание 

И. П. СМ := [mj ]"; РгС := 0; РгВ := | т „ 
слвиг суммагоров и регистров 
|CM|:=|CM| + lm]; ; 
с, = 1. 
t;lBHF- суммаюров и регистров 
|СМ|=|СМ1 + |Я„ ] ; ; 
Ci=0, 
елниг суммаюров и регистров 
|CMl:=|CM|+[m,i ; ; 
Cj = 0; 
слвиг суммагоров и регистров 
|СМ|:=|СМ| + | т , ] ; , 

с, = 1; 
Koircii 

i:; 

O.'innupcMciiin) н1.Г!!|сляе]ся порядок частного с1гедугог1гим обратом: Рс-Р^-Рн-
= 0,011 0,010-0,001 гтоггре.чеяясгся зггак частою .Vg,. = О® 0=̂  О-

Оттт С -0,1001 2' 

6.4. Ускорение операции деления 
Идея метода ускорения операции деления заключается в том, что в случае 

обра^тванпя досгаючпо мшюго или достаточно большого по абсолютной ве-
jrHMiine остагка очередные цифры частного будут группой одинаковых цифр 

либо nyjreH. jni6o единиц, гюэтому продолжение процесса деления обычным 
способом иигитпе, так как эту группу цифр можно записать в частное сразу, 

Рассмогрим примеры деления десятичных и двоичных чисел: 

2281825 
"2275 

0()()6825 

2275 
1003 

2) 1010001 
1001 
0001001 

lOOi 
1001 

6825 
0000 

1001 
0000 



6 Выполнение операций деления чисел на двоичных сулглгатора^^ 

Здесь на первом шаге получился малый по величине положительный 
остаток, который содержит нули в трех старших разрядах. В частном после 
первой цифры записаны нули в два следующих разряда. Можно утвер-
жда1ь, что при малом положительном остатке в частное можно сразу запи-
сагь к - 1 нулей в соответствующие разряды, остаток сдвинуть на к разря­
дов влево, BbiMecTb из него делитель и далее продолжить операцию деления. 

Если в результате вычитания на каком-то шаге получается большой 
положительный остаток, в котором к старших разрядов содержат единицы 
(для двоичных чисел), то гю меньшей мере в (к~\)-е разряды частного 
можно записать единицу; 

1000000000... 110001 
10001 ГТТТТО 

omjo 
к 

10001 

опою 
10001 

_ 0 1 0 0 ( 0 
10001 

000001... 
Таким образом, в данном случае процесс деления должен осугцесгв-

лягься комбинирова1Н1ым сгюсобом, с анализом (юследовательносги нулей 
(если остаток положительный) или последовательности единиц (если оста­
ток отрицательный) в старших разрядах остатка. При обнаружении такой 
последовательности длиной к сразу можно записать в (А: - 1 )-е разряды ча­
стного соответственно нули или единицы. После этого провести сдвиг" на 
(^ - I ) разряд и продолжить операцию деления. 

В других случаях операция выполняется по обычному алгоритму. 
Рассмотренный метод ускорения операции деления может дать эффею 

только тогда, когда встречаются последовательности нулей или единиц в 
остатках. 

Для ускорения операции деления можно воспользоваться также мето­
дом одновременного определения двух цифр частного, который являе!ся 
развитием изложенной выше идеи. Этот метод реализован в некоюрых 
ЭВМ третьего поколения. 

I\ycib А - делимое; В — делте;гь; Д_| — остаток па ( / - I )-м шаге де­
ления. 

Для остатка справедливо О > |Д_|| < В . 
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6 4 Ускорение операции деления 

Если теперь остаток сдвинуть на два разряда, то 2^ Л^_^. Тогда следующую 
пару цифр частного можно найти из условий, представленных в таблице 6.5. 

Условие лля анализа 

г^А, ,<в 
В<2-А,,<2В 

2fls2-/( , . | <ЗВ 

ЗЙ<2'/(,_| 

Пара цифр HacTFioro 

00 

01 

10 

II 

Т а б л и ц а 6.5 

4 
2'А._, 

2'А,_, - В 

2'А,_,-2В 

2^А,^, -IB 

Изложенный алгоритм деления может быть упрощен, если каждую па­
ру цифр частного определять, исходя из анализа нескольких старших раз­
рядов делителя В и сдвинутого остатка 2^ Д_|. При этом если старшие раз­
ряды остатка 2^ Д_| совпадают со старшими разрядами групп, то 
предполагается, что 2" Д_| принадлежит к области с наибольшим значени­
ем иары цифр частного и исходя нз этого находится остаток А,. Если А, — 
агрица1ельиь!Й, ю гюлучена величина остатка, уменьшенная на В: 

--В<А;^(А,-В)<0. (6.5) 

Гогда коррекция остатка осуществляется следующим образом; если 
раньше проверялось условие JB < 2" Д_, <(J + \)В, где J = О, I, 2, 3 , то те­
перь проверяется эквивалентное ему условие 

и-^)В<2\А,_,-В)<и~^)В. (6.6) 
Можно сформулировать правила, представленные в таблице 6.6. 

Таблица 6.6 
А,_, > () 

Условие лля 
аггализа 

2 ' А, , < П 

И<2-А, , <2Я 

2В<2-,4, , <ЗВ 

1Л<2'..(, , 

Д 

2'А,_, 

2^(,_|-в 
2'А, ,-2В 

2'A,_,~iB 

/f,_i = / 1 , _ | - в < 0 
Условие для 

анализа 

2^/f,., <-ЗВ 

-3/f <2^/f„i < - 2 в 

-2А<2'А,_, <-В 

-А<2'А,_, <0 

А. 

2'А,_,+4В 

2^А,_,+}В 

2^А,_,+2В 

2' А,_, + В 

Пара цифр частного 

А',_1 > 0 

00 

01 

10 

II 

А1, < 0 

— 
00 

01 

10 

Но этим правилам строятся указанные алгоритмы выполнения опера­
ции деления. 
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6.5. Параллельные методы деления с использованием 
итерагнвиых структур 

Как npaBHjiO, при выполнении операции деления тратится один такто­
вый цикл для получения одной двоичной цифры частного. Параллельные 
делители практически невозможно реализовать, используя классический 
прием оггределения цифры частного: вычитанием делителя из TCKyrriero ос­
татка делимого. Вместе с тем наличие быстродействующи?^ пар<1лле;гьных 
умножителей (см. гл. 5) позволяет создавать !гараллельные алгори1мы де­
ления с использованием этих умножителей. Можно реализовать алгоритм 
деления, используя обратную величину делителя и замену операции деле­
ния операцией умножения. При этом обра1ная величина делителя для всею 
диапазона значений хранится в ПЗУ. Емкость ПЗУ зависит от разрядности 
машинного слова (см. табл. 6.7) . 

\ а б л !( ца 6 7 

Разрядность слова, биг 
8 
12 
14 
16 
24 

Емкость ПЗУ. Кбит 
2 

50 
225 
1040 

384000 

Рассмотрим возможность реализации операции де;!енил с использова­
нием итеративных структур на примере устройства, предложепгюю и рабо­
те М. Каина, В. К- Галахера «Итеративное устройство для ускоренною дво­
ичного деления». Здесь приняты следующие обозначения: 

делимое — А- AQ- А^А2...Л^^\ 
делитель — D - DQ- D^D2 ...D/^; 
остаток — Н = R^^' R^R2 ...R/^; 
частное — Q = QirQiQ2--QN • 

Предполагается, что все операнды г!оложительные, нормализованные дроби. 
В итерационной матрице деления (ИМД) исгюльзуегся алгоритм деления 

без восстановления остатка, описанный ранее, но с двумя суигествеиными из­
менениями. Основная идея метода — уменьшение времени волны поразряд­
ных переносов, прогюрционального числу разрядов N, в каждом ряду магрицьт 

Мейзер С. Элпшан Н- «Быс1ролейс1В>ю!пее >'С1ройство деления ЛЯЙ сиециалнитронап-
иы\ ИС различно!"» ижиачсния» М.'')лск1ромика. № 14. 1989 С 29 ^S 
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6 5 Параллельные методы деления с использованием итеративных структур 

Первое изменение заключается в том, что промежуточный остаток R не 
формируется в каждом ряду матрт1цы, а представляется в виде двух двоич­
ных векгоров S и С, которые, будучи сложенными, дают настоящее значе­
ние промежуточного остатка в данном ряду матрицы. Второе изменение 
состоит в применении дополнительной схемы, для того чтобы по виду век­
торов S и С определять, произойдет ли перенос в знаковый разряд проме­
жуточного остатка. Эта схема облегчает определение знака промежуточно­
го остатка, очередного разряда частного и сигнала управления (прибавлять 
или отнимать делитель) для следующего ряда матрицы. 

Два вектора S и С получаются сложением на сумматоре с запоминанием 
переносов векгоров S и С предыдущего ряда матрицы и соответствующего 
вида делителя (в зависимости оттого, прибавляется он или отнимается). 

Вычитание делителя проводится в дополнительном коде, как и в случае 
базовой матрицы для деления. 

На таком сумматоре задержка сигнала определяется только одной логиче­
ской ячейкой и не зависит от длины операндов. Быстродействие схемы опре­
деления переноса в знаковый разряд, выборка делителя или его дополнения, 
задержка на одну ячейку при суммировании — 0С1ювные факторы, опреде-
flflFoume время, необходимое для формирования одного разряда частного. 

Определение переноса в знаковый разряд промежуточного остатка 
проводшся по формуле 

где О^ =Л',С', — порождающая функция; Pi-S^+Cj — накапливающая 
фугп<ция. 

^1ля с;гучая Л' разрядов имеем 

а = ,V|C'| + (5, + С, )SjCj + (S, + С, )(Sj •+ Cj) X 

>= ,v,c, + •. • + (.f, + С,)... ( V 2 + c«-2) V i C » - i • 
Для описания алгоритма деления ИМД можно использовать обозначе­

ния, приведенные в гл. 5. Векторы S и С — это векторы поразрядной суммы 
и переноса соответственно, получающиеся на сумматоре типа 3 в 2 (полный 
сумматор). 

Алгоритм работы ИМД выглядит следующим образом: 
Цикл для / — от О до N. 
Ill а г 1. Формирование двух новых векторов промежуточного остатка: 

если й_| = 1, то S, С := S + С - D ; 
если й_| = 0 , T o 5 , C : = S + C + D . 
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1JJ а г 2. Определение переноса в знаковый разряд промежуточного осгатка: 

Ш а г 3. Определение знака промежу'1очпого остатка: 

Определение очередного разряда частного: Q, = RQ • 
Ш а г 4. Сдвиг векторов S и С влево: 5:= 2(5) , С~2{С). Для / ^ 0 

формально принимается 5 ' - Л - деление, Q_i=\ и С - 0 . Основным явля­
ется шаг !, сформированный выше, он может быть проиллюстрирован cjre-
дующнм образом: 

С(, -CjCj-.X^^jC;^ 

Биты, опредепягошне f 7 

Комбинация суммирования с запоминанием переносов и ускоренного 
определения знака промежуточного остатка обеспечивает высокое быстро­
действие алгоритма ИМД при не очень больших затратах на дополнитель­
ное оборудование. 

Для ИМД, описанной выше, время деления возрастает линейно с уве­
личением длины слова. Фактически зависимость выражается в виде 
N • logiV , где составляющая log Л' вносится схемой определения переноса 
в знаковый разряд (основание логарифма определяется максимальным ко­
эффициентом объединения по входу логических схем). Время деления в 
базовой матрице деления, описанной выше, растет пропорционально Л'̂  
из-за распространения переноса вдоль каждого ее ряда. 

Для Л' = 16 ИМД работает в 2,6 раза быстрее базовой матрицы деле­
ния, но дороже ее на 22 % . Для Л' = 32 скорость ИМД в пять раз превыша­
ет скорость базовой матрицы деления и дороже ее на 25 %. 

Пример 6.5. Разделить с помощью ИМД /1 = 0,1001! иа Д=0,11001 на суммаюре до­
полнительного кода. 

Р е ш е н и е : |/1), =0,10011,1В], =0.11001. [В]. =1,00111; 

Г/, = 5,0 + (.% + f'i ftC) + (•SI + С, %S\ + Cj )S,C, + (S, + C, )(.?j + Q )(5, + Г, )5,С^ 
Ответ: С, =011000. 
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6 Ь lhi[>a.'iiie методы деления с использованием итеративных структур 

Т а б л и ц а 6.8 

РазрядЬ! 

— / 
ж'И!.. 
с' о.е 1 = 1, 
ее и Q_, = 1. то5. С:= 

Примечание 

0 12 14 5 
S 0 10 0 1 I 
Г 0 0 0 О О О 

-В 1 О О I I I S+C-B, 
I 10 10 01 
О 0 0 11 oj 

.V 1 0 1 0 о о 
с 0 0 1 10 0 

te о 1 I о о 1 

с4:=10 + (1 + 0)'Оо + (1 + 0)(0 + 0)Ы + (1 + 
+(-(0+0)(1 + 1 ) 0 1 = 0^ 
/ ( , i ' ' = l«0®o= l ;a = /?„ = 0. 

( --(. 
ее и а = 0,тоЯ,Г:=,5 + С + й ; 

.V I I I I О 11 
Г 0 1 0 0 0 01 

I I I о 1 о 
I о о о о о 
I о о I I 1 

(•-, = M + ( l + l)l•0 + (l + l)(l + 0)l•0 + (l + 
+ 1(1+0X1 + 0 )0 о = к_ 
«^ |= l®0« l = 0;ei = « „ = l , 

г-', с, 
е< |и Q, = \,roS.C.= S + C-B: 

5 I I 1 I О 11 
С О О О I О о) 

1 1 1 0 10 
0 0 10 О О 
10 0 1 1 1 

г.. = 10 + (1 + 0)10 + (1 + 0)(1 + 0)Ы + (1 + 
4(Э(1 + 0)(1 + 1)-0 0 = 1 ^ 
Я,'=1®0®1=0;в2 = «„=1, 

г-̂  с, 
cf 1И (j; = I. тоS, C:=S + C- В: 

S 0 10 1 О 11 
С 0 10 1 о о 

.V 10 10 10 
с 10 10 0 0 

ili 0 1 10 0 1 

с"|: = 11 + (1 + 1) 0'0+(1 + 1)(о+0)м + (1 + 
+ :)(0+0)(1 + 1 ) 0 0 = | , 
« " = 0 « 0 » 1 = 1;Уз=0. 
S -- S. 

ее 1И бз = 0.1о •?. С = 5 + С + В, 
S 0 1 1 0 11] 
С 0 10 0 О о) 

.S 1 1 0 1 1 0 
Г 1 О О О О О 

т о I 1 0 0 1 

(_, = М + (1 + 1)'1'0 + (1 + 1)(1 + 0 ) 0 0 + (1 + 
+ ')(1 + 0)(0 + 0)Ь0=1, 
; (^=0®0»1 = 1 ;а=0 , 

(, = с 
е ™ a = 0 , 105',C:=S + C+S; 

,S О () I 1 1 I 
С 1 0 0 0 О О 

= 0 0 + ( 0 + 0 ) 1 0 + (0+0)(1 + 0 ) | ' 0+(0 + 
)(1+0)(1 + 0)10 = 0, 

'• Й„ = 0®1®0=1;е5 = а 

Па рис. 6.2 пр^'дставлена типовая процессорная ячейка, разработанная 
AipasarteM для ите,"дативных структур, используемых для устройств деле­
ния. В типовой я 'ц-«е сигнал 6, прибавляется к результату суммирования 
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ч 

'/. 

/с 

\ 

^ 

/ 
*1 

\ 

г~ -Дт~ 
1 

\\\} 
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о,-

IW 1 
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wfcA 1 

iP-: 
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_ « L 

»; 

\ 
J, ^ ^ - > 

Рис. 6.2. Типовая итеративная 
структура Лтраваля 

а, и с, только в том случае, когда 
qj~\- Кроме того, t\ всегда вклто-
чается в процесс вычислений ожи­
даемого переноса е^^^ и двух 
сквозных переносов (j,^, и Т̂ ,̂ . 
Все процессы, происходящие в ти­
повом процессоре, оиисывакпся 
уравнениями: 

с,̂ ., = а,с, + (а, + с, ){qI • / ' , ) , 

Общая схема делительного устройства представлена на рнс. 6.3. Основ­
ными элементами этого устройства являются одноразрядные сумматоры с 
ускоренным переносом (ОСУП). На рис. 6.3 величина а (делимое, имеет семь 
разрядов) делится на величину h (делитель, имеет четыре разряда), разряды 
частного q получаются на соответствующих выходах. При этом разряд 
частного 9, = I только тогда, когда прибавление делителя h и 
дополнительном коде приводит к положительному остатку, что указывается 
единицей переполнения из старшего значащего разряда. С другой стороны, 
если 9 ^ - 0 , то первоначальное значение остатка на эгом niaie 
восстанавливается. В устройстве деления в каждом ряду матричной 
структуры образуются две частичные суммы. Поэтому восстановление 
происходит несколько своеобразным способом. Если возникает 
необходимость восстановления (или любого неарифметического действия), 
то результат суммирования двух частичных остатков от предыдущего Hiara 
передается в следующий ряд как входная величина. Дополнительнь!Й код 
делителя образуется как обратная величина в каждом разряде дели(е;!я, чю 
вызывает перенос е-\ и добавление единицы в правый разряд делигеля. 

Очень важна процедура определения знака остатков. Примем во вни­
мание следующее; 

1) если коррекция не требуется, то среди переменных .S", С,, С, и Г .̂, д 
только одна величина может быть равна единице (если единице равна не 
одна величина, то это указывает на положительный знак); 



6 6 Операция извлечения квадратного корня 

Рис. 6.3, ("ip) кг\ ]1|1ая fxcMii >cipoMcr[ia 
.icjifHifH ifii 111ср;!П1ВИЫЧ сгрук1\р;|х 

2)ecjm коррекпмя перегюлпеиия необходима, то по крайней мере две 
или 1ри ве1гичипь! m .V, Г,, (\, <1'пл Р^вны единице (если три величины 
равги.1 едпгн1це, го inaK остатков гюложительиый); 

3)ecJiH ^ViA ~ ' ' 10 требуется коррекция на следующем шаге. 

C'MiHajH>i Л'. С,, С', — это выходы левых ячеек каждого ряда, а сигнал 

('(I д ожилаемыи иерсчюс в данном ряду. 

! пким обраюм, иоложи1ельг1ый знак гюлучается при ус;ювии 

7. - .Ь -ФС |ФСЛ©С^ | .А . 

6.6. Операция и ю л с ч е н н я квадратного к о р н я 

()ггераг1ия ишлечспия квадратного корня как самостоятельная операция 
в сис1ему коман;! ЭВМ включае1ся в случае, когда приходится относительно 
час!о прибегагь к ее вьнюлнению (не менее 2 % от общего числа операций). 
I акис сипации Moryi встречаться при создании специализированных ЭВМ. 

OcHOBiibtM приемом для приближенного вычисления Квадратного кор­
мя и >nnBcpcajH.HMX ЭВМ является метод итераций, ос1юванный на исполь-
зовапни формулы Иыоюна. 

I h c n , V' = V J . Ч'огда F{x, у) = у^ -х==0, F'(x, у) = 2у. Считая, что 

V,, =s 1 ссп, п))и0Jmжerиioe значение искомой функции, по теореме Лагранг 

жа можно определнгь F{x, у^^) = f(x, у,,)- F{x, у) = {у„ - y)Fl,(x,y„), где 

V, некоюрос промежуточное значение между у„ иу. 
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(у Bhinowemie операций деления чисел на двоичных сулгматорох 

Тогда _у„̂ | ^ у„ -{у^п -^)/2_)'„ , ИЛИ 

Уn.^ ^^МУ.,+Х1У„)^ (6.7) 

где н - О, i, 2, . . . 
Формула (6.7) может быть положена в основу алгоритма вычисления 

квадратного корня. 
На практике исполыуют и несколько иной метод. Пусть задано подко­

ренное число а = О, й',й'2 ...а,,. Предположим, что удалось найти (^ - I )-\о 
цифру значения корпя, равную 0,b^2--^hr '^^ условию, очередной оста­
ток /̂ ^_| ~ А~0, h^2 -••^к-\ > О . Очередная цифра hi, может быть нуль или 
единица. Очевидно, что если А^ >0 ,то h/^ =\. При этом 

Af, =A~{0J)^h2...h^_i]f ^A~(0,h^b2...h^_^f -l-l" •<),Ьф^ ...h^^^-2-^\ 

или 

4 =Лч-2^'*-'*0,/^,/^2.../^^„,0!. (6.8) 
Следовательно, для получения очередного остатка надо к уже найден­

ному числу 0,h^2---hk-i приписать пару цифр О! и вычесть полученное 
число, предварительно сдвинутое ия(к-\) разряд, из предыдущего остат­
ка. При этом, если А/^ >: О, то /j^ = I; если Af. < О, то hf, =^0 . 

Таким образом, (6.8) показывает, что операция извлечения квадратного 
корня напоминает операцию деления на переменный делитель, равный 
О, Ьф^ ..-^i_|Oi . Первое значение переменного делителя равно 0,01. 

Пример 6.6. Извлечь квадратный корень из числа А =0.100101 на сумматоре дополни­
тельного кола. 

Р е ш е н и е . См. табл. 6.9. 
Отвег: Я =/^ = 0.110000, 

При обращении с отрицательными числами следует вырабатывать сиг­
нал переполнения, который покажет нарушение правильного прохождения 
алгоритма. 

Задание для самоконтроля 

1. Разделить заданные в прямом коле числа: а) 1/1]̂ р = 1,100011 и 1 ]̂̂ ^ = !,! 100П . 

б) Щпр =0,100111 и [й]„р =1.1000П, 
2. Разделить заданные в обратном коде числа [А]^ = 1,011001 и [В]^ = 0.11001 методом 

с восстановлением остатков. 
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Задание для самоконтроля 

Т а б л и ц а 6.9 
Суммаюр 

00.10(1101 
^11.110000 

00.010101 
00.101010 

* 11.011000 

00.000010 
00.000100 

"^1 1.001100 

11.010000 
"^00.110100 

00,000100 
00.001000 

*11.001 МО 

11.010110 
* 00.110010 

00.010000 
*1 1.001 111 

11.011111 
^00.1 10001 

00.010000 
ooiftoooo 

'̂  11,001111 

1 1.10111 1 

Регистр в 
000000 

000001 

00001-

000011 

00011 

000110 

00 и 0 -

001100 

01100-

011000 

11000-

110000 

Примечание 

И . 1 | . С М : = [ / 1 ] ; . Р г й = 0: 
с м := [ С М ] + 1-0.01];. 

ь, = 1 ; 
сдвиг 
С М : = ] С М ] + 1-0.101];; 

(., - 1 ; 
слпиг 
с м := [ С М ] + 1-0.1 101];;; 

Ь, ^ 0; 
восстановление остатка 

слпиг 
С М ; ^ [ С М | + 1-0.Ии01)"; 
Ь,--{): 
восстаиовленне остатка 
сдвиг 
С М := [СМ] + 1-0,110001]^; 
^ = 0 : 
восстановление остатка 

сдвиг 
СМ : - [ С М ] + [-0,! 100001]"; 
h^=i): 

Конец 

3. 1'а!лели1Ь заданные в догголнительном коде числа (/(]д^^ =0,110000 и 
|Л),,„„ =1.000111 метолом 6ej восстановления остатков. 

4.11ай1и •laciHoe oi деления чисел И ] ^ = 0,1010001111 и 1Д]^ = 1,10101 lOOiO с ис-
пользованием ускоренного метода, 

5. Можно ли ириме1гигь правила двoичF^oгo деления чисел, представленных в минус-
. 'HioHMiioii CMCICMC? 

б.Провссги ня счммагоре обратного кода деление чисел /(=-0,10011-2"^ и 
а - О.ЮОИИ 2 . нредсганлетн(ых в форме с плавающей занятой, 

T.llpoBcciH лелеинс на сумматоре дoнoлFlИтeльнoгo кола чисел /J = 0,1011012' и 
й = -0.111001 2 ' , прелставленггых в форме с плавающей запятой. 

8. Вочможио ли переполнение разрядной сетки при делении чисел, представленных в 
форме с илавакнией занятой? 

9. Извлечь квадратный корень из числа /1 = 0,111 П 1 Fiaсумматоре обратного кода. 
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7. ВЫПОЛИКНИЕ ОПЕРАЦИЙ НАД ДЕСЯТИЧНЫМИ 
ЧИ( ЛАМИ R ЦИФРОВЫХ АВТОМА ГАХ 

7.1. П|>с;11:1нн11С1111с ;ич'111И'||1Ы\ чисс! к Д-колах 

Операции над дсснгичными числами (десятичная арифмоика) чпсю 
включаются в cociau основных команд универсальных ' )RM. Кроме к ч о . 
десятичная арифметика рсаличуетсЯ широко в члсктромных к.члькчляюрах 
и персональных микро'^НМ. Почгому кроме общей ии(])ормацмц о 1ичмо:)к-
HociH 11рсд,сгяР1Лсиии десятичных чисел разработчику нсопхо;н1\!о nian, и 
ajHopHiM иынолиспия арифметических операции-

Д-коО 1()в{)ичио-ко()1/рова11И(>е iipeikantKiienue) Оеся/личпо.'о чист — 
такое е.Ч) прейспишлеиие. в котором ка.ждая (к'сятичиая цифра ииюра-
жастся ик/тра^ой la двоичных симаояоп: 

•''., - {(ija'ja',af Jila.^aiQ^a,'},-••'ft'j'al'a л^!'!^,. (7.1 ) 

,п)е а,' двоичиуе разряОы тетрады / ; п - котчесито dixnmu'onAx раз­
рядов. 

Количество различных Дчсодои определяется количеством lioiMO/itiibix 
сочетаний ио 10 иа 16 комбинаций, которые допускает гстрада. 

При о6[)азоваимн Д-кода следует исходить ит общих |рс6оияний, 
гтре>и>являемых к системам счисления; 

р;13.аичным десятичным цифрам должны соответстуоватт, различные 
1еграды, 

66jn,ujafl деснгич!1ан цифра должна и'юГ>ряжа1Ься Подыион 1с1[)ад1Ч1 
(если разряды !е|рады имеют вес по диоичиой системе счисления): 

дли десятичшлх ци(})р ц - {a,ja-,a-,a| | и А - {P.iPiP^l^i i - свячаппых со 
ои!о|1!унием а t /.'- 9. дол?кцо удовлетворяться }'слоиис 

(О, если (X, = 1 
[i, ^\ ( / - 1 , 2 , 3 . 4 ) . (7,;.') 

11, если а, = О 

Д-К(1Л!' oripmoBJirio (11 ПОЛНО! о иа:ш: 



7 / Предспшоление десятичныл чисел в Д-коба*^ 

Для однозначности перевода чисел в Д-код и обратно желательно, что­
бы разряды геград имели определенный вес. Тогда значение десЯ1ичной 
цифры а, coornciCiпуст выражению 

с/, - aja.j 4 н,,ст_-1 ! i.Xjfj2 + а | а | , (7-3) 

[ дс о, — вес разряда тетрады. 
В Ta6juii ic7.l представлено кодирование десятичных цифр в различ­

ных Д-кода\ . 

Д с с я т и ' т ы с 

(1 

1 
2 
3 
-1 

^ 
1, 

« 1' 

Л, 
(1ЛК-Н-МП 

8421) 

«1100 
11001 
0010 
001 1 
0100 
0101 
оно 
0111 
1000 
1001 

Д : 
( f i i c i c M a 

2'1Л) 

0000 
0001 
0010 
001 1 
0100 
1011 
1100 
1101 
11 10 
1111 

Э к в и в а л с т ы в кодах 

Д ; 
(cHcieMa 

SI21) 

0000 
0001 
00 10 
ООП 

о т 
1000 
1001 
1010 
101 1 
1111 

Д . 
( с н о е м а 
«421 М) 

ООП 
0100 
0101 
ОНО 
0111 
1000 
1001 
1010 
1011 
1100 

д. 
(сиии'ма 

53-21) 

0000 
0001 

о т 
1010 
0101 
1000 
1001 
1111 
1100 
1101 

1 а с 

д<, 
( с т л с м а 

75-31) 

0000 
0001 

оно 
0111 
1010 
0100 
0101 
1000 
1001 
1110 

л о м а 7.1 

д, 
(ciicieMa 

-Vt21) 

0000 
0001 
0010 
001 1 
0100 
1000 
1001 
1010 
1011 
1100 

И изблице для каждого Д-кода указаны разрешенные комбинации. Все 
лру| ие комбинации - запрещенные. 

Наличие разрешенных и запрен1ен[1ых комбинаций — очень важное 
cBoifcrBo Д-кодов. Оно отличает их от обычных позиционных систем счис­
ления, в 1согорых все комбинации — разреп1еннь[е. 

PaccMoi рим н;1и6о.11ее расмрос граненные Д-коды. 
Код Д | прямого замещения (система 8421). В коде Д , разрешенные 

комбинации соответствуют двоичным эквивалентам десятичных цифр с 
весами разрядо!!. равнь1Х степеням основания 2. Для эгого кода не BbrnojniH-
сгся усЛ()[и1С (7.2), так как цифры, являюпщеся доио:п1е)1ием до 9, ие полу-
чаютс.ч простым инвертированием наборов тетрад. 

Код Д^ (система 2421). Для кода Д ; веса разрядов тетрады соотвез-
сгвенмо равны 2, 4, 2, ] ; таблица кодирования делится на две части: от О 
до 1 — тетрады повторяюг двоичные эквиваленты; от 5 до 9 — по сравне-
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7. Выполнение операций над десятичными числами в цифровых автоматах 

нию С двоичной системой каждая тетрада содержит избыток +0110. Это 
дает возможность лк^ую цифру одной части таблицы превратить в ее до­
полнение до 9 простым инвертированием. • 

Код Д^ (система 8421+3). Для этого кода все тетрады имеют значения 
на три единицы больше, чем тетрады кода Д, (отсюда название кода), и 
для него не существует целочисленных значений веса, которые удовлетво­
ряли бы (7.3). 

Коды Д; (система 53-21) и Д^ (система 75-31). Эти коды отличаются 
от вышеназванных кодов тем, что для них некоторые веса имеют отрица­
тельное значение. 

В вычислительных машинах разного назначения чаще всего исгюльзу-
ются коды Д, и Д4. 

7.2. Формальные правила поразрядного сложения в Д-кодах 

Для определения формальных правил поразрядного сложения чисел, 
представленных в Д-коде, рассмотрим те особенности, которые присущи 
этим кодам. 

1, Наличие разрешенных и запрещенных комбинаций. 
Появление запрещенной комбинации при выполнении каких-то дейст­

вий над числами свидетельствует о возникновении ошибки или же о необ­
ходимости ввести корректировку результата. 

2. При сложении тетрад возникает потетрадный перенос п| - 1 6 вме­
сто поразрядного переноса п, = 10 . Это приводит к необходимости коррек­
ции результата. 

В самом деле, если складываются числа А^ = а^,а^_^ ...а^а^^ и 

^л - КК~\ • • • ^1^0' то сумма С^= А^+В^ и 
С, =а, +Ь, + п,^| - n^q , (7.4) 

где С, — /-Й разряд суммы; п,^, — перенос из младшей тетрады; п, — пе­
ренос в старшую тетраду (п,_, = {0,1}, п̂  = [0,1], ^ = 10). 

Далее выведем правила сложения применительно к Д-кодам. 
При сложении чисел в коде Д, могут возникнуть следующие случаи. 
1. Пусть (7, +h, +п,, | <10 , где а^,Ь, —тетрады кода Д, . При сложении 

в данном разряде числа образуется сумма меньше 10. Если действия над 
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7 2 Формальные правила поразрядного сложения в Д-кодах 

разрядами тетрады проводят по правилам двоичной арифметики, то пра­
вильный результат получают без коррекции. 

Пример 7.1. Сложить тетрады а, =0100 и й,=0101 при значении п ,_ ,=0 . 
Р е ш е н и е с, =а, +Ь, 4^п,_, = 1001. 
Ответ с, = 1001. 

2. Пусть а, + h, + п,_, > 10, т. е. возникает десятичный перенос и сумма 
должна быть равна а, + й, + п,^| - п, 10 , где п, = 1. 

Свидетельством того, что результат неправильный, является либо по­
явление запрещенной комбинации, если 15 > д, +6^ + п,_, к 10 , либо появле­
ние потетрадного переноса п] =\6, что превышает значение десятичного 
переноса на 6. Следовательно, требуется коррекция результата в данной 
тетраде введением поправки, равной +0110. 

Пример 7.2. Сложить геграды а, =0101 к Ь, = 1001 при значении п,_, = 1 , 

Р е ш е н и е с'^ - а, +6, -f-n,., =1111 . 

Величина с, = 11 М - занретеннан комбинация. Следовательно, надо ввести поправку; 

1111 
*0110 

(1) = 0101, 

т. е. резулыа! рапси 0101 в дайной тетрале и образован перенос в старшую тетраду. 
Ответ с, =0101,н, =1 . 

Пример 7.3. Сложить тефадь! а, = 0111, й, = 1001 при значении п,_| = 1 . 
Р е !л е и и е . с,' = «, + ft, 4̂  п,_| = (1)0001. 

п', 
Появление иогегршншго переноса требует коррекции результата: с, =0001 + 

+0110 = 0111. 
Ответ с, = 0111, р, = I. 

Примеры, рассмотренные выше, дают возможность сформулировать 
следующие правила потетрадного сложения чисел в Д, -коде: 

если при потетрадном сложении перенос в соседнюю старшую тетраду 
не возникнет {п, =0) , то результат суммирования не требует коррекции; 

коррекция результата потетрадного сложения путем добавления по­
правки + О! 10 требуется в случае, если: 

а) возникает потетрадный перенос в старшую тетраду (п, = 1); 
б) возникает запрещенная комбинация. 
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7. Выполнение операций над десяти числами в цифровых автоматах 

Устройство, которое работает по сформулированным выше правилам, 
называется одноразрядным десятичным сумматором для Д-кода (рис. 7.1). 

Рнс. 7.Г Cipyicrypiiafl схема одноразрядною 
десятичного сумматора ддя Д[-кода 

Рассмотрим пример суммирования целых чисел. 

Пример 7.4. Сложить числа /( = 279 = 001001111001 и В = 581 =010110000001 , запи­
санные в коде Д(. 

Р е ш е н и е . Прежде всего проводится потетрадное суммирование, а за1ем коррекция 
там, где это необходимо: 

А= 0010 
fl= * 0101 

0111 
1000 

1001 
0001 

n i l 
Olio 

1010 
оно 

с - 1000<-0110<-0000 
Здесь стрелка указывает передачу единицы десятичного переноса. 
Отчет: Г = 860 = 1000 0110 ООООд,. 

При сложении чисел в коде Дз могут возникнуть следующие случаи. 
1. Пусть а,' < 5 и 6,' < 5 , где а', Ь', — тетрады для кода Д2. Тогда: 
если а', + h' + п,., < 5 , то результат сложения не требует коррекции; 
если а' +Ь' + п,̂ , > 5 , то результат попадает во вторую часть таблицы 

кодирования, где с,' = с, + 6 . 
Здесь необходима коррекция результата введения поправки ОНО. При­

знак этого — появление запрещенных комбинаций. 
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7 2 Формальные правила поразрядного слолсемия в Д-кодах 

2. Пусть а]>Ъ И *,' < 5; 15 > а,' + *,' + п,̂ , > 5 . 
Так как а' = а, + 6, при суммировании поправка не требуется. 
3. Пусть U,' г 5 и *' > 5; п, = 1. Тогда: 
если 10 < а,' + й,' + п,_| < 15 , то результат требует коррекции путем вве­

дения поправки -ОНО, так как появляется запрещенная комбинация'; 
если же а[ + Ь] + п,_| < 15 , то результат не требует коррекции. 
При потетрадном суммировании в Дз -коде результат суммирования 

без коррекции получается во всех случаях, кроме следующих: 
если при огсутствии переноса в старшую тетраду (п, = 1) возникает за­

прещенная комбинация, то требуется ввести поправку +0110; 
если при наличии переноса в старшую тетраду (п, = 1) возникает за­

прещенная комбинация, то требуется ввести поправку -ОНО (1001 в об­
ратом коде или 1010 в дополнительном коде). 

Гак как поправки бывают положительные или отрицательные, их вве­
дение сопровождается блокировкой цепей межтетрадного переноса в пери­
од коррекции результата. 

Пример 7.5. Сложип, числа /(=001001001110 и 8 = 000111001111, записанные в 
КО;ЕС / Ь 

1'еи1С!!ис Сначала проводится сютетрадиое суммирование, а затем ocyiiieciвляетсн 
коррекции 

А= 0010 0100 1110 
fl= * 0001 1100 1111 

0100»-0001<-1101 

l'ejyjn.ia[ получился без коррекции, 
Отжт (•„ =0|000001110|д^ 

Пример 7.6. Сложить числа /( = 137 = 000100111101 и S = 457 = 010010111101, запи­
санные н коле 1\2 

I* с HI с и и с - Сначала 11ро|Шли1ся гсогетрадное суммирование, а затем коррекгшя: 

/(= 0001 ООП 1101 
й= 0100* 1011 1101 

,0101 1111 1010 
ОНО * 0000* 1010 
1011 1111 0100 

Исключение из этого случая возникает при а, +й, +П,., =15, когда не требуегся вво-
дн1ь поправку, так как появится разрешенная комбинация. 
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В младшей тетраде возникает перенос п, = I и запрещенная комбинация — вводится 

поправка 1010 в дополнительном коде; в старшей тетраде при п, = 0 возникла запрешеиная 

комбинация — поправка вводится 0110. 

Ответ С = 594 = 1011 | Щ 0100д^ , 

При сложении чисел в коде Д4 возможны следующие случаи. 

Пусть а'/= «, + 3, й,"= Ь, + 3, где а' и Ь" — тетрады для кода Дд . Тогда: 

если а" + Ь^+ п,_, < 10 , то с ' = а, + 3 + й, + 3 + ti,_| = а, +b, + п,_, + 3 + 3 ; 

результат требует коррекции путем введения поправки - 0011 ; 

если а" + Ь", + n,^j > 10, то с" = а, +Ь, + п,_̂ , + 3 + 3 . 
Здесь возникает десятичный перенос, который, по условию, «уносит» с 

собой шесть избыючных комбинаций. Следовательно, в данном случае 
требуется коррекция результата путем введения поправки -̂  ООП . 

Пример 7.7. Сложить числа ^ - - - 35 -01101000 и В = 28 ^ 0101 1011 . заммсампыс в 

коле Дд 
Р е ш е н и е , Сначала проводится потетрадное сложение, а затем введение поправок-

А= ОНО 1000 
й= * 0101 1011 

1100 «-ООП 
ООП + ООП 

Г= 1001 ОПО 
0010П0„^, 

поправки 

Ответ Г = 63 = I 

Здесь поправки вводятся при блокировке цепей по1е1радного переноса. 
Правила введения поправок можно сформулировать так; 
если при сложении тетрад не возникает переноса (п, = 0 ) , то поправка 

равна - О О П (или дополнение + 1101); если же возникает потетрадный пе­
ренос (п, = 1), то поправка равна + 0011. 

Аналогичным образом можно рассмотреть правила суммирования для 
других Д-кодов. 

7.3. Представление отрицательных чисел в Д-кодах 

Представление Д-кода в разрядной сетке машины может осуществляться 
в форме либо с фиксированной, либо с плавающей запятой. При этом отри­
цательные числа должны представляться в прямом, обратном или дополни­
тельном кодах. Поэтому, если Л = -О, a^a2 • • - « „ , где Й, — тетрады, то 
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'' 3 Представление отрицательных чисел в Д-кодах 

[А]^=\,а^а^..Л„\ (7.5) 

где а, — дополнение до ly - 1 во всех тетрадах; а, — дополнение до ly - 1 во 
всех тетрадах, за исключением младшей, для которой это дополнение т q = \0 , 

Из правил преобразования (7.5) следует, что 
а, + a,=q-\. (7.6) 

Это означает, что для Д-кодов, для которых выполняется условие (7.2), 
обратный код получается простым инвертированием набора тетрад. 

Пример 7.8. Иайги обратный и дополнительный коды в коде Д, для числа 

А = -0,127 = -0,0001 0010 1101д^ . 

Р е ш е н и е . Иа основании (7.5) \Л]^ = 1.1110 1101 0010. 

Исиольчуя соогмотение \МФ-^п" ~\Мл- находим дополнительный код: 
\Л\^ =1.1110 11010011. 

Прибавление елипииы в младшую тетраду при образовании дополнительного кода в ко­
ле Д; осуществляемся но ггравилам сложения для этого кода. 

Ответ jJ),,- - 1.1110 1101 ООЮд,: [А\^ = 1.11 10 1101 0011д^ 

Пример 7.9. 11ай|и обратный и дополнительный коды в коде Д4 для числа 
/f = -0.45Ч| .0.0111 1000! ЮООЮОд̂  . 

Ре Ml е ii и е На основании (7.5) 

[̂ 1„б =1,1000 0111 ООП 1011; 
[^]„ =1,1000 0111 ООП 1100. * '̂ 

Прибавление единицы в младшую тетраду при образовании дополнительного кода в ко­
де Д4 не ipeOyei коррекции. 

Ответ см формулу (а) даиното ггримера. 

Код Д, о1личается тем, чтх) для него не выполняется условие (7.2). Эта 
особенность кода влияет на образование обратного или дополнительного ко­
да, так как инвертирование набора тетрад означает получение дополнения до 
2 - 1 = 1 5 . Следовательно, необходимо убрать разницу. Один из используе­
мых при эюм приемов состоит в том, что во все цифровые тетрады числа в 
коде Д| добавляется 4-ОПО и после этого проводится инвертирование набо­
ра. Полученное изображение представляет сс^ой обратный код числа. 

Пример 7.10. Получить обратный код в коде Д, для числа Л = -0,256 = 

-4).0010 010101HV 
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Р е ш е н и е . Сначала во все тетрады добавляется 0110; 

0.0010 0101 ОНО 
+ 4 - 4 -

0110 оно оно 
0,1000 1011 1100 

После инвертирования этого набора получаем [А]^ = 1,0111 0100 0011д . 

Ответ [А]^ = 1.0111 0100 0011д^ , 

7.4. Выполнение операций сложения и вычитания чисел 
в Д-кодах 

Все арифметические действия в Д-кодах выполняются над операндами по 
формальным правилам десятичной арифметики, сформулированным выше. 

Возникающие при этом специфические особенности целесообразнее 
рассмотреть на конкретных примерах. 

Пример 7.П. Сложить в коде Д, на сумматоре дополинтельиого кода числа 

^ = Ч).100000100101 и 5 = 0,100101000110. 
Р е ш е н и е . Исходные числа представляются в дополнительном коде и их изображения 

складываются: 
|/1), = 1. 0001 
т, = * 0. 1001 

, 1. 1010 
ОНО 

U I I I 
0100 
1011 
ОНО 

0101 
ОНО 
Ч)]1 
ОНО 

|С), = 0,«-0001«-0010«-0001. 

Ответ: Г = 0,0001 0010 0001д . 

поправки 

Пример 7.12. Сложить в коле Д[ на сумматоре обратного кола числа 

/( =-0,0100 1000 01 Н и fl =-0,0010 ООП ОНО. 
Р е ш е ir и е . Исходные числа представляются в обратном коде и их изображения скла­

дываются: 

[А]^ = I, 0101 0001 0010 
[Slot = I, ̂  0111 ОНО ООН 

^ О, НОО 01П ОНО 
ОНО 0000 0000 поправки 

|С]^ = 1,«-0010 ОТП ОНО, 

При коррекции в коде Д, цепи межтетрадного переноса в сумматорах неблокируюк 
Ответ гголучаем ггосле преобразования результата из обратного кода. 
Ответ. Г =-О.ОН! 00100011д . 



7.4 Выполнение операций сложения и вычитания чисел в Д-кодах 

Пример 7ЛЗ. Сложить в коле Д; на сумматоре дополнительного кола числа 

/(=-0,0000110100111011 и Я = -0,0000111100101011. 
Р е ш е н и е . Если все делать по правилам, то [Л\^ = 1,1111 001011000101, В последней 

тетраде получена запрещенная комбинация, что свидетельствует о необходимости коррек­
ции путем введения поправки 0110: 

0101 
•^0110 

1011. 
Аналогично для вгорого числа получаем в последней тетраде 1011. Следовательно, 

| /(1. = 1. 1111 0010 1100 1011 
[В],=* 1. 1111 0000 1101 1011 

1.«г 1110«-0011«-1010«-0 | |0 
0000 * 0000 1010 "̂ ЮЮ поправки 

| Г | . = I, 1110 ООП 0100 ОООО 
Проводится обратное преобразование дополнительного кода. 
Ответ С = -0,0001 1100 1 ЮОООООд̂  . 

Пример 7.14. Сложить на сумматоре обратного кода (система Дг) числа 
/( =0.1110101100Пд, и А = -0,|1000100101|д^. 

Р е ш е н и е . Сначала числа записываем в обратном коде и их изображения складываем: 

(•4)об', I. ООП 10П 0100 
| f l U = U, П10 10П ООП 

0,«-0010«- 0П0*^1000 
* 0000 * 1010 "^0110 поправки 

(С]„5 = О, 0010 0000 т о . 

Ответ \С\^ = 0,0010 0000 111 Од̂  . 

Пример 7.15. Сложить в коде Д4 на сумматоре обратного кода числа 

/( =-0,1011И0001II1001 и fl = 0,00nlOOOIOOIIOIO. 
Р е ш е н и е , Сначала записываем в обратном коде и затем складываем изображения: 

(/(U, = I, 0100 ООП 1000 ОНО 
|Я1об = "• W 4 100° 4)° ' 'ДЮ 

1, 0111 1100 <х 0010 <-0000 
П01 НОГ "^0011 "̂ ООИ поправки 

[Ги= I, 0100 1001 0100 ООП. 
При введении поправок цепи межтетрадного переноса блокируктгся и отрицательные 

поправки вносятся в виде дополнения (! 101). 
Ответ Г = -01011 ОНО ЮН 1 ЮОд̂  . 

Рассмотренные выше примеры выполнения операций сложения в Д-
кодах позволяют сделать ряд общих замечаннй; коррекция результата может 
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осуществляться автоматически либо программным путем, либо с помощью 
аппаратных средств. Первый метод потребует разработки специального бло­
ка управления, а второй — усложнения схемы собственно сумматора. Эчу 
задачу разработчик решает в конкретной постановке в зависимости от требо­
ваний. На практике чаще используется схемный метод коррекции. 

По изложенным выше правилам реализуются алгоритмы сложения 
(вычитания) чисел, представленных в форме с фиксированной запятой на 
специальных десятичных сумматорах. 

Для десятичных чисел с плавающей запятой используют ту же мегоди-
ку, что и для двоичных чисел; порядки чисел перед сложением выравнива­
ются (меньшему числу присваивается порядок большего числа) и по окон­
чании операции проводится нормализация результата. При этом со стороны 
младших разрядов отводится дополнительная тетрада, используемая при 
сдвигах вправо. 

7.5. Умножение чисел в Д-кодах 

Выполнение операций умножения в Д-кодах при[щипиально проводит­
ся по классической схеме: 

умножение чисел сводится к последовательному суммированию част­
ных произведений, гюлучепиых при умножении множимого па очередную 
цифру множителя. Так как каждая цифра множителя представляется в виде 
(р4рзр2р|)<' •̂̂ ^ ^ — номер разряда, умножение сопровождается расшифров­
кой значения очередной тетрады множителя и сдвигом на чегыре разряда 
сразу. Расшифровку можно осуществить разными способами. Простейшим 
приемом является последовательное вычитание единицы из значения тетра­
ды до получения нуля и соответственно прибавление множимого в сумматор 
на каждом такте. При умножении на сумматоре прямого кода надо преду­
смотреть дополнительную тетраду на случай мес1 чюго переполнения. 

Пример 7,!6. Умножить на сумматоре прямого кода (код Д 2 ) числа 

[^]„р = ! , 0 O i m O ! ; 

[S],p =0.00100100. 

Р е ш е н и е . При умножении используются сумматор прямого кода для кода Д , на три 

тетрады и регистры на две тетрады, 
Последовательность выполнения операции показана в таблице 7.2. 
При умножении в коде Д , анализ тетрад можно осуществлять с помошью реверсивного 

счетчика. 
Ответ: [/̂ В1„р = 1,0000111011101110, 
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7.5. Умножение чисел в Д-кодах 

Таблица 7.2 

Су 
0000 

0001 

0001 
(1000 

0000 

мматор 
0000 0000 

* ООП 1101 

ООН 1101 
* ООП П01 

1101 0100 
* ООП 1101 

0001 0001 
* ООП 1101 

0100 1П0 
0001 0100 

* ООП 1101 

1011 0001 
* ООП 1101 

0000 1110 

Регистр в 
0010 0100 

0001 

ООП 
0001 

0010 
0001 

0001 
0001 

0000 

1П0 0010 
0001 

0001 
0001 

0000 
П10 П10 

Примечание 
и, п. с м - 0; РгВ := IS],,,,; ?гА := {А\^ 

Анализ тетрады й, 

Конец анализа 
Сдвиг на четыре разряда 

Анализ тетрады Ь-^ 

Конец анализа 
Сдвиг на четыре разряда 
Конец 

В некоторых машинах единой системы при умножении десятичных чи­
сел в коде Д | используется метод ускорения операции, при котором вся 
операция сводится к последовательному выполнению сложения или вычи­
тания на сумматоре дополнительного кода в зависимости от величины оче­
редной цифры множителя (табл. 7.3) 

Т а б л и ц а 7.3 

Очередная [Еифра 
миожигеля 

0 
1 
2 
3 
4 

Вид операции 

0 
*\А 
+ 2Л 

+ 2А + \А 
+ 2А + 2А 

Очередная цифра 
множителя 

5 
6 
7 
8 
9 

Вил операции 

+ 2А + 2А + )А 
-2А-2А 
-2А-\А 

-2А 

-и 
Гаким образом, предварительно должны быть подготовлены множимое 

и удвоенное множимое. При этом если предыдущая цифра была больше 
пягн, то действие на очередном шаге надо увеличить на +\А. 
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При умножении десятичных чисел часто используют другие приемы, 
позволяющие ускорить эту операцию, например, по формулам 

АВ = 2А — , если Д 
2 

четное число, 

R — 1 
АВ = 2Л + Л, если В 

2 нечетное число. 

(7.7) 

Действия в соответствии с (7.7) можно рассмотреть на примере деся­
тичных чисел: 35-42 = 2-35- (42/2) = 70-21 = 140-10 + 7 0 = 280-5 + 70 = 
= 560 - 2 + 280 -f 70 = 1120 - U 280 -f 70 = 1470 . 

При двоично-десятичном представлении чисел прием (7.7) может 
быть упрощен, так как удвоение числа означает сдвиг влево, а деление 
на 2 — сдвиг вправо. Так как сдвиги проводятся над двоичными кодами, 
требуется коррекция тетрад на каждом шаге. Корректирующие поправки 
определяются для каждого Д-кода. Коррекция выполняется тогда, когда 
происходит сдвиг единицы из крайнего разряда данной тетрады в сосед­
н ю ю тетраду. Например, для кода Д , корректирующая поправка равна 
-f ОНО для тетрад множимого и - О О П (или -f 1101) для тетрад множи­

теля. 

Пример 7.17 (СМ-(19|). Умножить числа / (=00100100 и fl = 0100 0 0 l l методом (7 7) в 

коле Д , . 
Р е ш е н и е - Схема умножения выглядит следующим образом: 

В 
, . 0100 ООП 
( - • ) 0010 0001 
( -* ) 0001 0000 

(-

0000 
0000 
0000 

л 
0010 
0100 
1001 

0100 
1000 

4.0000 
^0110 

It] 
•) 0000 +1000 

1101 
0000 

(-•) 0000 

(-•) 0000 

(-•) 0000 

0101 

0010 

0001 

0000 

1010 O l i o 
4.0010 +1100 («-
^0110 ^0110 

0011 +0010 
оно 

1001 0010 

0100 ( • 

+0000 
*0000 
0000 

0000 

0000 
0000 

0000 
0000 
0000 

0000 

0П01 
0010 

0010 
0100 
оно 
0111 

1001 
+0000 
+0110 

0100 
1000 

+1100 
+0110 
0010 

0010 
0100 

-) 0000 0010 0110 0100 

ООН 1000 
0111 ,0000 

+0110 

0100 , 
1000 («-

0111 
1110 

оно 
1101 

1000 
0000 («-) 

0000 
0000 
0000 

0111 
1001 

4т 
оно 

+ 1100 
+0110 
ООН 

1000 
+1100 
+0110 
ООН) 

сдвиг 
СДВИ!" 
поправки 

Сдвиг 
поиpanки 

СДВИ1 
поправки 
СДВИ! 
поправки 

сдвиг 
поправки 

Конец, 
Ответ: .^5=00010000 00110010, 

0001 0000 ООП 0010 
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7.6. Деление чисел в Д-кодах 

Деление десятичных чисел в Д-кодах выполняется методом последова­
тельного вычитания делителя из делимого на первом шаге и из остатков — 
на последующих шагах. Вычитание на каждом шаге проводится до тех пор, 
пока не получится отрицательный остаток. Каждый раз при получении по­
ложительного остатка добавляется единица в специальный счетчик, где на­
капливается очередная цифра частного. Затем осуществляется сдвиг на че­
тыре двоичных разряда и прибавление делителя до тех пор, пока не 
получится положительный остаток. Количество сложений (без последнего) 
является дополнением соответствующей цифры частного до 9, что заносит­
ся в счетчик очередной цифры частного. 

Таким образом, процесс деления состоит из ряда последовательно че­
редующихся циююв сложения и вычитания со сдвигами. Знак частного по­
лучается как логическая сумма по модулю 2 знаков чисел. 

Все действия при выполнении операции деления должны осуществ­
ляться на сумматоре дополнительного (обратного) кода, работающего по 
правилам сложения — вычитания соответствующего Д-кода. 

Для просюты рассмотрим пример деления в десятичной системе счис­
ления, не прибегая к представлению чисел в виде тетрад. 

Пример 7.18 I'auicJiMii. число Л = 0.154675 на й = 0,550 . 
1'с 1м е и и с yciiiiionKii исхолпого положения, 
\\\\\\ \ Осуществляется пробное вычитание: если результат положительный или равен 

n>.ii(), 1(1 [и.|р;|Г);||Ы!!ае !̂ся сиишл прерывания, если отрицательный, то проводится сдвиг на 
(),'П!у K-[p;i;sy 

В ,'iinmoM случае иолушстся отрицшельный остаток (рассматривается только цифровая 
4i\L\\. чисел) 

Ш а г 2 

OciaroK < О 

Ш а г 3: 

154 675 
" 55 000 
99 675 

" 55 000 
44 675 

" 55 000 
89 675 
89 675 

* 5 500 
95175 

* 5 500 
00 675 

СЧ:=0 

СЧ:=0 + 1 

СЧ := 1 +1 

С, =2 
СЧ:=9 

СЧ:=9-| 

Г, =8 
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7 Выполнение операций над десятичными числами в цифровых автоматах 

Ш а г 4 00 675 
550 

00125 
550 

99 575 

СЧ:=0 

С Ч - 0 + 1 

С, = 1 и т. д. Остаток < О 

Ответ С = 0,281 

Алгоритм десятичного деления, подобный рассмотренному, использу­
ют в машинах ЕС ЭВМ. 

Для ускорения операции деления применяют приемы, ана;югичнь1е 
приемам, употребляемым для ускорения выполнения операции умножения. 

Пусть А — делимое, В — делитель, С —частное. Предположим, что 
удалось отыскать частное в виде С = О, с^С2 •. • с„ . Тогда 

^ - 5 - ( с , - 2 " ' +С2-2~' +.. . + с„-2") + Л„, (7.8) 

где Л„ —остаток от деления. 
Пусть R„ = 0 . Положим, что С| = I, Cj = Сз = ... = О . Тогда остаток на 

первом шаге Л, = А-Т^В. 
Если Л( > О, то С| = 1; если Л, < О, то с, = О . В последнем случае вос­

станавливается предыдущий положительный остаток, Затем принимаем, 
что Cj ~ I, а остальные с, =0 и т. д. 

Остаток на любом шаге 

Л, ^A~BJ^C, -1" . (7.9) 

Таким образом, при делении десятичных чисел, заданных в Д-коде, ре­
зультат получается в двоичной системе счисления. 

Пример 7J9. Найти частное отделения /i = 0,2425 на 5 = 0.5200. 
Р е ш е н и е . Для наглядности выполним этот пример в десятичной системе счисле­

ния с записью результата в двоичном коде, предполагая, что при переходе к определен­
ному Д-коду все операции над десятичным числами будут выполняться сю правилам 
этого Д-кода. 

I !ослеловательность выполнения операции деления дана в таблице 7-4, 
Ответ. С-0,011101, 

Так как при сдвиге чисел, представленных в Д-коды, приходи1ся вво­
дить гюправки, то для хранения делителя цеяесообраз1ю имен, самостоя­
тельный сумматор, в котором при переносе единицы из одной тетрады в 
другую автоматически вносится поправка. 
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Т а б л и ц а 7.4 

Делитель на /-м шаге 

0.5200 
0,2600 

0,1300 

0.0650 

0.325 

0.0162 

0.0081 

Сумматор 

0,2425 
0,2600 
9,9825 

*0,2600 

0,2425 
0,1300 
0,1125 
0,0650 

0,0475 
"0,0325 

0,0150 
"0,0162 

9,9938 
*0,0162 

0,0150 
"0,0081 

0,0069 
и т.д. 

Примечания 

И. П. 
В2-'\ С М : = | С М 1 - в - 2 ' ; 

остаток отрицательный с, = 0 ; 
восстановление й , ; 

fl-2 ^ C M - ( C M l - f l 2 - : 

остаток положительный С2 = 1 : 

S 2 " ' ; C M : = ( C M l - f l 2 ^ ' ; 

остаток положительный с^ =\'. 
В-2-'; С М : = ( С М 1 - в 2 * ; 

остаток положительный с, = 1 ; 
В 2 " ' ; С М : = [ С М ] - В - 2 - ' ; 

остаток отрицательный с, = 0 ; 
восстановление й ; ; 

В 2 ^ ; С М : = ( С М 1 - В - 2 - ' ; 

остаток положительный с^ = 1 ; 

Конец 

7.7. Извлечение квадратного корня в Д-кодах 

В основу алгоритмов извлечения квадратного корня в десятичной сис­
теме может быть с некоторыми уточнениями положена формула (6.8). Если 
для двоичной системы счисления в качестве нулевого приближения берут 
величину Уо ^2'* '" ' ', где Е{т/2) — целая часть числа т/2, am — наи­
больший показатель степени основания системы, присутствующего в за­
данном числе, то для десятичной системы правильный выбор нулевого 
приближения определяет число итераций, необходимых для получения за­
данной точности. Как известно, точность результата ограничивается чис­
лом разрядов сумматора, на котором проводится действие. Так, например, 
если имеется шестиразрядный сумматор и на шаге / промежуточное значе­
ние резульгата у, имеет одну верную цифру, то можно предположить, что 
у,̂ 1 будет иметь по крайней мере две верных н одну сомнительную цифры, 
для получения которых используе-гся пять разрядов сумматора. Для про­
верки и выявления правильных цифр необходимо получить их на (/ + 2)-м 
шаге. Но из-за ограниченности разрядной сетки на этом шаге можно полу-
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ЧИТЬ только три цифры. Таким образом, на шестиразрядном сумматоре в 
результате можно получить две верных и одну сомнительную цифры. Из-за 
этого обстоятельства итерационный метод нахождения корня является не­
целесообразным для двоично-десятичного представления чисел. Рассмот­
рим несколько иной подход. 

В десятичной системе счисления целое число можно представигь в ви­
де степенного полинома по основанию 10: 

^ = а „ 1 0 " + . . . + а | 1 0 ' + а „ 1 0 ° . 

Квадрат числа А можно записать так: 

л' = а ; 1 0 ' " + 2 а „ 1 0 " ( Ч . - г 1 0 " " ' +.. . + 0,-10 +«„) + («„_,• 10""' +. . . 
... + щ\й + а„)- =al •10-"+2а„(а„^1 -10""' +... + Щ • 10 + а„) +a,̂ î •10-"'"" + 

+ 2а„_| +IO""'lO"(a„_j-10"'- +,. . + «,• 10+ а„) +, . . +а? • Ю'+ 

+ 2а, Ю ^ а , - 1 0 ' + а, 10 +a„) + aj ' lO' ' + 2а, • Ю'Са, • 10 + 

+ а(,) + 0|- 10' -Ю' +2а, Ю-Оо +al, 

где и — любое целое число. 
Раскроем в этом выражении скобки и сгруппирует члены по убываю­

щим степеням: 

/4' = а,; • 1 о'" + а„_| • 10""' (2а„ -10"+ «„_, • 10""') + a„_j • I О" ' (2а„ 10" + 
+ 2а„_| 10""' + а„_2 • 10""') + а„_, • 10"~'(2а„ • 10" + ... + a „ j • 10""') + ,.. 

... + ао(2ч,-iC' + Za,,-! -Ю""' + ... + 2а, • 10 +а„). 
Здесь на каждом последующем этапе содержимое в /-Й скобке оглича-

ется от содержимого скобки иа предыдущем этапе тем, что имеет дополни­
тельные слагаемые а,,̂ ,̂ , • 10""'" и а„_, -10""'. 

Обозначим скобку на каждом этапе через Ъ, и примем Л,,., - О и 

»̂i+i ~ ^ ' тогда 

А' =(Ь^^^^+ а „ | • 10"*' + а„ • 10")а„ • 10" + (*„ + а„ • 10" + 
+ а„_| 10""' )а„^| 10""'+ (*„,, + а„_| • 10""' + a„^j • 10""' )a„_j 1 0 " ' + . . . 

... + (*2 +«2 ' ' 0^ +"1 ''О)"! -Ю + С*! +«1 •10 + а„)а„. 
Данное допущение возможно, так как первоначальная запись числа А в 

виде степенного полинома предполагает, что число А не имеет степеней, 
больших чем п. 
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Вынося из скобок Ь, общие для скобки множители, получим 

-4^ = (*,',*! • 10 + а,*, • 10 + а „ ) а „ -10^" + (ft,, • 10 + а„ • 10 + 

+ а„^|)а„_| • 1 0 ' " " ' ' +... + (*;• 10 + а, • 10 + а „ )а „ . 

Окончательно получим 

л' =Х!(* , ' * ! -Ю + а,^,-10 +а,)а, -10^ ' , (7.10) 

где ft,'^| — коэффициент при а,,̂ , 10^' '* ' ' , т .е . полученный на предыдущем 
этапе. 

Алгоритм ручного вычисления квадратного корня по данной формуле 
можно представить следующим образом: 

1. Провести анализ двух старших разрядов числа А^, найти число а „ , 
квадрат которого наиболее близко подходит к двум старшим разрядам чис­
ла А^, оставаясь меньше последнего. 

2. Провести вычитание из старших разрядов А^ квадрата числа а „ . 

3. Удвой гь число а„ . 
4. Сдвинуть остаток от вычитания на два разряда влево, а величину 

2с/„ — на один разряд влево. 
5. Приписать справа от остатка вычитания два следующих старших 

разряда числа А'^. 
6. Провести анализ полученного числа на равенство нулю. 
7. Если полученное число не равно нулю, то, анализируя его, найти та­

кое а„ I , которое, будучи умноженным на (2а„ • 10 + о,,^,), даст в результате 
Mncjro, меньшее 1юлученпого на пятом шаге, но наиболее близкое к нему по 
значению. Перейти к п. 3. 

8. Если при анализе в п. 6 получено равенство, то перейти к п. 4, пред-
вартельпо приписав справа от а„ нуль. 

Ч, После получения количества цифр, равного и /2 , прекратить вычис­
ление. 

При анализе в пп. 1, 7 можно использовать следующее соображение: ес­
ли последова1ельпо рассматривать квадраты чисел от О до 9, то переход от 
квадрата од|ю1 о числа можно представить как прибавление к уже известному 
квалра1у определенного числа, которое можно определить из формулы 

с = а' - ft' = (и - ft)(o + ft); если а = ft - 1 , то а' =Ь' +{а- Ь)(а + b) = b' + 

+ (а + ft), где а — предыдущее число, возведенное в квадрат. 

177 
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Данный метод позволяет повысить точность результата. На шестираз­
рядном сумматоре можно получить в результате пять точных цифр, так как 
не все число во время выполнения над ним действий располагается на сум­
маторе. 

К недостаткам метода относят довольно длительное время, необходи­
мое для получения результата. 

7.8. Перевод чисел в Д-код 

Рассмотрим некоторые вопросы перевода десятичных чисел, представ­
ленных в Д-коде, в двоичную систему счисления. 

Пусть задано десятичное число A^a^a^Oia^, десятичная цифра, кото­

рая должна быть представлена в Д-коде в виде а, = {a^a^a'^a'^}^. 

Используя равенство 10 = 8 + 2 = 2 ' + 2 ' , любое десятичное целое чис­
ло можно записать как 

А,=(... ( ( а Г о Г а 7 а;" (2^ + 2 ' ) + а^аза 'аГХг ' + 2 ' ) + 

+ а.',а.1а.\а\)(1^ + 2') + a^a ja ja j ) . 

Умножение на 2 означает сдвиг двоичного кода на к разрядов влево. 
Следовательно, перевод сводится к сдвигу соответствующих тетрад и их 
последующему суммированию. Это суммирование может быть выполнено 
по следующей схеме (для четырехразрядного числа): 

аХ а',' а" 
а. 

оГ 
а, 

о"' 
а" 
а" 
о" 
о" 

«Г 
"' 
а" 

Г̂ 
«Г 

С Е " 

а'" 

о1 
<• 
«7 
а" 
а"* 
«Г 
а" 

<" 
« • " 

а' 
а^ 

а' 

а" 

а"' 

o-l 
а]' 
а " 
а" 
а"' 
а'" 
а" 

а* 

a'l 

а7 
а" 
а* 
а4 

< 
< 
а" 
a ' j 

а\ 

«Г 
а' 
а', 

а" 
а\ 

а\ 

12 I I 10 9 8 7 6 5 4 3 2 I О 

В схеме некоторые символы встречаются многократно. Так как при пе­
реводе осуществляется суммирование по столбцам, то пары одинаковых 
символов дадут единицы переноса в соседние разряды. 

178 



7 8. Перевод чисел вД-код 

Таким обрадом, перевод числа в Д-коде осуществляетх;я путем сумми­
рования элементов тетрад по столбцам с передачей соответствующих пере­
носов. 

Подобные способы перевода реализованы в машинах ЕС ЭВМ, маши­
нах фирмы «IBM» и т. д. При разработке схем перевода приходится решать 
вопросы создания суммирующего устройства на много входов. При перево­
де, например, восьмиразрядного десятичного числа количество слагаемых в 
столбце оказывается равным 13. Значит, надо иметь сумматор на 13 входов. 
Реализовать такую схему можно с помощью многоступенчатых схем. При 
этом возникают дополнительные задержки сигнала, что снижает скорость 
перевода чисел. 

Перевод числа из двоичной системы счисления в Д-код может осуще­
ствляться разными способами. В некоторых случаях для ряда последова­
тельных операций над двоичным изображением числа может быть исполь­
зована сама вычислительная машина (например, деление на число 1010 
целых двоичных чисел; десятичные цифры получаются последовательно 
одна за другой. При дробных числах эта операция видоизменяется таким 
образом, чтобы при умножении на число 1010 можно было получить соот-
ве'гствующие цифры десятичных дробей). 

Алгоритмы перевода чисел из двоичной системы счисления в Д-код 
могут быть реализованы схемными или программными способами. Схем­
ные способы перевода десятичных чисел в Д-код или из Д-кода в двоичную 
систему счисления и обратно весьма перспективны. 

Задание для самоконтроля 

1. Какие комбинации являются запрещенными для кодов Дь Дг^ As ? 
2. Преобразовать число /i =-0,6315 в дополнительный кол в кодах Д, н Д ; -
3. Преобразовать число В = -0,1234 в обратный код в кодах Д; н Д^. 
4. Сложигь числа Л = -0,6315 и Й = 0,1234 на cyMMarqje дополнительного кода в коде Д, . 
5. Сложить числа /4 = 0,6315 и В = -0,1234 на сумматоре обратного кода в коде Д^. 
6. Сложи! ь числа Л = 0,М45 и S=-0,1246 на сумматоре дополнительного кода в коде Д^. 
7. Перемножить чис па А=0,\2 и В = 0,13 на сумматоре прямого кода в коде Д, -
8. Разделигь число А = 0,1246 на S = 0,13 на сумматоре дополнительного кода в коде Д^. 
9. Перемножить числа ^ = 0,146 и 5 = 0,178 ускоренным методом по (7.7) в коде Д, 

(Сумматор обратного кода). 
10. Извлечь квадратный корень из числа /i =0,14412 на сумматоре обратного кода в коде 

Д| 
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8. КОНТРОЛЬ РАБОТЫ ЦИФРОВОГО АВТОМАТА 

8.1. Кодирование информации как средство обеспечения 
контроля работы автомага 

Коды как средство тайнописи появились в глубокой древности. Из­
вестно, что еще древнегреческий историк Геродот в V в. до н. э. приводил 
примеры писем, понятных лишь адресату. Секретная азбука использовалась 
Юлием Цезарем. Над созданием различных секретных шифров работали 
такие известные ученые средневековья, как Ф. Бэкон, Д. Кардано и др. По­
являлись очень хитрые шифры и коды, которые, однако, с течением време­
ни расшифровывались и переставали быть секретом. Первым кодом, пред­
назначенным для передачи сообщений по каналам связи, был код С. Морзе, 
содержащий разное количество символов для кодирования букв и цифр. За­
тем появился код Ж. Бодо, используемый в телеграфии, в котором все бук­
вы или цифры содержат одинаковое количество символов. В качестве сим­
волов может выступать наличие или отсутствие (пробел) импульса в 
электрической цепи в Данный момент. 

Коды, использующие два различных элементарных сигнала, называют­
ся двоичными. Эти сигналы удобно обозначать символами О и I. Тогда ко­
довое слово будет состоять из последовательностей нулей и единиц. 

Двоичное кодирование тесно связано с принципом дихотомии, кото­
рый реализуется в графическом методе представления двоичной информа­
ции в виде графов. 

В гл. 1 и 3 были рассмотрены общие и конкретные вопросы кодг!рова-
ния информации в цифровом автомате. Однако эти методы сами 1ш себе 
еще не обеспечивают правильность выполнения того или иного алгоритма. 
Рассмотренные ранее алгоритмы выполнения арифметических операций 
обеспечат правильный результат только в случае, если машина работает без 
нарушений. При возникновении какого-либо нарушения нормального 
функционирования результат будет неверным, однако пользователь об этом 
не узнает, если не будут предусмотрены меры, сигнализирующие о появле­
нии ошибки. Следовательно, с одной стороны, разработчиками машины 
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8 I Кодирование информации как средство обеспечения контроля 

ДОЛЖНЫ быть предусмотрены меры для создания системы обнаружеиия воз­
можной ошибки, а с другой стороны, должны быть проработаны меры, 
позволяющие исправить ошибки. Эти функции следует возложить на сис­
тему контроля работы цифрового автомата. 

Система контроля — совокупность методов и средств, обеспечиваю­
щих определение правильности работы автомата в целом или его отдель­
ных узлов, а также автоматическое исправление ошибки. Ошибки в работе 
цифрового автомата могут быть вызваны либо выходом из строя какой-
либо детали, либо отклонением от нормы параметров, например измене­
нием памряжепия питания или воздействием внешних помех. Вызванные 
этими нарушениями ошибки могут принять постоянный или случайный 
характер. Постоянные ошибки легче обнаружить и выявить. Случайные 
ошибки, обусловленные кратковременными изменениями параметров, наи­
более опасны, и их труднее обнаружить. 

Полому система контроля должна строиться с таким расчетом, чтобы 
она позволяла обнаружить и по возможности исправить любые нарушения. 
При тгом надо различать следующие виды ошибок результата: 

1) возникающие из-за гюгрешиостей в исходных данных; 
2) обус;ювлеиные методическими погрешностями; 
3) гюявляющиеся из-за возникновения неисправностей в работе машины. 
Первые два вида ошибок не являются с^ъектом для работы системы 

коифоля. Погрепшости перевода или представления числовой информации 
в разрядной сетке автомата приведут к возникновению погрешности в ре­
зультате ре!11еиия задачи. Эту погрешность можно заранее рассчитать и, 
зная ее максималь!^ую величину, правильно выбрать длину разрядной сетки 
машины. Меюдические погрешности также учитываются предварительно. 

Проверка правильности функционирования отдельных устройств машины 
и выявление неисправностей можег осуществляться по двум направлениям: 

профилактический контроль, задача которого — предупреждение по-
яш!ения возможных ошибок в работе; 

()1гср<ч1ивиый контроль, задача которого — проверка правильности вы­
полнения маши1юй всех операций. 

Решение всех задач контроля становится возможным только при нали­
чии определенной тбыточиоспт информации. Избыточность может быть 
coijtiina JHiGo апмарагиыми (схемными) средствами*, либо логическими или 
И1!(|)ормациоммыми средствами. 

(Чсмпая н1Г)1.1[<)'!!юси. будс! рассматриваться в дисциплинах, в которых изучаются 
scipiiMciHii 'jBM li данной iлаве описаны методы логического контроля, ис110)!ьзу!ощие 
И1|фпрМП11И(Н!Г[\!<1 ШбМТОЧИОСИ.. 
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К методам логического контроля, например, можно отнести следую­
щие приемы. В ЭВМ первого и второго поколения отсутствие системы опе­
ративного контроля приводило к необходимости осуществления «двойного 
счета», когда каждая задача решалась дважды и в случае совпадения отве­
тов принималось решение о правильности функционирования ЭВМ. 

Если в процессе решения какой-то задачи вычисляются тригонометри­
ческие функции, то для контроля можно использовать известные соотноше­
ния между этими функциями, например sin^ а + cos^ а = I . Если это сооз-
HOiueHHe выполняегся с заданной точностью на каждом шаге вычислений, то 
можно с уверенностью считать, что ЭВМ работает правильно. 

Вычисление определенного интеграла с заданным шагом интегрирова­
ния можно контролировать сравнением полученных при этом результатов с 
теми результатами, которые соответствуют более крупному шагу. Такой 
«сокращенный» алгоритм даст, видимо, более грубые оценки и по существу 
требует дополнительных затрат машинного времени. 

Все рассмотренные примеры свидетельствуют о том, что такие методы 
контроля позволяют лишь зафиксировать факт появления ошибки, но не 
определяют место, где произошла эта ошибка. Для оперативного контроля 
работы ЭВМ определение места, где произошла ошибка, т. е. решение зада­
чи поиска неисправности, является весьма существенным вопросом. 

8.2. Основные понятия теории кодирования 

Задача кодирования информации представляется как некоторое преоб­
разование числовых данных в заданной системе счисления. В частном cjiy-
чае эта операция может быть сведена к группированию символов (пред­
ставление в виде триад или тетрад) или представлению в виде символов 
(цифр) позиционной системы счисления. Так как любая позиционная сис­
тема не несет в себе избыточности информации и все кодовые комбинации 
являются разрешенными, использовать такие системы для контроля не 
представляется возможным. 

Систематический код — код, содержащий в себе кроме информацион­
ных контрольные разряды. 

В контрольные разряды записывается некоторая информация об ис­
ходном числе. Поэтому можно говорить, что систематический код обладаег 
избыточностью. При этом абсолютная избыточность будет выражаться ко­
личеством контрольных разрядов к, а относительная избыточность — от­
ношением к/п , где п = т + к — общее количество разрядов в кодовом сло­
ве (т — количество информационных разрядов). 
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Понятие корректирующей способности кода обычно связывают с воз­
можностью обнаружения и исправления ошибки. Количествднно корректи­
рующая сгюсобность кода определяется вероятностью обнаружения или ис­
правления ошибки. Если имеем /г-разрядный код и вероятность искажения 
одного символа р, то вероятность того, что искажены к символов, а остальные 
п-к символов не искажены, по теореме умножения вероятностей будет 

>v -p* ( l -p ) ' "* - (8-1) 
Число кодовых комбинаций, каждая из которых содержит к искажен­

ных элементов, равна числу сочетаний из п по к: 

С*= . (8.2) 
" к\{п-к)\ 

Тогда полная вероятность искажения информации 

РЪ=Ъ^Г^,Р\^-РГ' . (8-3) 
ы v\n-i)\ 

Так как на практике р~\^'^ ...10"*, наибольший вес в сумме вероятно­
стей имеет вероятность искажения одного символа. Следовательно, основное 
внимание нужно обратить на обнаружение и исправление одиночной ошибки. 

Корректируюш,ая способность кода связана также с понятием кодового 
расстояния. 

Кодовое расстояние' d{A, В) для кодовых комбинаций А и В опреде­
ляется как вес третьей кодовой комбинации, которая получается поразряд­
ным сложением исходных комбинаций по модулю 2. 

Вес кодовой комбинации V{A) — количество единиц, содержащихся в 
кодовой комбинации. 

Пример 8.1. Найти вес и кодовое расстояние для комбинаций Л = 01101П00, 
й - 1 0 0 ! 11001 

•) 9 

Р е ш е и и е Вес для кодовых комбинаций V{A) = Y,<^f = 5 ; V(B) = ^ 6 , = 5 . 

Находим кодовую комбинацию С= ЛФ В = 111100101, для которой определяется вес, 

равный кодовому расстоянию для Л и В: V{C) = d(A, B) = Y,<^,=(> • 
Ответ d{A.B) = b. 

Эго определение совпадает с понятием кодового расстояния по Хзмингу. Поэтому в 
теории кодирования оно называется хэминговым расстоянием. 
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Коды можно рассматривать и как некоторые геометрические (простран­
ственные) фигуры. Например, триаду можно представить в виде единичного 
куба, имеющего координаты вершин, которые отвечают двоичным символам 
(рис. 8.1). В этом случае кодовое расстояние воспринимается как сумма д/шн 
ребер между соответствующими вершинами куба (принято, что длина одного 
ребра равна 1). Оказывается, что любая позиционная система отличается тем 
свойством, что минимальное кодовое расстояние равно I (рис. 8.2, а). 

^ 
1 

г'" 

у III 

010 

100 но 
Рис. 8.1. 1'еомегрическое 

представление колон 
Рис. 8.2. Колопые рассюнпин 

В теории кодирования [10] показано, что систематический код спосо­
бен обнаружить ошибки только тогда, когда минимальное кодовое расстоя­
ние для нею больше или равно 21, т. е. 

>2l. (8.4) 
где г — крагность обнаруживаемых ошибок (в случае одиночны.х OIIHI6OK 
I = \ и т. д.). 

Это означает, что между соседними разрешенными кодовыми словами 
должно существовать по крайней мере одно кодовое слово (рис. 8.2, б, в). 

В тех случаях, когда необходимо не только обнаружить ошибку, по и 
исправить ее (т. е. указать место ошибки), минимальное кодовое расстояние 
должно быть 

d а2( + 1. 
Существуют коды, в которых невозможрю выделить абсолю1нуро из­

быточность. Пример таких кодов — Д-коды, где количество разрешенных 
комбинаций меньше количества возможных комбинаций. Неявная избы-
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точность характерна также для кодов типа «Л из и». Примером является код 
«2 из 5», который часто используется для представления информации. Суть 
его в том, что в слове из пяти разрядов только два разряда имеют единич­
ное значение. 

В общем случае количество и-разрядных слов, имеющих к единичных 
разрядов, можно оценить по формуле (8.2). 

8.3. Методы эффективного кодирования информации 

Информационную избыточность можно ввести разными путями. Рас­
смотрим один из путей эффективного кодирования. 

В ряде случаев буквы сообщений преобразуются в последовательности 
двоичных символов. Учитывая статистические свойства источника сообще­
ния, можно минимизировать среднее число двоичных символов, требую­
щихся для выражения одной буквы сообщения, что при отсутствии шума 
позволит уменьшить время передачи. 

Такое эффективное кодирование базируется на основной теореме 
Шеиноиа для каншюв без шума, в которой доказано, что сообщения, со­
ставленные из букв некоторого алфавита, можно закодировать так, что 
среднее чис^го двоичных символов на букву будет сколь угодно близко к 
энгропии исгочника этих сообщений, но не меньше этой величины. 

Георема не указывает конкретного способа кодирования, но из нее 
следует, чго при выборе каждого символа кодовой комбинации необходимо 
стараться, чтобы он нес максимальную информацию. Следовательно, каж­
дый символ должен принимать значения О и I по возможности с равными 
вероятностями и каждый выбор должен быть независим от значений пре­
дыдущих символов. 

При отсутствии статистической взаимосвязи между буквами конструк­
тивные методы построения эффективных кодов были даны впервые 
К. Шенноном и И. Фано. Их методики существенно не различаются, поэто­
му соответствующий код получил название кода Шениона-Фано. 

Код строится следующим образом: буквы алфавита сообщений выпи­
сываются в таблицу в порядке убывания вероятностей. Затем они разделя­
ются на две rpyiHibr так, чтобы суммы вероятностей в каждой из групп бы­
ли но возможности одинаковы. Всем буквам верхней половины в качестве 
первого символа приписывается 1, а всем нижним — 0. Каждая из получен­
ных групп, в свою очередь, разбивается на две подгруппы с одинаковыми 
суммарными вероятностями и т. д. Процесс повторяется до тех пор, пока в 
каждой подгругте останется по одной букве. 
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Рассмотрим алфавит из восьми букв (табл. 8.1). Ясно, что при обычном 
(не учитывающем статистических характеристик) кодировании для пред­
ставления каждой буквы требуется три символа. 

Т а б л и ц а 8.2 

Буквы 
2, 

-1 

Г, 

Г, 

;̂  
-1. 

--, 
-в 

Вероят­
ности 
0,22 
0,20 
0,16 
0,16 
0,10 
0,10 
0,04 
0,02 

Кодовые 
комбниаиии 

И 
101 
100 
01 
001 
(Ю01 
00001 
00000 

Буквы 

'i 

^2 

Z] 
Z, 

Z, 

2(, 

2? 

ч 

Вероят-
посги 
0,22 
0,20 
0,16 
0,16 
0,10 
0,10 
0,04 
0,02 

Кодовые 
комбинации 

11 
10 
011 
OIU 
001 
0001 
00001 
00000 

Используя формулу (i .6), вычислим энтропию набора букв: 

(2) = ^ 2 p ( z , ) l o g p ( z , ) » 2 , 7 6 
(=1 

И среднее число симво;юв на букву 

4р = Е Р ( г , ) и ( 2 , ) » 2 , 8 4 , 

где n{z^) — число символов в кодовой комбинации, соответствующей букве z,. 
Значения z и ^р не очень различаются по ^личине. 
Рассмотренная методика Шеннона-Фано не всегда приводит к одно­

значному построению кода. Ведь при разбиении на подгруппы можно сде­
лать большей по вероятности как верхнюю, так и нижнюю подгруппу. 

Множество вероятностей в предыдущей таблице можно было разбить 
иначе (табл. 8.2). 

При этом среднее число символов на букву оказывается равным 2,80. 
Таким образом, гюстроенный код может оказаться не самым лучшим. При 
построении эффективных кодов с основанием q>2 неопределенное!ь ста­
новится еще больше. 

От указанного недостатка свободна методика Д. Хаффмена. Она гаран­
тирует однозначное построение кода с наименьшим для данного распреде­
ления вероятностей средним числом символов на букву. 
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Т а б л и ц а 8.3 

Буквы 

г, 

-2 

Z, 

--< 
J , 

- 4 

Zg 

Вероятности 
1 

0,22 0,22 

0,20 0,20 

0,16 0,16 

0,16 0,16 

0,10 0,10 

0,10 0,10ч 

0,04ч г»0,06- ' -

0,02-'J 

Вспомогательные столбцы 
2 3 4 5 6 7 

0,22 г»0,26 

0,20 

0,16 

0,16 

- 0 , 1 6 ч 

0,22 

0,20 

0,16ч 

г»0,32 

0,26 

0,22ч 

0 ,20 - ' -

••0,42 

0,32ч 

0 ,26^-

•0,58ч Г-» 1 

0,42-'—' 

0,16''-J 

0,10- '- ' 

Для двоичного кода методика сводится к следующему. Буквы алфавита 
сообщений выписываются в основной столбец в порядке убывания вероят­
ностей. Две последние буквы объединяются в одну вспомогательную бук­
ву, которой приписывается суммарная вероятность. Вероятности букв, не 
участвовавших в объединении, и полу­
ченная суммарная вероятность снова 
располагаются в порядке убывания ве­
роятностей в дополнительном столбце, 
а две последние объединяются. Процесс 
продолжается до тех пор, пока не полу­
чим единственную вспомогательную 
букву с вероятностью, равной единице. 

Д1Я составления кодовой комбина­
ции, соответствующей данному сообще­
нию, необходимо проследить путь пере­
хода сооби1ений по строкам и столбцам 
таблицы. Д|я наглядности строится кодо­
вое дерево. Ич точки, соответствующей 
вероягности 1, направляются две ветви, 
причем ветви с большей вероятностью 
присваивается символ 1, а с меньшей — 0. Такое последовательное ветвление 
продолжаем до тех пор, пока не дойдем до каждой буквы (рис. 8.3). 

Теперь, двиг аясь по кодовому дереву сверху вниз, можно записать для 
каждой буквы соответствующую ей кодовую комбинацию: 

Рис. 8.3. Кодовое дерево 
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8.4. Кодирование по методу четности-нечетности 

Если в математическом коде выделен один контрольный разряд 
(А - I), го к каждому двоичному числу добавляется один избыточный раз­
ряд и в него записывается I или О с таким условием, чтобы сумма цифр в 
каждом числе была по модулю 2 равна О для случая четности или 1 для 
случая нечетности. Появление ошибки в кодировании обнаружится по на­
рушению четности (нечетности). При таком кодировании допускается, что 
может возникнуть только одна ошибка. В самом деле, для случая четности 
правильной будет только половина возможных комбинаций. Чтобы одна 
допустимая комбинация превратилась в другую, должно возникнуть по 
крайней мере два нарушения или четное число нарушений. Пример реали­
зации метода четности представлен в таблице 8.4. 

Таблица 8 4 

Число 

IOIOIOII 
nooioio 
IOOIOOOI 
I IOOIOII 

Контрольный 
разряд 

1 
0 
1 
0 

Проверка 

0 
0 
0 

1 — нарушение 

Такое кодирование имеет минимальное кодовое расстояние, равное 2. 
Можно представить и несколько видоизмененный способ контроля по 

методу четности — нечетности. Длинное число разбивается на группы, ка­
ждая из которых содержит / разрядов. Контрольные разряды выделяются 
всем группам по строкам и по столбцам согласно следующей схеме: 

О] 

" 6 

Щ, 

" | б 

"21 

к. 

«э 

"7 

" | 2 

" i ; 

"22 

к, 

"з 
«8 

"13 

" | 8 

"23 

h 

"4 

а, 

"и 
^19 

"24 

к, 

" 5 

"ю 
" | 5 

"20 

"25 

*,0 

*, 
*2 

*3 

*4 

*, 

Увеличение избыточности информации приводит к тому, что появля­
ется возможность не только обнаружить ошибку, но и исправить ее. Ilycib 
произошла неисправность в каком-то из разрядов этого числа (представим, 
что разряд 0|g изменил состояние, т. е. о,, = 1). Это приведет к тому, чю 



S 4 Кодирование no методу четности-нечетности 

При проверке на четность сумма ^ (а, + Л,) по соответствуюш,им строкам и 

столбцам изменится для значений, которые содержат элемент a,g, т. е. это 
будет четвертая сверху строка и третий слева столбец. Следовательно, на­
рушение четности по этой строке и столбцу можно зафиксировать, что в 
конечном счете означает обнаружение не только самой ошибки, но и места, 
где возникла ошибка. Изменив содержимое отмеченного разряда (в данном 
случае а^^) на противоположное, можно исправить ошибку. 

Пример 8.1. Определить и исправить ошибку в передаваемой информации вида 
1001 п о 
lilOlOi 
OIOIIOI 
lOiOliO 
IIOIOII 
0001011 

0 
0 
0 
0 
i 

Для ком I роля испольчоваи. метод четности по строкам и столбцам (контрольный стол-
6eiE 8, контрольная строка 6). 

Р е ш е н и е Прежде всего осуществим проверку на четность по каждой строке: 
А, -О,/( , ^\-.к^ =0, к^ -0;А^ =0. 

3aieM проверим на чегность информацию по столбцам: kf^ =И\кт =\,к^ ^ОЛ^'=^', 
Л|„ =0. Л,| ==0:Л,г =0 

Нронсрка нока)ьтас1, чго ошибка возникла в разряде второй строки и второю слева 
сюлвци (.'лсдонагельио, разряд, содержащий ошибочную информацию, находится на пере­
сечении шорой строки и второго столбца. 

Ответ 
1001110 
1010101 
OiOiiOi 
lOiOiiO 
llOlOil 
OOOiOli 

0 
0 
0 
0 
i 

Koinpojib [10 методу четности-нечетности широко используют в ЭВМ для 
котроля записи, считывания информации в запоминающих устройствах на 
магнитых носигелях, а также при выполнении арифметических операций. 

8.5. Коды Хэмиига 

Код1>г, 11редложеи[1ые американским ученым Р. Хэмингом, способны ие 
тлько обнаружить, но и исправить одиночные ошибки. Эти коды — сис­
тематические. 
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Предположим, что имеется код, содержащий т информационных раз­
рядов и к контрольных разрядов. Запись на к позиций определяется при 
проверке на четность каждой из проверяемых к групп информационных 
символов. Пусть было проведено к проверок. Если результат проверки сви­
детельствует об отсутствии ошибки, то запишем О, если есть ошибка, то за­
пишем I. Запись полученной последовательности символов образует дво­
ичное, контрольное число, указывающее номер позиции, где произошла 
ошибка. При отсутствии ошибки в данной позиции последовательность бу­
дет содержать только нули. Полученное таким образом число описывает 
и = ( т + * + I) событий. Следовательно, справедливо неравенство 

2 * > ( т + А + 1). (8.5) 

Определить максимальное значение т для данного к можно из сле­
дующего: 

8. .15 16.,31 
4...II П. .26 
4.,.4 5...5 

Определим теперь позиции, которые надлежит проверить в каждой из к 
проверок. Если в кодовой комбинации ошибок нет, то контрольное число 
содержит только нули. Если в первом разряде контрольного числа стоит I, 
то. значит, в результате первой проверки обнаружена ошибка. Имея табли­
цу двоичных эквивалентов для десятичных чисел, можно сказать, что, на­
пример, первая проверка охватывает позиции 1, 3, 5, 7, 9 и т. д., вторая про­
верка — позиции 2, 3, 6, 7, 10. 

Проверка Проверяемые разряды 
1... 1,3,5,7,9,11,13,15.. . 

1 
1 0 

1 

2 
0 
7 

3 
1 
7 

4 
1. 
3 

32...63 
26...57 
6...6 

64 
57 
7 

2,3,6,7, 10, I I , 14, 15, 18, 19,22,23.. 
4.5,6,7, 12, 13, 14, 15,20.21,22,23.. 
8,9, 10, П. 12, 13, 14, 15,24... 

Теперь нужно решить, какие из позиций целесообразнее применить для 
передачи информации, а какие — для ее контроля. Преимущество исполь­
зования позиций I, 2, 4, 8, ... для контроля в том, что данные позиции 
встречаются только в одной проверяемой группе символов. 

В таблице 8.5 представлены примеры кодирования информации по ме­
тоду Хэминга для семиразрядного кода. 

Как видно из таблицы 8.5, в этом случае м = 7, т = 4, А - 3 и контроль­
ными будут разряды I, 2, 4. 
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8.6. Контроль по модулю 

По методу Хэминга могут быть построены коды разной длины. При 
этом чем больше длина кода, тем меньше относительная избыточность . 
Например, для контроля числа, имеющего 48 двоичных разрядов, потребу­
ется только шесть дополнительных (избыточных) разрядов. Коды Хэминга 
используют в основном для контроля передачи информации по каналам 
связи, что имеет место в вычислительных системах с телеобработкой дан­
ных или в системах коллективного пользования. 

Т а б л и ц а 8.5 

1 

*1 

0 
1 
0 
1 
1 
0 
1 
0 
1 
0 
1 
0 
0 
1 
0 
1 

2 

*, 
0 
1 
] 

0 
0 
1 
1 
0 
1 
(1 
0 
1 
1 
0 
0 
1 

Разряды двоич1юго кода 

3 4 5 

' " 1 ^3 ™2 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

0 
1 
] 

0 
1 
0 
0 
1 
0 
1 
1 
0 
1 
0 
0 
1 

0 
0 
0 
0 
i 
1 
i 
1 
0 
0 
0 
0 
1 
1 
1 
1 

6 
т, 

0 
0 
1 
1 
0 
0 
i 
1 
0 
0 
i 
1 
0 
0 
1 
i 

7 
m< 

0 

0 

0 

0 

0 

Кодируемая 
десятичная 

информация 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
I I 
12 
13 
14 
15 

Пример 8.2. Определить правильность передачи информации -4 = 0,111000 по каналу, 
если лля кот роля использован метод Хэминга. 

I' е пг е и и е Прежде всего определим контрольное число, проводя проверки по прави­
лам, указанным ма с. 90: jtj = 1: jfĉ  = 0; Л, = 1. 

Контрольное число говорит о юм, что произошла ошибка в разряде 5. 
Ответ правильная информация ^ = 0.111100. 

8.6. Контроль по модулю 

Разнообразные задачи можно решать с помощью метода контроля, осно­
ванного па свойствах сравнений. Развитые на этой основе методы контроля 
арифметических и логических операций называют контролем по модулю. 
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Рассмотрим основные положения из теории сравнений. 
Вели целым числам А и В соответствует один и тот же остаток от деле­

ния на третье число /7, то числа А и В равноостаточны друг другу по моду­
лю/7 или сравнимы по модулю р: 

AsB(moAp). (8.6) 

Сравнения — уравнения типа (8.6). 
Сравнимость двух чисел равносильрш возможности представить их в 

шиебраическом виде 

А = В + р1. (8.7) 

Сравнения обладают рядом свойств: 
1. Сравнения можно почленно складывать. Если Л| = 5,(mod/7); 

^2 = В, (niod/7): ...; А„=В„(тойр), то Л, + ^ 2 + . . . + Л„ = Д-I ^2 + ••• 
... +B„(modp). 

Следовательно, слагаемое, стоящее в какой-либо части сравнения, 
можно переносить в другую часть, поменяв при этом его знак. т. е. 
А + В = C(rTiod р) или А = С - iJ(mod р). 

1. Два числа, сравнимые с третьим числом, сравнимы и между собой; 
если А'^ В{то6р)\ С = BimoAр), то /i = C(mod/;). 

3. Сравнения можно почленно перемножить. Пусть А^ s Н^(\тп\ р) \ 
А-^ S iJj(modp). Тогда на основании (8.7) Д = В, + / | Р ; Aj^ Bji-l^p . 

После умножения получаем А^А^ = B^Bj + B^l^p + li-^l^p + l^l-^pp. Следо­
вательно, АуА^ - В^В^ + Np , Him в общем случае: 

А,А^А,...А„ = B.BjBj ...В„ (mod/7). 

Из свойства 3 также следует, что обе части сравнения можно умножи гь 
на одно и то же целое число. 

Пусть A = B(moAp);KsK(moip). Тогда АК = ВК(тоЛр). 
4. Обе части сравнения и модуль можно умножить на одно и го же 

число: А = В + 1р; Am = Вт + mlp , т. е. Am = Вт(тоАтр). 
5. Обе части сравнения и модуль можно разделить на любой общий де­

литель. Пусть А = iJ(modр), где А = ad, В = bd, Р - p^d. Тогда А = В + 1р. 

Подставив в это выражение значения А,В и Р, гюлучим 

ad - bd + lp,d. 

Разделив уравнение на rf, получим a = ft + /p|, т. е. a = h(modp,). 
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8. б. Контроль по модулю 

6. Обе части сравнения можнб возвести в степень. Если А = В(то6 р), 
то А" ^ В'\то6р), 

Из свойства 6 следует, что над сравнениями можно провести операцию 
извлечения корня и-й степени. 

Рассмотренные выше свойства сравнений используются для осуш,еств-
ления операции контроля. 

Существуют два метода получения контрольного кода: числовой и 
цифровой. 

Ч и с л о в о й м е т о д к о н т р о л я . При числовом методе контроля 
код заданного числа определяется как наименьший положительный остаток 
ог деления числа на выбранный модульр: 

г, = А-{А/р}р, (8.8) 
где в фигурных скобках {} — целая часть от деления числа; А — контроли­
руемое число. 

Величина модуля р существенно влияет на качество контроля; если p = q 
(q — основание системы счисления, в которой выражено число) и имеет местх) 
числовой контроль, то контролируется только младший разряд числа и кон­
троль как таковой не имеет смысла; для р-д"' спра^дливы аналогичные со-
обраясеиия, так как если т<п, то опять не все разряды числа участвуют в 
кон i роле и ошибки В разрядах старше т вообш,е не воспринимаются. 

При чнс;ювом методе контроля гго модулю р для определения остатка 
исиольчуют онераг1ИЮ деления, требующую больших затрат машинного 
врсме(И1. Д̂ля чис;ювого метода кошроля справедливы основные свойства 
сравиет1Й (сложение, умножение сравнений и т.д.). Поэтому, если 
А = г,(mod/?); В^ r„(modp), где 0<г^ < р~\; О <r,, < р - 1 , то 
А + В = г, +r/,(niod/7). Отсюда 

ГА^П ^f^^''„{modр). (8.9) 
Аналогичным образом доказывается справедливость и следующих со-

oiHouieruiH: 

'•^-/(^'•.^-'•«(modp); (8.i0) 
'•^й='•.^'•й(modp). (8.11) 

Пример 8.3. Для заданных чисел ^ = 125 и S = 89 определить контрольные коды самих 
•incejf. нх суммы и рачмости, если модуль р = \\. 

Р е ш е н и е Кош рольные коды чисел определяем по (6.4): 

/-̂  = 125 - {125/11}11 = 4; ГА = 89-{89/11}11 = 1. 
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Аналогично находим контрольные коды для суммы и разности: 
/1+Й=2!4,г^.й =214-{214/11}! 1 = 5; 

А~В = 36, rj_,i = 36 - {36/11}1 i = 3 , 
Проверку правильности определения контрольных колов суммы и разности можно про­

вести на основании (6-5) и (6.6): 

r̂ ^̂ ^ = 4+ls5{modl!);r^ „ = 4 - l s 3 ( m o d i I) 

Ответ r^ = 4:/-^ = \\ГА^П ==5;Г^_„ =3 . 

Ц и ф р о в о й м е т о д к о н т р о л я . При цифровом методе контроля 
контрольный код числа образуется делением суммы цифр числа на выбран­
ный модуль: 

= Е « , Н — Р 

'•' = S « ; ( " ' o d p ) . (8.12) 

Возможны два пути получения контрольного кода: i) непосредствен­
ное деление суммы цифр на модуль р ; 2) суммирование цифр по 
модулю р. 

Второй путь проще реализуется, так как если а^< р, то контрольный 
код получается только операцией суммирования. 

Пример 8.4. Определить контрольные коды чисел /J = !53 и В = 41 , их суммм и р;ино-
сти. если р~\\-

Р е ш е н и е . Контрольные коды исходных чисел определяем по (8-12), Для и ого нахо­
дим суммы цифр и делим их на модуль: ^ а , = 9 ; 2^^ - 5 • 

Следовательно, г^ = 9; Гд = 5. 
Аналогично определяем контрольные коды суммы и разности: 

С = ^ + Й = 194;1с, =14;^;. s3(modll); 
0 = / * - В = 112;Ы, =4;oj=4(modl l ) . 

Ответ, г'^ = 9, г^ = 5, г̂ ^д = 3, г̂ _у = 4. 

Однако при цифровом методе свойства сравнений не всегда спра­
ведливы, и происходит это из-за наличия переносов (заемов) при выпол­
нении арифметических действий над числами. Поэтому нахождение кон­
трольного кода результата операции происходит обязательно с 
коррекцией. 
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8.6. Контроль по модулю 

Пусть заданы числа А и В и соответственно их контрольные коды 

''А ^ Z«^(('тюс!р); г'„ = 26,(modр); С - А + В. 

Найдем контрольный код г/ . 
Видимо, когда есть результат операции, тогда найти г/- методом сум­

мирования цифр по модулю не сложно. Какова будет возможность получе­
ния г/ через контрольные коды слагаемых? 

Сумму цифр с, числа можно найти, зная цифры а, и h, и количество 
переносов в каждом разряде. Каждый перенос уносит из данного разряда q 
единиц и добавляет одну единицу в следующий разряд, т. е. сумма цифр 
уменьшится на величину ^ - ! на каждый nej^Hoc. Тогда 

Ее , = i o , + £/>,- /(<?-!) , (8.13) 
,---i ,^\ /=1 

где / — количество переносов, возникших при сложении. 
Так как г'^ =5 J^o^modp); r,i s J^ Ay (mod р ) , то г,', s J^c,(modp). 

Подставив эти значения в (8.13), получим 

'•; = И + » • , ; - % - l ) ] ( m o d p ) . (8.14) 
AHajroi ичиыми рассуждениями можно тюказать, что для разности чи­

сел С - А - В 
' • r - [ ' - , ; - ' -«+- ' (9- I ) ] (modp) , (8.15) 

где v - количссгпо заемов при вьмюлнеиии операции. 

Пример 8.5. Определить контрольные коды чисел Л = 589 и Й = 195 , их суммы и раз­
ности, если /J = 11 . 

Р е m е п и е , Кот рольные коды исходных чисел определяем по (8.12). При этом исполь­
зуем вюрон пуп., г. е. нахождеггие контрольного кода суммированием цифр по модулю: 

га, =5®8®9 = 0(modn);r;=0(modil); 
гЬ, =l®9®5 = 4(modll);r;s0(modn). 

Комгрольпый кол суммы определяем по (8.14) — в этом случае 1-2: 
А*В= 784; /•;,̂ ,̂ = О + 4 - 2(10-1) = 8(modl I). 

И сл>чае. когда имес! месю отрицательный остаток, к сравнению надо добавить модуль 
р сюлг.ко раз. сколько необходимо для получения ближайшего положительного остатка. 

Контрольный кол разносги получим по (8.15)—- в этом случае s = 1: 
А-В = 394; г'^_„ = О - 4 +1(10 -1) = 5(mod! 1). 

()твет г\ ~ {). ;•,'( = 4. г ,̂.;, = 8, /'̂ _„ = 5 . 
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8.7. Выбор модуля для контроля 

Достоинства числового метода контроля — в сиравед/гивосги свойств 
сравнений для контрольных кодов, ччх) облегчаег контроль арифметических 
операций; достоинства цифрового метода в возможности достаточно про­
сто 1юлучать ког1трольные коды без значительных затрат времени. Чтобы 
сохранить эти достоинства, !1еобходимо выполнение условия г, = г\. 

Гак как /;, = ^(niod/^); г̂  - J^rt, (mod/?), имеем J^a^q' ^-^а,{ию(} р). 

Это равенство возможно тогда, когда почленно обе части выражения 
равны: а^д' ^ а, (mod р ) , или д' ~](modp). 

Последнее выражение можно получить, если в сравнении ^ = l(n]od/7) 
возводить обе части в одну и ту же степень. Следовательно, д = l(mod р), или 

д=-тр + \, (8.16) 

где т — целое число. 
Из (8.16) следует, что 

p=(q~\)/ni. (8.17) 

В результате получено, что для сохранения условия г^^ =г\ необходи­
мо на;10жить ограничения на модуль/;. 

Анализ (8.17) показывает, что для двоичной системы счисления пег 
целочисленного решения. Это значит, что контролируемую информацию 
надо представлять в некоторой промежуточной системе счислег1ия. Выбор 
промежуточной системы счисления определяется величи1юй Mojyynn р. 

К модулю р предъявляют следуюш,ие общие требования: 
1) величина модуля р должна быть такой, чтобы возникновение ;побой 

арифметической или логической ошибки парушшю сравнимость контроль­
ных кодов; 

2) образование контрольного кода должно осущес!вляться по возмож­
ности простыми средствами; 

3) величина модуля р должна быть по возможности небольиюй, так как 
необходимость выполнения контрольных операций ведш к увеличению 
вспомогательного оборудования. 

Ввиду того, что цифровая информация в ЭВМ должна представляться 
символами двоичного алфавита, для контроля целесообразно нереЙ1И к 

системам счисления с основанием q ~2\ где s — некоторое целое [ю;[ожн-
тельное число (.v > 2). Переход от двоичного представления исходной ип-
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8- 7. Выбор модуля для контроля 

формации к новому представлению с основанием q = 2" осуществляется 
разбиением информации на группы по s разрядов с последующим сумми­
рованием этих групп по модулю р - ( 2 ' - \)/т или при m = 1, р = 2 ' - 1. 

В самом деле, если s = 2, то исходная информация разбивается на диа­
ды, при ^ - 3 - па триады, при s = 4 ^ на тетрады и т. д. 

Свертывание — процесс разбиения кодовой комбинации на группы и 
получения конгрольного кода. Как правило, свертки (свернутые коды) об­
разуются в результате суммирования выделенных групп (днад, триад и 
т. п.) по модуто р. В теории кодирования показано, что модуль можно вы­
бирать из условия 

р^{Г ±\)/т. (8.18) 

Рассмотрим частные случаи образования сверток при наиболее распро­
страненных значениях модуля р. 

1. Контроль по модулю 3 (m = \,s = 2, р = 3). Здесь контролируемая 
информация представляется символами четверичной системы и свертки об­
разуются суммированием диад по модулю 3. Так как 2^ = l (mod3) , гютре-
буется двухразрядный двоичный сумматор с цепью циклического переноса 
из crapuicro разряда в млади1ий. 

fff)MMef) Я.6. И;1й1и к{)!мрс)лып.1С колы для чисел Л = 46 = 1011 И); . Д = 29 == 011 l O l j , ес­

ли р ^ J 
I'c 111 с ti и с К о т рольные коды для чисел определяем гго формуле (8.12) и цифры ггред-

сганлисм лтшшт 

г^ = 10Ф1 1Ф10 = 01(тофЗ; 

г,^ = 0 1 ® l ! ® O I = 10(mod)3. 

Отает г̂ , -01./-, , - ! 0 

2. Контроль по модулю 7 ( т = 1, s = 3, р = 7). Здесь контролируемая 
информация разбивается на триады и представляется символами вось­
меричной системы. Так как 2^ = l ( m o d 7 ) , для получения свертки нужно 
иметь трехразрядный двоичный сумматор с цепью циклического пере­
носа. 

Пример 8.7. Пай г и контрольный код для числа С = 153 = 0111 П00!2 при р = 1 
14- И1 и ([ и с Исхолиое число разбиваем ira триады, которые суммиру1агся по mod? : 

г, - 0 1 1Ф1П®(К )1 ^!(K)(mod7). 

Ответ г, = 100 
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3. Контроль по модулю 5 (т-\,s = 2, р = 5}. Из теории чисел извест­
но, что для того, чтобы число, выраженное в системе с основанием q, дели­
лось на число q + \, необходимо и достаточно, чтобы разность между сум­
мой цифр, стоящих на четных и нечетных местах, или наоборот, делилась 
на величину q + 1 без остатка. 

Из этого правила можно сделать следующий вывод: контрольный код 
по niod(^ + l ) определяется по формуле 

'•^^SbI)''',mod(g + l), (8.19) 

где Л, —двоичное изображение цифр в системе с основанием 2'. 

Так как, по условию, г̂  < р - 1 , то для получения свертки гютребуется 
трехразрядный двоичный сумматор, работающий по модулю 5. 

Пример 8.8. Найти KOiirpojrbMbifi код для числа Л ^ О Ю Н О Н Ю и р и / ? - 5 
Р с m е н и с - Сначала исходное число разбивается иа лиалы: 

.4 = 01 01 10 I I 10 

6 , Ь, Ь, Ь^ Ь, 

Затем лиалы суммируем по правилу (8.19): r^=bj@h^@b^Q b^Qb^ ~ 
= I O f f i l O f f i O i e O i e i l = OOI(mod5). 

Если получается отрицательный остаток, то его надо заменить на лонолнение ло модуля. 
Ответ. /-̂  = 001 . 

8.8. Контроль логических операций 

К логическим операциям относятся операции сдвига, jrorH4ecKoro cjro-
жения и умножения, выполняемые по правилам, описанным в других главах. 

Несмотря на кажущуюся простоту этих правил, осуществление опера­
ций контроля сталкивается с рядом трудностей, объясняемых тем, что jю-
гические операции являются поразрядными операциями. 

О п е р а ц и и с д в и г а . Пусть задано число ,4 = а„о„_| . . .ци , , , имею­

щее контрольный код Г̂  = Oj . ..Uj . 

Обозначим код числа Л, сдвинутый влево, через А (без циклического пе­

реноса) и А^^ (с циклическим переносом) (при сдвиге вправо стрелка в обозна-

4eF)HH будет noBepFtyra naFFpaBo). Соответствующим образом обозначим и KOFF-

трольныйкод: А s c ^ ( m o d p ) ; Л = г^(тоАр)\ А ш r^(moiр); А^ =г- (тойр). 
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Сдвиг влево двоичного числа эквивалентен умножению на два. Так как 
при сдвиге числа происходит потеря некоторых его разрядов, можно пред­
полагать, что контрольный код сдвинутого числа изменится на величину Д: 

г-^ = г ^ + A ( m o d p ) , (8.20) 

где г J - 2г^ -— сдвинутый влево контрольный код. 

Величина А зависит от значений а,, и а^ .которые при сдвиге выходят 

за ггределы разрядной сетки. 

Если при сдвиге /j-разрядного числа старшая единица выйдет за преде­

лы разрядной сетки, то это эквивалентно вычитанию «„<т„^| единиц из кон­

трольного кода сдвинутого числа [ о„^, — вес (п + 1) -го разряда]. 

Если при сдвиге котрольного кода выходит за пределы разрядной сетки 

разряд «^ ^ 1 , 1 0 э\х) эквивалентно уменьшению контрольного кода на 2 ' . Та­

кую iioiepio надо вс)ссгаиов№гь прибавлением к ко1прольному коду единицы. 
В общем случае (8.20) принимает вид 

г^ = ( ? ^ - а „ о „ ^ , +0^ )mod(2* - I ) . (8.21) 

Веса разрядов кодовой комбинации, представленной в системе с осно­

ванием 2 ' , назршчаются следующим образом: 

Вес о 2= 2" 2"* 2^.,2= 2' 2° 

В результате значения поправок Д для контроля вь!полнеиия левого 
сдви1а по модулю будут: 

Значение а„ 0 1 0 1 

Значение Oj О О | 1 

Поправка Д 0 - 1 + 1 О 

Значение гюправки Д можно заменить ее дополнением до модуля. 
^1ля выгю;н1егшя сдвига влево с циклическим переносом из старшего 

разряда в младугий разряд необходимо уменьшить контрольный код на ве­
личину rt„(o„^,-l); так как ^„+i=h этот член равен 0. Следовательно, 
формула (8.21) примет вид 

/ • ; , _ s ? , + а , , m o d ( 2 ' - l ) . (8.22) 

Пример 8.9. ИаИги контрольные коды для числа /i = 1,0101 i010, сдвигаемого влево, при 
р ^ 7 (,, = 1) 
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Р е ш е н и е . Спачала определяем контрольный код исходною числа ггутем сложения 
триал помол>лю7: /> s 101 Ф011 Ф010 s 01 l(mod7). 

Затем сдвигаем рлево число Л ~ 0.101 ЮЮО и его кош рольный код г^ - 110. 

11а основании (8 2 ! ) ггри о„ = ! . a^ = 0 определяем контрольный код сдвинутого числа: 

>•- s l l 0 - l + 000s i01(n iod7) . 

Проводится сдвиг с циклическим переносом: Л^ =0 ,10! 10101, для которою контроль­

ный кол /•- - 1 1 0 + 0 0 0 = l !0(n iod7) 

Ответ г^ - l O L r ^ ^ I 10 

При сдви1-е вправо происходит потеря младишх разрядов чис;[а и кон-
1рольногч) кода этого числа. 1 ак как сдвиг- вправо эквиваленген делсниго на 2. ю 

A = {A-q,)l2-J,^{r,-a,)l2. (8.23) 
Эти потери надо компер|сировать. Значит, контрольнь!Й код сднинугою 

вправо числа можно найти по формуле 

г^ - r ^ + A (m od2 ' ~ - i ) . (8.24) 

В зависимости от модуля поправка к контрольному коду в сл>чме про­
стого сдвига принимает следующие значения: 

Значение д, 0 0 1 1 

Значение а^^ 0 1 0 1 

Поправка А ДJrя: 
p = i 00 10 01 00 

р = 1 000 100 011 000 

п р и модифицированном сдвиге вправо, который вынолняегся но пра­
вилу >4 = I, а,,_|, й,,_2 •••'^г'^!'-^м ~''^'^H-i •••^3^2 > происходит также потеря 
младших разрядов кодовой комбинации числа и контрольного кода, /^ля 
этого случая формула (8.24) сохраняет свой вид, но поправки должны бьиь 
следующими: 

Значение a^ 0 0 1 1 

Значение Oj, 0 1 0 1 

Поправка Д „ для, 

р = Ъ 10 О! 00 Ю 

р^1 .. , 100 001 000 ИЮ 

Пример 8.10. Най1и контрольные коды для числа А - 1,01110111101. сдвигаемою нпра-

ВО. при /7 = 7 
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Р е ш е н и е . Сначала определяем контрольный код для исходного числа путем сложе­
ния триад по модулю?: г̂  = 101Ф1 !0Ф1 Il®101 = (mod7). Затем сдвигаем вправо число 

Л-0.10!М011110 и его контрольный код г^ =001. 
На основании (8.24) при a^ =ha^^ = О , поправки А = 011 определяем контрольный код: 

r^sO()l + 01UiOO(inod7). 

Проводим молифииирова1гный сдвиг числа А^ =1,10111011110, для которого контроль­
ный кол при Д = (КЮ г̂  =()()I+O00 = 00!(mod7)-

Ответ г^ = ОК), с̂  - И)0. г- = OOt . 

О п е р а ц и я с л о ж е н и я по м о д у л ю 2 . Операцию сложения по 
модулю 2 можно выразить через другие арифметические операции, напри­
мер: А@В^А + В~2{ААВ). 

Если применить к этому выражению уже изустные приемы, то полу­
чим АФ В^{А^ В) + {А л В)^^^. 

Тогда, используя переход от арифметических выражений к сравнени­
ям, tioj[y4HM следующую формулу для образования контрольного кода: 

'Ф ^'•^.й + ' ; ( m o d p ) , (8.25) 

где r^^f, —- контрольный код суммы двух чисел; Р̂  — инверсия контроль­
ного кода jЮ[ ического произведения двух чисел со сдвигом влево на один 
разряд. 

Пример 8.U. 11ай1и контрольный код логической суммы чисел /1 = 010000111 и 
Д-!0111()()М по модулю 7 

V с ш с и и с i 1рсжлс всею но изложетгым выше правилам определим контрольные ко­
ды для пс\о;тых чисел: г^ = 010,'-,( = 000, г^^„ = 010. 

Загем вычислим следующие величины: А л В = 00000001 \. г^ =011; 
Л л /?^„, -ООООООНО, г, -110 

Мосле эгото определим инверсное значение г^ = 0 0 | . 
По ([юрмуле (8,25) находим контрольный код: Гф =010+001 = 011(mod7) . 
Ответ ;-д, = 011 . 

О п е р а ц и я л о г и ч е с к о г о у м н о ж е н и я . Операцию логического 
умножения двух чисел можно выразить через другие арифметические и ло­
гические операции: Ал В-2''\А + В)-2~\АФ В). 

Умножение на 2~' означает сдвиг кода числа, стоящего в скобках, 
вправо па один разряд. После перехода к сравнениям контрольный код для 
логического умножения получается по формуле 
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(8.26) 

где г— — контрольный код суммы, сдвинутый вправо на один разряд: 
/^ — инверсия контрольного кода логической суммы чисел, сдвинутой на 
разряд вправо. 

При выполнении сдвигов необходима коррекция контрольных кодов в 
соответствии с изложенными выше правилами. 

Пример 8.[2. Найги коигрольмый кол логическою проишеления чисел по Mo,'i>jno .3 
А = 10011001. i-j = 00. Я = 0.001111, г„ = 01 

Р е ш е н и е Прежде всего найдем сумму чисел и контрольный кол 4 + й - I i 101000. 
r^.ii - 0 1 

3aicM lio 8.24 вычислим / • _ + Д = 10. Определим- ЛФ В= 11010110. i;, = 01. / , ,=01 . 

;-̂  =/~Ф + Л = 10. г- = О!. Следовательно, контрольный кол логическою ироизнеления 

г„ »IO+I0 = 00(mod3). 
Ответ г^ =00. 

8.9. Контроль арифметических операций 

Арифметические операции выполняют на сумматорах прямог о, обратно! о 
и дополнительного кодов. Предположим, что изображе1!Ие чисел (операнды) 
хранятся в машине в некотором коде, т. е. операция преобразования в задан­
ный код или обратно проводится на выходе или входе машины. Методика реа­
лизации операций контроля представляется следующим образом. 

Прежде всего рассмотрим изображение числа в соответствую[цем коде 
как единую кодовую комбинацию, к которой можно приложить все сфор­
мулированные выше правила получения сверток. При этом требуется толь­
ко обязательная кратность общего числа разрядов избраН1юму мoдyJno. 

Рассмотрим последовательность действий на примере сумматора пря­
мого кода. 

Так как на сумматоре прямого кода складываются только цифровые 
части изображений чисел, а знак сохраняется, то контроль можно ос)тцест-
вить двумя способами; 

1) раздельный контроль знаковой и цифровой частей изображений ре­
зультата; 

2) обобщенный ко|ггроль всего изображения. 
При раздельном способе для контроля знаковых разрядов МОЖЕЮ ис­

пользовать средства для обнаружения переполнения, так как в случае мо-
дифицировангюго кода появление ошибок в знаковых разрядах приведет к 
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несовпадению информ;'ции в них. При проверке правильности обработки 
цифровых частей изоб|?;жений также не возникает особых трудностей. 

При обобщенном с ,ioco6e контроля требуется коррекция контрольного 
кода результата из-за ,ого, что знак результата при сложении повторяет 
знак слагаемых. Следе |)ательно, можно констатировать, что контрольный 
код суммы чисел долж( и быть 

'•('v»), ='-.< + ' - s -Sg-a , (mod / ! ) , (8.27) 

где S^ — значение зн,Нового разряда операндов; а^ — вес старшего раз­
ряда свертки. I 

Пример 8.13. 11ровести , онтроль операции сложения чисел на сумматоре прямого кода: 

И ] „р = 1,01101011,|Д|„|, = l . 'OI 10010, р = 7. 

Р е ш е н и е Прежде »г;го определим по (8,12) контрольные коды исходных чисел: 
г̂  - 110./>, = 10! . Результа^ операции [/J +BJ^p = 1,100! 110!. Тогда контрольный код ре-
зулыа|апо(8.!2) г^,„ =! К^ЭО! ! e !0 l (mod7) , или г_,^,=000. 

На основании (8 27) нах( ДИМ l~^A^|l^ = 1 !0+!0!~!-100(mod7), или г^^^щ ^000 . 
Кон1ро:г!.пые Kti;n.i conn, чакя. 4to свилегельс1вует о правильном выполнении операции. 
Ответ г ,,„=()»). 

Обобщенный снос i6 контроля может быть применен и для сумматоров 
обрашого и дополнительного кодов. 

Пример 8.(4. 1!ровест^,^контроль операции сложения кодов для сумматора обратного 
кода: l/(l„j =l,OIIOOIOO!;[f,rf, = 0,l!OOOIlll,p = 3 . 

Р е ш е н и е (^нределне i па основании (8.! 2): 

"•л^!," 1 0 * 1 1 * 0 " ® 10®01(mod3);/-^ »= 10, 
'•»„,=oie loeooei le ii(mod3); r,,^ = oo. 

Pejvflbiai (/( + Д)^, = 0 Ю10! 100! и r,^,,,,^ = 10, 
Проверка, '"(,̂ ,/,1 ~''̂ ой''"'̂ "об ='0{mod3). 
Ответ- Г|^,^,, - 10 , 

При сложении ЧИ1 ел на сумматоре дополнительного кода потребуется 
коррекция ко1ггрольнс1 о кода в случае, если знаковые разряды изображе­
ний содержат единиц'', так как при этом возникает единица переноса из 
знаково! о разряда. Оч<«идно, что контрольный код суммы будет равен 

'•(.4*в)=''.<,+'•«,-«. (8-28) 

где а — коррекция {jX = 1, если возник перенос из знакового разряда, и 
а = О — если перенос li нет). 
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Арифметическим кодам 1-го вида будем называть код А- N, где А — 
контролируемое число, N— модуль. Для таких кодов несколько изменяют­
ся понятия «расстояния» и «веса». 

Весом арифметического кода принято считать количество нену;гевых 
символов в кодовой комбинации, а расстояние, определяемое как вес раз­
ности кодовых комбинаций, нъ-ъь\ъа\от арифметическим расстоянием. 

Если расстояние между двумя числами yi, и у(, равно d. то эго означа­
ет, что переход от одного числа к другому достигается прибавлением Bejm-
чины d. В этом случае все комбинации чисел, находящиеся между ,1, и ,4,, 
являются запрещенными. Следовательно, для обнаружения (/-кратной 
ошибки необходимо иметь расстояние не меньше t/ + 1, Ecjm rf = I. го ra-
кой код не сможет обнаруживать ошибок. Величина расстояния для кодов 
А • N -вида зависит от величии AHN. 

Предполагается (и это доказано в теории кодирования [10|). чю для 
любого числа А в системе основания q = 2 существует едипс1вешюе пред­
ставление вида 

4 , = о„ • 2" + а„_, • 2""' +.. . + я„, (8.34) 

где f/, = ±1 или О, и в котором нет двух соседних коэффициенгов, оин1чны\ 
от нуля. 

Представление (8.34) содержит минимальное число ненулевых коэф­
фициентов и называется каноническим. В каноническом представлении вес 
любого числа, начиная с 2'^ и вплоть до числа 2' +2'"^. на елиииц> бо.ть-
ше, чем вес чисел от I до 2'" . Вес чисел, начиная с 2' +2'^' + I и вплоть до 
2 " ' , совпадает с весом чисел 2' -i- 2'"' - 1 , 2' -i- 2 ' ' - 2 и т. д. 

Количество разрядов для прелставления числа А • N равно 
\о%2(А- N) = log2 А + log; N , где log, N — избыточносгь кода. Таким образом, 
выбор модуля определяет не только избыточность, но и расстояние. В качесгве 
модуля целесообразно выбирать некоторое взаимно простое с основанием сис­
темы q число, превосходящее само основание. Можно положить, чго для двоич­
ной системы Af = 3 , и тогда любой код вида А • 3 будет обнаруживать все оди­
ночные ошибки. Следовательно, минимальная избыточность при произвольном 
основании онрецамегся как log^(^ +1), т. е. всегда будег требоваться Fie менее 
одного, но и не более двух дополнительных разрядов. 

Коды с минимальным расстоянием, большим двух, характеризуются 
величиной M,i(N,d). Величина M^(N,d) — наименьшее число, дающее 
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при умножении его на Л̂  число, вес которого меньше d в представлении по 
основанию q. Другими словами, если число N имело вес d в представлении 
по основанию q. то произведение NM^(N, d) будет иметь вес меньше d по 
этому же основанию q. 

Если число А изменяется в пределах 0< А<, M^(N, d), то при любых N 
и q минимальное расстояние Л-Л'-кода будет равно по меньшей мере d, 
что вытекает из определения числа M^(N, d). 

В теории кодирования доказано, что 

Mj(/V, 3) = (2<*••"""+1)//V. (8.35) 

Основной способ для отыскания значения N^ — способ непосредст­
венных вычислений. Рассмотрим его на конкретном примере. 

Пример 8.17. |'ассчи|ать величину M^ для разных значений модуля N 
Р е ш е н и е Возьмем код с расстоянием 3. Тогда возможны случаи: 

а) Л = 11. 
1 \ =11-84 2 + 1, 
2 (V = 22 = 16+4+2. 
3-,V=33^32+l. 

N = 1 У. 
\.N =13»8 + 4 + 1, 
2 Л ' = 26=16 + 8+2. 
.? Л' = 39=32 + 8-1 
5 ,\ = 65 = 64 +1. 

rf = 3; 
rf = 3; 
rf = 2; 

rf = 3; 
rf = 3; 
rf = 3; 
d^l; 

M,(ll,3) = 2 

Mi(l3, 3) = 5 
Ответа) M,(ll, 3) = 3,б) M;(I3, 3) = 5, 

Кроме /I •Л'-кодов существуют арифметические коды 2-го рода с 
большим минимальным расстоянием. Арифметическое расстояние между 
числами Л^ и Aj есть вес их разности, а вес, в свою очередь, определяется 
количеством непулевых символов в представлении числа по основанию q. 
Каждое число имеет каноническую форму представления по основанию 2, 
т. е. минимальное количество равно 1. 

Если V̂ простое число, то 2^^' делится на Л̂  Пусть 

В = (2*"' - \)IN . (8.36) 
PaccMoipHM в • N-код. 

Число 3FiaKoB в кодовом слове n = N-I. Возьмем некоторое число 
1ф<1 < А). Гогда 
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1В = h„_, • 2"-' + b„_2 • 2"'^ + . . . + *о . (8-37) 

где /j, = (/ • 2""' mod А) mod 2 . 
И дейсгвителыю: /V = 11, В = (1024 - 1)/11 = 93 . Если / = 10, то 

/ .В = 93О=1-2' + 1-2* + 1-2'+0-2" + 1 - 2 ' + 0 - 2 Ч 0 - 2 Ч 0 - 2 Ч 1 - 2 ' + О - 2 ' ' . 

Проверим коэффициенты Ь, по формуле (8.37): 

*„s(10-2'°modl l)niod2sO; 
*, s (10-2 'modl l )mod2s l ; 

/>2s(10-2Snodll)mod2sO; 

* ,s( lO-2 'modl l )mod2sO; 
ft4s(640modll)mod2 = 0; 
/ ' ;s(320modll)mod2 = l ; 
*j 3(160modll)mod2 = 0; 
ft, =(80modl l )n iod2al ; 
ftg s ( 4 0 m o d l l ) m o d 2 s | ; 
ft<,s(20modll)mod2s|. 

Итак, десятичное число 10 в двоичном представлении имеет вид 1010. 
в А- Л-коде будет иметь вид 1101110, а в В N-коде при Л = 11. В = 93 
число IО будет представлено в виде 1110100010. 

При использовании ^?-Л^-кода коэффициенты ft, можно вычисля1ь 

сразу же, не раскладывая числа в многочлен ft, =(/-2"" 'mod/i)niod2; 

п- N -\ известно заранее, так как В = (2"^' - \)/N вычисляется через N. 
Таким образом, при изображении числа I в В- Л-коде половина знаков 

равна единице, а половина— нулю. Это следует из выражения 

ft, s ( / . 2 " 'mod/V)mod2, 

так как 2 и N взаимно простые числа, значит, остатки от деления чисел 2' 
на Л^— целые числа от I до Л̂  - I . Так как число Л^— нечетное, количество 
остатков — всегда четное число, а значит половина из остатков чис/га не­
четные, а половина — четные числа. Следовательно, половина остатков по 
mod 2 дает единицу, а половина — нуль. 

Пример 8.18. Пусть N = 11. В = 93. Найти изображения чисел /от 1 до 10 н в•^'-
коле. 
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Р е ш е н и е . Количество символов для изображения чисел в 93 - N -коде равно 
IO(;V-l): 

/ = 1. В 1=93 = 1011101. 
1 = 2. «2=186=10111010, 
/ = 3 . 8 3 = 279 = 100010111, 
/ = 4. 8 4 = 372=101110100, 
/ = 5, в 5 = 465=111010001, 
/ = 6. Я 6=558=1000101110. (а) 
/ = 7, I) 7 = 651 = 1010001011, 
/ - 8 , В 8 = 744 = 1011101000, 
/ = 9 . в 9 = 837=1101000101, 
/ = 10. «10=930=1110100010. 

Ответ см формулу (а) данною примера. 

Арифметический вес числа в i?-Л^-коде равен (Л^-1)/3,или (Л^ + |)/3 
в зависимости от того, какое из этих чисел целое (N >У). 

В случае В • N -кодов по известному Л̂  можно не только определить 
KOjfHMecrBO символов и и,\ вид, но и заранее определять арифметическое 
рассюяние, что непосредственно влияет на корректирующие способности 
кода. 

CyiueciByK)! еще самодополпяюгциеся {A-N + В) коды, В этом случае 
код ;|ля дополни гельного числа Л̂  — дополнительный код самого числа А. 

Если числа, которые кодируются, имеют основание h, то дополнение 
для числа А будет (Л - I - у(), Дополнение же числа А • N при представле­
нии ею по основанию (/ равно д" -\-А-N : 

q" ~\-(AN + B)= N(b-\-A)+B 
iciia код лополнитепьног о чисиа 

B = [ / - l - A ' ( * ^ l ) ] / 2 , 

Код возможен только при целых В. i 
РасстояЕшя для (А- N + В) кода те же, что и для А • Л^-кода. 

Пример 8.19. Пусть нужно найти {/f • N +В)-двоичный код для кодирования десятич­
ных знаков, иснравляютмй одиночные ошибки. 

Р е III е м и е Возьмем h = \0 . Чтобы исправлять одиночные ошибки, нужно иметь код с 
кодовым расстянием rf = 3 . 

Так как если {)< А < M2(N,d), то при любых N » q расстояние А- Л'-кода равно по 
меныпем мере d 
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!1о таблице ишем A/;(iV,3)>IO (так как А — десятичный знак, т.е. oi I до У) 
M',{N. 3) = 27 , при этом N = 19. Наибольшее число в этом случае равно !9-9= 17!, для не­
го потребуется по крайней мере 8 двоичных знаков (110!0!0!). 

И-J формулы B=^{q" ~\-N{b-l)]/2 получим: В = {2̂  ™1-!9-9)/2 = 42. 

Л /V + В = 9 -19 + 42 - 213 < 2^ (нужно 8 знаков двоичных, значит, коД возможен). 
Оконча!ельно таблица кодирования имеег такой вид: 

Т а б л и Li а 8.6 

л 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
Ч 

AN + Н 
42 
61 
80 
94 
118 
137 
156 
175 
194 
213 

Код 
ООН) 1010 
ООП 1101 
0101 0000 
0110 ООН 
omeuo 
1ШК1 1001 
1001 1100 
1010 И И 
1100 0010 
1101 0101 

Ответ двоичные коды представлены в таблице 8.6. 

Рассмотрим несколько случаев применения описанных выше кодов. 
I. Пусть Aii-A2<\0, т .е . нет переноса в кодовых словах. Тогда 

N•A^ + В-i- N-А^ ^ В- N{A^ + А2) + 2В. Отсюда видно, что нужЕШ поправка 
«—В». 

коде А- N + В , Пример 8.20. Сложить числа .4, и 
(/1, ^ 3 . .^2=4). 

Р е ш е н и е . 

А. =3= ОПООО!! 
Л = 4 ='^01110110 

! !0i lOOi —запрещенная комбинация 
^0010!0!0 

А, + Aj ^=7 = \0\0\iii — разрешенная комбмнация, соответствует числу 7 
lycTb произошла одиночная ошибка в 5-м разряде. 

запрещенная комбинация 

запрещенная комбинация наиболее близка к !0!0 П ! 1 

Л' = !9./^=42 
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Ответ /1, + / I j = 1010 111 1 , 

2. Пусть Af + Aj > 10 . Тогда 

NA,+B + N-A-i+B = NiA^+A^) + 2B= WN +k-N + 2B. 
уйдет в перенос 

Следовательно, при переносе в старшее кодовое слово нужно добавить 
поправку +{А-\). В этом слове, откуда происходит перенос, нужно сде­
лать поправку -(IV~\ + В). 

Пример 8.21. О ю ж и п , числа А, =328 и /(j =563, N = \9. В = 42 . 

Злссь ( У - | . 1 8 ( П ) 0 1 0 , ) . 

Р е [II е и и с 

Л| = |328]= 01100011 01010000 11000010 
/1 ;= [563]= 10001001 I0OI I I0O 0 1 I 0 0 0 I I 

.Ц^А^= |891] = _11101100 11I0II01 00100101 
00101010^00010010 00010010 
| |000010_ 11111111 00010011 

J 00101010*00101010 
11010101 00111101 

I h c i i . при с.'южемин прон-юпиш ошибки (они указаны знаком - х - ) г 

0110 0011 0 1 0 1 0 0 0 0 11000010 
1000 1001 10011100 0110 0011 
1010 I 100 _ 1 МО I 100 _ i'oiO 0101 
0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 Ю 0 0 0 1 0 0 1 0 
1000 0010 1100 0010 10010011 

0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 
1000 0010 1101 0100 101 и 101 pciyiiLiai 
11000010 11010101 00111101 образец 

Ответ Л| 4 ,1, = 11000010 1101 0101 ООП! 101. 

Сравнив результат с образцом разрешенной комбинации, можно опре­
делить местоположение ошибки. 

В современных вычислительных машинах используется контроль на 
четность и нечетность. Этот контроль позволяет лишь зафиксировать нали­
чие ошибки, но не позволяет ее исправить. Но он иашел широкое примене­
ние благодаря своей простоте, так как и наличие информационной избы­
точности требует применения контрольной аппаратуры, которая может 
оказаться слиишом объемной, труднореализуемой. Например, в случае са-
модополняЕощихся (А- N + В)-кодов необходимо умножить число иаN, где 
N простое число, прибавить В; для представления четырехзначных чисел 
по величине используют восемь разрядов (см. пример 8.21), помимо этого 

211 



9. СПОСОБЫ ЗАЩИТЫ ИНФОРМАЦИИ 

9.1. Особенности систем защиты информации 

В связи с широким распространением персональных компьютеров [̂ е 
только как средств обработки информации, но также как оперативных 
средств коммуникации (электронная, телефаксная почта), возникают про­
блемы, связанные с обеспечением защиты информации от преднамеренных 
или случайных искажений. 

Актуальность этих проблем подчеркивается также тем обстоя leJibcT-
вом. что персональный компьютер или автоматизированное рабочее место 
(АРМ) является частью систем обработки информации, систем коллектив­
ного пользования, вычислительнь|х сетей. В таких случаях предъявляются 
достаточно жесткие требования по надежности и достоверности передавае­
мой информации. 

Любой капал связи характеризуется наличием в нем помех, !!рнводя-
щих к искажениго информации, поступающей на обрабо1ку. С целью 
уменьшения вероятности ошибок принимается ряд мер, направленных на 
улучшение технических характеристик каншюв, на использование различ­
ных видов модуляции, на расширение пропускной сгюсобности и т. п. При 
этом также должны приниматься меры по защите информации от ошибок 
или несанкционированного доступа. 

Доступ — это получение возможности использовать информацию, 
хранящуюся в ЭВМ (системе). 

Всякая информация в машине или системе требует той или иной за­
щиты, под которой понимается совокупность методов, позволяю1цих 
управлять достугюм выполняемых в системе программ к хранящейся в пей 
информации. 

Существуют методы физической защиты каналов связи, каншюв пере­
дач информации, помещений, где обрабатывается информация (например, 
экранирование). Однако физические методы не являются предметом рас­
смотрения в этой главе. 

Задача защиты информации в информационных вычислительных сис­
темах решается, как правило, достаточно просто: обес1гечиваются средства 
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контроля за вь!полнением программ, имеющих доступ к хранимой в систе­
ме информации. Для этих целей используются либо списки абонентов, ко­
торым разрешен доступ, либо пароли, что обеспечивает защиту информа­
ции при малом количестве пользователей. Однако при широком 
распространении вычислительных и информационных систем, особенно в 
таких сферах, как обслуживание населения, банковское дело, этих средств 
оказалось явно недостаточно. Система, обеспечивающая защиту информа­
ции, не должна позволять доступа к данным пользователям, не имеющим 
такого права. Такая система защиты является неотъемлемой частью любой 
системы коллективного пользования средствами вычислительной техники, 
независимо от юго, где они используются. Данные экспериментальных ис­
следований различных систем коллективного пользования показали, что 
пользователь в состоянии написать программы, дающие ему доступ к лю­
бой информации, находящейся в системе. Как правило, это обусловлено 
наличием каких-то ошибок в программных средствах, что порождает неиз­
вестные пути обхода установленных преград. 

В процессе разработки систем защиты информации выработались не­
которые обилие правила, которые были сформулированы Ж. Солцером и 
М. Шредером (США): 

1. Простота механизма защиты. Так как средства защиты усложняют 
и без lot о уже сложные программные и аппаратные средства, обеспечи­
вающие обработку данных в ЭВМ, естественно стремление упростить эти 
дoпoJH!ИIeльnьie средства. Чем лучше совпадает представление пользовате­
ля о системе защиты с ее фактическими возможностями, тем меньше оши­
бок возникает в процессе работы. 

2. Разрешения должны преобладать над запретами. Нормальным ре­
жимом работы считается отсутствие доступа, а механизм защиты должен 
быть основан на ycjwBHflx, при которых доступ разрешается. Допуск дается 
лишь тем гюльзователям, которым он необходим. 

3. Проверка полномочий любого обращения к любому объекту информа­
ции. Эго означает, что защига выносится на общесистемный уроюнь и пред­
полагает абсолютно надежнее определение источника любого обращения. 

4. Разделение полномочий заключается в определении для любой про-
rpaMMbi и любого пользователя в системе минимального круга полномочий. 
Эю г!озволяет уменьшить ущерб от сбоев и случайных нарушений и сокра­
тить вероятность непреднамеренного или ошибочного применения полно­
мочий. 

5. Трудоемкость проникновения в систему. Фактор трудоемкости зави­
сит от количества проб, которые нужно сделать для успешного проникно-
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вения. Метод прямого перебора вариантов может дать результат, если для 
анализа используется сама ЭВМ. 

6. Регистрация проникновений в систему. Иногда считают, что вь(год-
нее регистрировать случаи проникновения, чем строить сложные системы 
защиты. 

9.2. Криптографические методы защиты информации 

Обеспечение защиты информации от несанкционированного досту­
па — дело сложное, требующее широкого проведения теоретических и экс­
периментальных исследований по вопросам системного проектирования. 
Наряду с применением разных приоритетных режимов и систем разграни­
чения доступа разработчики информационных систем уделяют внимание 
различным криптографическим методам обработки информации. 

Криптографические методы можно разбить на два класса: 
1) обработка информации путем замены и перемешивания букв, при 

котором объем данных не меняется (шифрование); 
2) сжатие информации с 1юмощью замены отдельных сочечанин букв, 

слов или фраз (кодирование). 
По способу реализации криптографические меюды возможны в аппа­

ратном и программном исполнении. 
/^ля защи]Ъ( текстовой информации при передачах на удаленные cian-

ции телекоммуникационной сети используются ашшратные способы UIH(|)-
рования и кодирования. Для обмена информацией между ЭВМ гю челеком-
муникациоиной сети, а также для работы с лока1н,ными абоне1Г[;ши 
возможны как аппаратные, так и программные сгюсобы. Для хранения ин­
формации на магнитных носителях применяются программные способы 
шифрования и кодирования. 

В простейшем случае для построения правил шифроваЕшя iCKcioEiOH 
информации используется некоторый смешанный алфавит, например пере­
становка обычного алфавита. В примере 9.1 показан исходный алфавит, 
смешанный алфавит и шифрование короткого сообщения, в котором каж­
дая буква заменяется соответствующей буквой смешанного алфавита. 

Пример 9.1. Зашифруйте с помощью представленного кода фразу <tl!onpo5>Hrc rfpo'fii-
тать шифрованный текст». 
Алфавит АБВГДЕЖЗИЙКЛМРЮПРСТУФХЦЧШЩЪЫЬЭЮЯ 
Код ЙЦУКЕИ1и11ЦЗХ'ЬФЫВЛПР0ЛДЖ')ЯЧСМИ1ЬЫ() 
Шифруемая информация ПОПРОБУЙТЕ ПРОЧИТАТЬ ШИФРОВАННЫЙ ПЖСГ 

Ответ. 
Код АВЛПВЦЛЗОИ АПВЯЩОЙОТ Ч11ЩПВУЙЫЫИЗ ()МХ1Ч) 
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Сообщения, зашифрованные с помощью простой подстановки, расшиф­
ровываются следующим образом. Определяется частота появления каждой 
буквы в шифрованном сообщении и сравнивается с частотами букв алфавита. 
Таблица частот букв русского алфавита (пабл, 9.1) приведена ниже 

Т а б л и ц а 9.! 

Буква 
0 
Л 
1-
И 
II 
1 
1' 
С 
II 

м 
в 
л 
к 
л 
я 
ы 

Частота 
0.0940 
0.0896 
0,0856 
0,0739 
0,0662 
0,0611 
0,0561 
0,0554 
0,0421 
0,0417 
0,0400 
0,0358 
0.0322 
0,0280 
0,0243 
0,0225 

Буква 
Б 
3 
У 
Г 

ь 
ч 
й 
X 
Ц 
ж 
ю 
Щ 
ф 

э 
III 
ъ 

Частота 
0,0197 
0.0193 
0,0179 
0,0153 
0,0125 
0,0118 
0,0094 
0,0093 
0,0087 
0,0064 
0,0063 
0,0048 
0,0034 
0,0033 
0,0032 
0,0002 

Для сообщений длиной 40 символов и более по распределениям частот 
можно определит!, буквы ИСХОД1ЮГО текста. 

1)ОЛее надежное шифрование текстов обеспечивается с помощью клю­
чевых слов и нескольких алфавитов шифрования. Ниже (табл. 9.2) показан 
квадрат !?иженера, построенный иа основе смешанного алфавита, приве­
денного в примере 9.1. Каждая строка квадрата образуется из предыдущей с 
помощью циклического сдвига на одну позицию. Таким образом, квадрат 
состоит из 32 смешанных алфавитов, каждому из них соответствуют буквы 
исходного алфавита. Эти буквы записываются в квадрате слева перед каж­
дым смешанным алфавитом. 

Пример 9.2. Зашифруйте с помощью предсгавленногч> кода следующую фразу: 
Информация 110ПР0БУЙТЕ ПРОЧИТАТЬ ШИФРОВАННЫЙ ТЕКСТ 
Ключевое слово КЛЮЧКЛЮЧКЛ ЮЧКЛЮЧКЛЮ ЧКЛЮЧКЛЮЧКЛ ЮЧКЛЮ 

Ответ ОСЫШЧФРЙТП ЫШЧУГЗХЪМ АОЮВНФЬЬЕНД ПТАТП 
или 

ОСЫШ ЧФРЙ ТПЫШ ЧУП ХЪМА ОЮВН ФЬЬЕ НДПТ ДТП 
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\ а б л и ц а 92 

л 
Б 
В 
Г 
д 
к 
ж 
3 

и 
й 
к 
л 
м 
п 
0 

п 
р 

с 
т 
у 
ф 

X 
Ц 
ч 
ш 
Щ 
ъ 
ы 
ь 
э 
ю 
я 

АБВГДЕЖЗИЙКЛМНОПРСТУФХЦШиЩЬЫЬЭЮЯ 
ЙЦУКЕН['Ши13ХЪФЫВАПР0ЛДЖЭЯЧСМИТЫ;|() 
ЦУКЕ|1ГШи13ХЪФЫВА11Р0ЛДЖЭЯЧСМИ|ЪБ|<)Й 
УКЕППищЗХЪФЫВАПРОЛДЖЭЯЧСМИТЬВЮЙЦ 
КЕИГШЩЗХЬФЫВАПРОЛДЖЭЯЧСМИГЬБЮЙЦУ 
ЕНГШиДЗХЪФЫВАПРОЛДЖЭЯЧСМИТЬБЮЙЦУК 
НГШ1ЦЗХЪФЫВА11Р0ЛДЖЭЯЧСМИ1ЬБЮЙЦУК1: 
1 ШЩЗХ ЬФЫВЛ! 1Р0ЛДЖЭЯЧСМИ1 ЬБ10Й11УКР,| 1 
ШЩЗХЬФЫВЛИРОЛДЖЭЯЧСМИГЬБЮЙЦУКЕШ 
ЩЗХЪФЫВЛИРОЛДЖЭЯЧСМИГЬБЮЙЦУКЕИГШ 
ЗХЪФЫВАПР0ЛДЖЭЯЧСМИ1ЬБЮЙЦУКЕ1111111Ц 
ХЬФЫВЛМРОЛДЖЭЯЧСМИГЬБЮЙЦУКЕИГиПЦЗ 
ЬФЫВАПРОЛДЖЭЯЧСМИТЬБЮЙЦУКЕМШтПХ 
ФЫВЛИРОЛЛЖЭЯЧСМИГЬБЮЙЦУКЕПГШШЗХЬ 
ЫВЛПРОЛДЖЭЯЧСМИТЬБЮЙЦУКЕИПтЦЗХЬФ 
ВАПРОЛДЖЭЯЧСМИТЬБЮЙЦУКЕНГиЛЦЗХЪФЫ 
АИРОЛДЖЭЯЧСМИТЬБЮЙЦУКЕППШЦЗХЪФЫВ 
П Р О Л Д Ж Э Я Ч С М И Т Ь Б Ю Й Ц У К Е М Г Ш Щ З Х Ь Ф Ы В Л 

РОЛДЖЭЯЧСМИТЬБЮЙЦУКЕИГИИЦЗХЬФЫВЛП 
ОЛДЖЭЯЧСМИТЬБЮЙЦУКЕНГттзХЪФЫВЛ! IP 
ЛДЖЭЯЧСМИТЬБЮЙиУКЕШ ШЩЗХЪФЫНАИРО 
ДЖ-)ЯЧСМИТЬБК)ЙЦУКЕПП|11ЦЗХЬФЫВА11Р{)Л 
ЖЭЯЧСМИТЬБ10ЙЦУКЕ|и НПЛЗХ ЬФЫВАПРОЛЛ 
ЭЯЧСМИТЬБЮЙЦУКЕНГШирХ ЬФЫВЛИРОЛДЖ 
ЯЧГМИ1 ЬБЮЙЦУKEIII ППЦЗХЪФЫВЛ! 1Р()ЛДЖ') 
ЧСМИ1 ЬБ10йцукЕ|1г1:1т13х ьФывА1|Р0лдж:)я 
СМИТЬБЮЙЦУКЕМЕШЩЗХЬФЫВЛПРОЛДЖЭЯЧ 
МИТЬБ10ЙЦУКЕ11П11ЩЗХЬФЫВЛт>ОЛДЖ1ЯЧ{ 
ИТЬБЮЙЦУКЕНГШЩЗХЪФЫВАИРОЛДЖЭЯЧСМ 
ТЬБЮЙЦУКЕНГШЩЗХЪФЫВЛПРОЛДЖЭЯЧСМИ 
ЬБЮЙЦУКЕНЕШЩЗХ ЬФЫВАПРОЛДЖЭЯЧСМИ1 
БЮЙЦУКЕНГШЩЗХЪФЫВАПРОЛДЖЭЯЧСМИП, 
ЮЙЦУКЕНГШЩЗХЪФЫВЛПРОЛДЖЭЯЧСМИ1ЬЬ 

На примере 9.2 показано шифрование фразы при помощи ключевою 
слова КЛЮЧ и данного квадрата. Ключевое слово многократно загшсыва-
ется под исходнЬ|м текстом, и буквы исходного текста шифруются при по­
мощи соответствующих смешагшых шгфавитов. Этот метод шифрования 
уже не поддается раскрытию с помощью простого подсчета частот букв. 
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Если использовать несколько ключевых слов различной длины, то 
можно еще более повысить защищенность информации, поскольку разным 
сообщениям будут соответствовать разные ключевые слова. 

Ос1ювиым отличием двоичной информации при передаче данных от 
информации любых других видов (текстовой, графической) является ее 
полная формализованность, т. е. отсутствие каких-либо логических связей 
между отдельными элементами передаваемой информации. Это приводит к 
тому, что ошибка в таком сообщении не может быть обнаружена по смы­
словому содержанию принятой информации. 

Основным методом повышения достоверности является помехозащи-
щенное кодирование в сочетании с автоматическим запросом и повторением 
искаженных кодовых комбинаций. Кодирование заключается во введении 
определеннЬ1м образом в информационную последовательность дополни­
тельных проверочных разрядов таким образом, что между отдельными раз­
рядами устанавливается определенная математическая связь. Тогда ошибка, 
возникающая при прохождении сообщения по каналу связи, вызовет нару­
шение этой закономерности, что будет обнаружено при декодировании. 

Наиболее широкое применение получили в настоящее время цикличе­
ские коды, когорые обладают высокими корректирующими свойствами и 
относительно просто реализуются технически. Циклические коды обнару­
живают как независимые, так и групповые ошибки*. Обнаруживающие 
свойства циклических кодов определяются видом порождающего много­
члена. Циклический код, образованный многочленом степени «ЛГ» , обна­
руживает все пакеты ошибок длины п<,К. Под пакетом ошибок длиной 
«и» подразумевается любой ряд ошибок, для которого число знаков между 
первой и последней ошибками, включая эти ошибки, равно « я » . 

Как показывает опыт, ошибки во всех реальных каналах связи не яв-
ляЕотся независимыми. Они обычно возникают группами. Закон распреде­
ления онтбок в пакетах и самих пакетов очень сложен. Он определяется 
огромным количеством факторов, учесть которые не просто. В целях упро-
щеЕшя магематического аппарата используем аппроксимацию действитель­
ного закона расиределепия. 

ГlpeдпoJюжим, что пакет ошибок и ошибки в пределах пакета возни­
кают независимо друг от друга. Вне пакетов ошибки отсутствуют. 

Оценка канала проводится по трем параметрам: 
— вероятности возникновения ггакета любой длины — Р„; 

Волее гголробмо о циклических кодах см. в книге У. Питерсоиа, Э. Уэлдоиа «Коды, ис-
пранляюише ошибки» 

219 



9. Способы защиты информации 

Рнс. 9.1. График изменения 
вероятности ошибок 

— вероятности ошибки в пределах пакета — Р,.-; 
— распределению вероятности Р{1) возникновения пакета ошибок от 

длины пакета /. 
Для телефонных каналов, работающих по кабельным линиям, вероят­

ность возникновения ошибок внутри пакета ошибок составляет 
Р,.- = 0,6-0,4. При этом предполагается, что 
ошибки внутри пакета независимы и подчи­
няются биномиальному закону: 

P{t) = C'„P',{\~P,.y"'. (9.1) 
Зависимость вероятности возникновения 

пакета ошибок от его длины ориентировочно 
определяется соотношением 

P{l) = PS-P,i~\ (9.2) 

где Ру =(^, /^ср)Л:— отЕюсительная вероят­
ность возникновения пакета ошибок длиной 
в один элемент. 

ВероятЕюсть возникновения пакета ошибок длиной /, составляег 

P,^^P„P,{\-P,f~' . (9.3) 

Вероятность возникновения пакета ошибок длиной свыше /, определя­
ется следующим образом: 

P,>,,-P„i}-Py)' • (9-4) 
Со!ласно приведенным формулам для телефонных ка[|алов различных 

достоверности и типов рассчитаны и приводятся в литературе зaвиcи^юcти 
вероятности возникновения пакета ошибок от его длины. Эта зависимость 
ориентировочно имеет вид, представленный на рис. 9.1. 

Пример 9.3. Рассчитать для указанной на рис. 91 зависимосги длину пакеюп оЕиибик, 
суммарная вероятность возникновения которых меньше заданной. 

Р е ш е н и е . Пусть информа1Шя разделена на ЗО-рззрядные аюв^т. е, длина пакега /„,,, <, 30 
Закон распределения кратности ошибок ориентировочно можно признать мор^а г̂ьпым. юг да сред­
няя кратность ошибок /^«10 . Требуемая достоверность канала равна 1\ =10"'^. Верояикгаь 
возникновения пакетов ошибок длиной /,: 

{'ы, =(10 V!0) - IO ' . 
Графически на кривой вероятности (см. рис. 9.1) определяем, ч го /, = 5 -
Ответ: длина пакета /, = 5, 
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9.3. Аппаратные средства защиты 

в'й? 
75^ 

ВилдЗ 

-V 
Бмн 

Рис. 9-2. Схема шифрователя с пере­

становкой разрядов: РИ^, — в х о л -

пой регистр; РИ^^х — выхолпий 

регистр; ® — блок перестановки 

Аппаратные способы шифрования информации применяются для 
передачи защищенных данных по телекоммуникационной сети. Для 
реализации пжфроваиия с помощью смешанного алфавита исгюльзует-
ся перестановка отдельных разрядов 
в пределах одного или нескольких 
символов. 

На рис. 9.2 показана схема аппа­
ратного нгнфрователя, использующего 
операцию перестаЕювки разрядов в пре­
деле одного байта информации. Для 
расшифровки сообщений применяется 
симметричная пересгановка. Блок пере­
становки може1 быть смепньш или 
управляемым. Блок управления син­
хронизирует работу ши(|)ровального 
устройства. Возможное число переста-
иовок для //-разрядных симво5юв равно (н!-1). Если перестановка разрядов 
выпо;п1яс1Ся в иредела.ч нескольких байт, то такая операция называется за-
путываипем. 

Для м1Н())ро1!апия с помощью юиочевых слов применяется операция 
сложения по модулю 2 (исюиочающее ИЛИ). Схема шифрования показана 
на рис, 9.1. 

KjHOMeBoe слово хранится в 64-разрядном регистре ключа РК. Инфор­
мации, ггодлсжа1пая и1ифрованию, записывается в 64-разрядный регистр 
им(|)ормаг1Ии 1'И|,̂  . После заполнения 
)иио penicrpa иьиюлняется операция 
сложения но моду;ио 2 с содержимым 
peiHcipa юпоча. FeiyjibiaT нредставля-
ег собой зашифрова1Гную информа­
цию, которая поступает в выходной 
64-ра'!рядиьгй peiHcip РИ^^^ 

I !а практике используются не-
CKOJH'KO чередующихся операций запу­
тывания и сложе1П!я по модулю 2 с 
паз;гичными юиочами. Пример такой « m г- . 
^ f^ ^ Рнс. 9.3. Схема ключевого шифрова-
схемы приведен т рис. 9.4. Блок ^еля: РК — регистр ключей; 
управления [la рисуЕже не показан. 5ЛУ —сумматор 

ЯСь 

LF^ П 

5М PUfc, 
Выход 

Влон 
ynpat-
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Bxosf%\ W[ р^ рП H J Выход 

Рис. 9,4. Схема игифрователя с двойным KJIFO'IOM 

При определении количесгва операций запутывания и сложения по 
модулю 2 приходится искать компромиссное решеЕше между сложностью 
шифрования и временем преобразования. 

Ключевые слова для работы схем шифрова[!ия выбираются с помощью 
специальных генераторов случайных чисел и передаю1ся в приемное уст­
ройство в -зашифрованном виде по предыдущим югючам. Дешифрование 
информации выполняется в обратной последовательности. 

9.4. Программные средства зашиты 

Программные способы применяются для шифрования информации, хра­
нящейся на мащитных носителях (дисках, лсЕпах). Эго могу! бьпь дапмые 
рачличных информационно-справочных систем АСУ, АСОД и др. Про­
граммные сгюсобы шифрования сводятся к операциям перестановки, переко­
дирования и сложения по модулю 2 с клЕочевыми словами. При эгом исгюль-
зуются команды ассемблера TR (перекодировать) и ХС (исключаклпес ИЛИ). 

Кодирование информации. Особое место в программах обработки 
информации занимают операции кодирования. Преобразование нн(|юрма-
ции, в результате которою обеспечивается измеЕШПие обьема мамжн. за­
нимаемой данными, называется кодированием. Па практике кодирова!1ие 
всегда используется для уменьшения объема памяти, гак как экономия па­
мяти ЭВМ имеет большое значение в информационных системах. Кроме 
т о ю , кодирование можно рассматривать как крипто1рафический метод об­
работки информации. 

Естественные языки обладают большой избыгочностью. Не состави! 
большого труда исправить все ошибки, которые есть в следующей фразе: 
«Есл нсклко бкв удлть, эт прдлжн ещ м б прчтЕю». Для ЭКОЕЮМИИ н а м я т , 
объем которой ограничен, имеет смысл ликвидировать избыточность leKCia 
или уплотнить текст. 



9 -/. Программные средства защиты 

Существуют несколько способов уплотнения текста. 
1 . П е р е х о д от е с т е с т в е н н ы х о б о з н а ч е н и й к б о л е е 

к о м п а к т н ы м . Этот способ применяется для сжатия записи дат, номеров 
изделий, уличных адресов и т. п. Идея способа показана на примере сжатия 
записи даты. Обычно мы записываем дату в виде 22.09,83, что требует 
6 байтов памяти ЭВМ. Однако ясно, что для представления дня достаточно 
5 битов, месяца — 4, года — не более 7, т. е. вся дата может быть записана 
в 16 битах или в 2 байтах. 

Другой распространенный способ представления дат был предложен 
Жозефом Скалигером в 1582 г. для астрономических целей. По этому спо­
собу дата записывается как общее число дней, прошедшее к данному дню, 
считая с I января 4713 г. до н. э. По этой схеме I января 1983 г. записывает­
ся как 2 444 323. Обычно для реальных расчетов ограничиваются четырьмя 
последними цифрами этого представления. 24 мая 1967 г. записывается в 
виде 0000, и отсчет дней от этой даты требует 16 битов в упакованном де­
сятичном формате. 

2. П о д а в л е н и е п о в т о р я ю щ и х с я с и м в о л о в . В различных 
информационпь!х текстах часто встречаются цепочки повторяющихся 
символов, например пробелы или нули в числовых полях. Если имеется 
группа повторяющихся символов длиной более 3, то ее длину можно 
сократи I ь до трех символов. Сжатая таким образом группа повторяющихся 
cимвoJЮв предс1авляет собой триграф S-P-N, в котором S — символ 
повторения; Р — признак повторения; N — количество символов 
повторения, закодированных в триграфе. 

В других схемах подавления гювторяющихся символов используют 
особенное 1Ь кодов ДКОИ, КОИ-7, КОИ-8, заключающуюся в том, что 
большинство допустимых в них битовых комбинаций не используется для 
преде гавления символьных данных. Обычно в коде ДКОИ не исгюльзуются 
комбнпаипп с jiyjieM во второй слева позиции. Этот бит может являться 
признаком повторяемости последующего шги предыдущего символа: 

хохххххх 
\ — ^ — ' 

признак повторяемости Число повторений 
3. К о д и р о в а н и е ч а с т о и с п о л ь з у е м ы х э л е м е н т о в д а н ­

н ы х . Этот с1юсоб уплотнения данных также основан на употреблении не­
используемых комбинаций кода ДКОИ. Для кодирования, например, имен 
людей можно исгюльзовать комбинации из двух байтов диграф Р- N, где 
Р - признак кодирования имени, N — номер имени. Таким образом мо­
жет 6biTb закодировано 256 имен людей, чего обычно бывает достаточно в 
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9 Способы защиты информации 

информационных системах. Если в байте N старший байт использовать в 
качестве признака пола, то этим байтом можно закодировать 128 мужских и 
128 женских имен. 

Другой способ основан на отыскании в тексте наиболее часто встре­
чающихся сочетаний букв и даже слов и замене их на неиспользуемые бай­
ты кода ДКОИ. 

4. П о с и м в о л ь н о е к о д и р о в а н и е . Семибитовые и восьмибито­
вые коды не обеспечивают достаточно компактноЕО кодирования символь­
ной информации. Более пригодными для этой цели являются 5-би!овые ко-
ды, например международный телеграфный код М1'К-2. Перевод 
информации в код МГК-2 возможен с помощью программного перекодиро­
вания или с использованием специаль[1ых элементов на основе больших 
интегральных схем (БИС). Пропускная способность каналов связи при пе­
редаче алфавитно-цифровой информации в коде МГК-2 повышается по 
сравнению с использованием 8-битовых кодов гючти на 40 %, 

5. Ко д ы п е р е м е н н о й дл и н ы . Коды с перемеин[,1м числом битов 
на символ гюзволяют добиться еще более плот ноЙ упаковки данных. Метод 
заключается в том. что часто используемые символы кодируются коротки­
ми кодами, а символы с ни-зкой частотой использования ~ длинными ко­
дами. Идея такого кодирования была впервые высказана Хаффманом. и со­
ответствующий код на-}ывается кодом Хаффмана. Использование кодов 
Хаффмана позволяет достичь сокращения исходного текста почти на 8() %. 

Использование различных методов уплотнения текстов кроме своего 
основного назначения — уменьшения информационной избыточносш — 
обеспечивает определенную криптографическую обработку информации. 
Однако наибольшего эффекта можно достичь при совместном Hcnojn.K)Ba-
нии как методов шифрования, так и методов кодирования информа1Ц1н, 

9.5. Надежность средств защиты информации 

Надежность защиты информации может быть оценена временем, кою-
рое требуется на расшифрование (раз1адывание) информации и определе­
ние ключей. 

Если информация зашифрована с помощью гЕростой подс1ановкн. и> рас­
шифровать ее можно было бы, определив частотъ! появле[1Ия каждой буквы в 
шифрованном тексч-е и сравнив их с частотами букв русского алфавита. Таким 
образом определяется подстановочный алфавит и расшифровывается текст. 

Рассмотрим вариант, когда информация шифруется с помощью KJno4e-
вого слова. Суть такого шифрования заключается в следувощем. Юпочевое 
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СЛОВО последовательно складывается по модулю 2 с фрагментами текста 
длиной, равной длине ключевого слова. Полученную в результате такого 
преобразования информацию расшифровать уже не так просто, так как 
здесь требуется разгадать само ключевое слово. 

Правильной отправной точкой в этом случае будет нахождение длины 
ключевого слова. Обозначим длину ключевого слова буквой «А». Отметим 
также, что, когда период равен длине ключевого слова, символы текста об­
рабатываются одной буквой ключевого слова. Таким образом, весь шифро­
ванный текст можно разбить на к групп G|,G2,.,.,Gj. Каждая группа 
начинается с позиции / (1 < / < А) и содержит каждую А-ю букву текста, 
начиная с /-й буквы. Каждая из этих групп обрабатывается одним символом 
ключевого слова, что может бьггь представлено шифрованием при помощи 
одного алфавита. 

Процесс шифрования с помощью сложения по модулю 2 с ключевым 
словом может быть выражен следующей формулой: 

>',.л« = ^i.^t, Ф «•/ при О S У < Af/A, 
где >, J», — буква шифрованного текста из группы G,; дс̂ »+; — буква ис­
ходного текста из i руппы Gj; w, — /-й символ ключевого слова; ̂  — номер 
ншюжеиия ключевого слова; Л̂  — длина текста. 

Подсчитаем.количество появлений одинаковых букв yj j . , , в группе G, 
и, разделив это число на общее количество букв в этой группе (N/k), оп­
ределим частоты букв в группе. Сравнивая полученные частоты с частота­
ми букв русского алфавита, определим предположительные соответствия 
букв в группе G,. Теперь, используя свойства сложения по модулю 2, мож­
но определить возможные значения г-го символа в ключе: 

f̂, =>',_4„Фдг,,,„прнО<;<Л'/А. 

Подсчитаем максимальное количество одинаковых символов V. при 
О < /' < Njk и обозначим это число через a^. 

Рхли провести указанные выше вычисления для всех /(1<!<А), то 
можно определить процент совпадения: 

Таким образом, процесс расшифрования текста может выглядеть сле­
дующим образом. Значения предполагаемой длины ключевого слова (к) 
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9. Способы зтциты информации 

изменяются от 1 до некоторой величины L (возможна длина логической 
записи). Интервал изменений равен 1. Для каждого к{\ <к < L) определя­
ется процент соппадепня /^. Если возникает резкое увеличение значения 
/ \ , то текущее значение предполагаемого ключа и обрабатываемого текста 
выдается пользователю на экран дисплея для визуального анализа и воз­
можной корректировки редко используемых символов. 

Дальнейшие изменения величины «Ь> должны привести к появлению 
периодических скачков процента совпадения. Дшна периода таких скачков 
равна длине ключевого слова. 

Естественно, нет необходимости проводить указанные вычисления до 
значения А = i , если уже при меньших значениях к получены удовлетвори­
тельные результаты и длина ключевого слова найдена. В большигкгве слу­
чаев бывает достаточно обнаружения первого скачка процента совпадения. 

Приведем временные оценки обработки шифрованного гекста. Обо­
значим через /̂  время на вычисление процента совпадения Р^. Тогда для 
полной автоматической обработки текста потребуется время 

r,-kt,. 
Если при шифровании был добавлен циклический сдвиг (шифрование 

по схеме «ключ—сдвиг»), то время обработки текста и получения наилуч­
шего процента совпадения возрастет: 

^«-<,..„ = » * ' * • 

Если шифрование выполнялось с помощью двойного ключа и двойного 
циклического сдвига, т. е. по схеме «ключ—сдвиг—ключ—-сдвиг», то про­
цесс расшифровывания текста значительно усложр1яется, так как в этом 
случае нельзя подсчитать частоты появления символов в тексте. Но и здесь 
правильным началом будет поиск длины ключевых слов. Алгоритм такого 
поиска может быть следующим. 

Найти два места в шифрованном тексте, где две одинаковые буквы 
идут в том же порядке. Такое гювторение могло произойти гго дв\м причи­
нам. Возможно, различные сочетания букв и соответствующие разные час­
ти ключевого слова случайно выразились в одинаковые сочетания букв luui 
в исходном тексте были повторения, которые гюпали на одинаковые ч а с т 
ключевого слова, и, таким образом, оказались зашифрованными дважды 
одним и тем же способом. Во втором случае расстояние между началами 
повторяющихся сочетаний букв должно быть кратно Д1нше ключевого сло­
ва. Определить, по какой из двух причин произошло гювторение данного 
сочетания букв, невозможно. Но если в шифрованном тексте повторяются 
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сочетания из трех букв или более, то вероятность повторения ключа в этом 
случае очень велика. Таким образом, исследуя зашифрованный текст на 
повторяротиеся сочетания, можно с большой вероятностью определить 
длину ключа или кратную ей величину. 

Дальнейшая обработка сводится к подбору ключевого слова, предвари­
тельному расшифровыванию текста и передаче его в обработку по одинар­
ной схеме «ключ—сдвиг». Это следует повторять в цикле до тех пор, пока 
текст не будет расшифрован. 

При обработке зашифрованной информации значительная роль в ана­
лизе и прир|ятии окончательного решения отводится оператору терминала, 
выполняющего визуальную обработку вариантов, предлагаемых машиной. 

Если предгюложить, что для шифрования использовались ключевые 
слова с буквами русского алфавита, а длина ключа составляла 8 символов, 
то время обработки текста, зашифрованного по схеме « к л ю ч — с д в и г -
ключ—сдвиг», составит 

7 - ь . - » ^ , , „ = * ' . - 2 « с . 

1 i yc ib к = S,li^ ~ 0,1 (при самом удачном алгоритме определения про­

цента совпадения ЭВМ с быстродействием i млн опер/с и длиной обраба­

тываемою [иифрованно1"0 текста 1000 символов). Тогда чистое процессор­

ное время обработки составит 

7.-, =6 ,4 с, 

7;_,_,_,_„, =1,56-10"' ч, 

Т/,-, »̂ с »-<„„ = 1 ,38-го ' 'ч , 

П.<.-.-,-,-,-.»-,„„=1,2Ы0"ч. 

С'ледуе! о ш е г н г ь также, что все вычисления выполнялись при усло­
вии, чго шиори1мы шифрования известны. Неизвестными были лишь клю­
чевые слова и количества разрядов циклических сдвигов. 



10. Методы логического проектирования 

10.1. Числовое и геометрическое представление 
функций алгебры логики 

Часто для упрощения записи функций алгебры логики вместо полного 
перечисления термов используют номера наборов, для которых функция 
принимает единичное значение. Например, функция, заданная табли­
цей 2.14, может быть записана в виде / { ^ , , х^, Jj) = v F(3, 4, 6); это означа­
ет, что функция принимает значение 1 на наборах, 1юмера которых равны 3, 
4, 6. Такую форму записи называют числовой. 

Многие преобразования, выполняемые над булевыми функциями, 
удобно интерпретируются с использованием их геометрических представ­
лений. Так, функцию двух переменных можно интерпретировать как неко­
торую плоскость, заданную в системе координат JC|,X2 (рис. 10.1). Отло­

жим по каждой оси единичные отрезки Xi и Xj. 
Получится квадрат, вершины которого соответст-

i^ •' ' | 'г вуют комбинациям переменных. Из такого геомет-
I рического представления функции двух перемен-
I "г ных следует: две вершины, принадлежащие одному 
I и тому же ребру и называемые соседними, «склеи-

»| [1 , ваются» по переменной, меняющейся вдоль этого 
x,Xi х,х^ xi ребра. 

Рис. 10.1. Геометриче- Таким образом, правила склеивания для мин­
ское представление термов МОЖНО записать для функции трех перемен-
фуикции двух пере- „^х в следующем виде: 

мепных _ _ 

Пример IO.I I. Определить соседние минтермы и применить правило склеивания: 
/ i ( X | . X i , X j ) = X | - t3X, , / 4 (X | ,X2 .x , ) . . 5 |X jX , ; 

/ 2 ( X | . X 2 , X j ) = X , J j I , ; / 5 ( X | . X j , X , ) = .t|.r2X, ; 

/ , ( Х , . Х „ Х , ) = Х|Х2Х, . 
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10 1 '•hicnoeoe и геометрическое представление функций 

Р е ш е н и е . В соогветствии с определением выпишем пары соседних термов: 
/ , и / , ; Л и Л ; / , н Л ; / з И / 4 . 

Применим правило склеивания к этим парам, получим новые термы. 
Ответ 

, Ч- .Ti^iJCi 

, +Х,ХуХ, ~Х,> 

Х,ХуХ, + Х.Х.Х. 

Для функций трех переменных геометрическое представление вы­
полняют в виде куба, вершины которого обозначены десятичными циф­
рами, двоичными цифрами и 
произвольными переменными jc, 
на рис. fO.2, а, бив соответст­
венно. Ребра куба поглощают 
вершины. Грани куба поглощают 
свои ребра и, следовательно, 
вершины. 

Функция четырех перемен­
ных нредс1авляе1ся уже в виде 
четырехмерного куба (рис. 10.3). 
В геометрическом смысле каждый 
набор jc,x, . . . j „ может рассматри­
ваться как А;-мериый вектор, онре-
деляющий ю ч к у и-мерного про­
странства. Исходя из этого все 
множество наборов, на которых 
определена функция п перемен­
ных, представляется в виде вер­
шин «-мерного куба. Координаты 
вершин куба должны быть указа­
ны в порядке, соответствующем 
порядку перечисяення перемен­
ных в записи функций. Отметив точками вершины, в которых функция 
принимает значение, равное единице, получим геометрическое представле­
ние Ф Л Л . 

Герм максимального ранга принято называть 0-кубом (точкой) и обо-

зиачагь К^. 

Рис. 10.2. Геометрическое представление 
функции Tpe;t переменных 
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10. Методы логического проектирования 

/у-^-^ 
" Ч ^ 
0/,— s T S " ^ 

Х Т ^ ^ 

^ 7'0 
'2 

Рис. 10.3. Геометрическое 
Представление функции че­

тырех переменных 

Например, для /(д:,, Х;, л:,) ^ у(0, 4, 7) 

Если два 0-куба из комплекса АГ" разли­
чаются только гю одной координате, то они об­
разуют 1-куб (отрезок): ^ ' = {1 О 0}, гдел: — 
независимая координата. 

Если два 1-куба имеют общую независи­
мую компоненту и различаются только по од­
ной координате, то они образуют 2-куб. 

Таким образом, для построения одномерного единичного куба берут 
два 0-куба (точки) и соединяют отрезком прямой. Двумерный куб (грань) 
получается, если вершины двух I-кубов соединить параллельными огрез-
ками. Трехмерный куб получается при соединении соответствуюищх вер­
шин двух двумерных кубов отрезками единичной длины. Геометрическое 
представление будет исг!ользовано при разработке методов минимизации с 
использованием минимизирующих карт. 

10.2. Минимизация логических функций. 
Метод неопределенных коэффициентов для базиса И—ИЛИ—НЕ 

На основании теоремы Жегалкина лн^ую логическую функцию можно 
представить в нормальной форме. Например, нусть функция /(л:,, jf̂ , л:,) 
записана в виде следующей нормальной дизъюнктивной формы (ЬЩФ): 

/(JC|, Х2, Х^) = klx^ +kfx^ +^2^2 +^2^2 +^3^3 +^3^3 +^!2^1'̂ 2 + 

+ A-j'ĵ JfjjCT + kf2XfX2 + ^|""^|^2 + |̂'.1-̂ 1̂ з +^|'з'^|^1 +k^^x^X2 + kfl^x^x^ + 
~i~ /CTJXJ X-i 'Т' KjjXjX-, -г fC')-iXjX-v "т K-j XjXn "т" '^i 71 Xi XyX-^ "f / C I T I A I X J - ^ - ^ • ^ _ i U . i ^ 

+ "- [Т! -''•I X•yX•^ + Л|2 '^ Jf| X2X-1 """Л! 21 ^{•'' '^•'' 'з 123 "'''! 2 •'''З 123 I 2 ' ' ' з 

Л!23 Х\ -^2 .^3 123 ! 2 3 ' 

где /„'"" — неопределенные коэффициенты, принимающие значение О или 
1 и подбираемые так, чтобы получающаяся после этого ИДФ была мини­
мальной. 
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10.2. Минимизация логических функций. 

Критерий минимальности — минимальное количество букв в записи 
НДФ. При определении Н Д Ф пользуются следующими свойствами: 
JCi + ^2 + ... + j „ = О , если J, = JC2 = . . . = д:„ = О и j , + ДГ2 + . . . + дг„ = 1 , если 
хотя бы один член уравнения равен единице: 

i," + i » + kl + С + * п + 4 ° + С = /о (0 , о, 0); 

i f + kl + к\ + С + С + *°з + С = /< (О, 0,1); 

i f + i j + i ? + i ° ' + С + * » + * f i« = МО, 1, 0); 

if + i ; +*! +4' +4' +*2^4У =/з(0,1,1); . 
* ; + i ° + i f + i,if + i i ' f + kll + k^ = /4 (1 , 0,0) ; ' 

i, ' + i f + i ] + i,'f + i i ' j + i J l + i.'fj' = /5 (1,0,1); 

i,' I kl f i f + i,'^ + i f f + i f f + i.'j'f = / , {1 ,1 ,0 ) ; 

i , ' + i f + i f + i,'^' + i,',' + i f ] + i,'f^ = / , (1,1,1). 

Нсли / , = 0 на соответствующем наборе переменных, то все коэффи­
циенты, входящие в данное урввнение, равны нулю. Тогда в остальных 
уравнениях системы (10.2) надо вычеркнуть члены, содержащие нулевые 
коэффициенты, а из оставшихся уравнений, равных единице, найти коэф­
фициенты, определяющие конъюнкцию наименьшего ранга в каждом из 
уравнений. 

! !а основании изложенного можно сформулировать следующий алго­
ритм иахож;1ення неопределенных коэффициентов: 

1.Выбра1ь очередную строку, в которой / . = 0 . Все коэффициенты 
этой строки приравнять нулю. 

2. Р.сли все нулевые строки просмотрены, то перейти к п. 3, если нет, 
то к п. 1, 

3. Просмотреть строки, в которых / = 1 , и вычеркнуть из них все ко-

эффицпешы, встречающиеся в строках, где / , = 0 . 
4. 1 ?ереписагь все модифицированные уравнения. 

5. Выбрать очередную строку / = ! и вычеркнуть максимально воз­
можное KOiiHMecTBO коэффициентов так, чтобы ранг остающихся членов 
был минимальным. 

Метод пеопределе1Н1Ых коэффициентов наиболее применим для 
лии>юикгив1юй формы и практически непригоден для конъюнктивной 
формы. 
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10. Методы логического проектирования 

Пример 10.12. Найти минимальную форму для функции 

/ { Л р Д"2̂ Л•̂ ) = V(0, 2, 4, l) = XfX2Xj + JI^J-^T +• JTJJJ^J + ^\^2-'^i -

Р е ш е н и е Составим систему уравнений (10.2), запишем ее в виде таблицы J0 t 

Т а б л и ц а iO-l 

*|° 
*|° 
*г 
*,° 
*|' 
*; 
*i ' 

*i 

*2 

*? 
*1 
*1 
*? 
*? 
*; 
*; 

*? 
*; 
*? 
*; 
*,° 
*i 
*? 
*j 

. 00 
'̂ 12 

.00 
'^12 

С 
с 
А'" 

*|'2 

Aii 

, 0 0 

i t " ' 

rOO 
"13 

А"' 

*;? 
*;; 

*,'з 

, 00 

А ' " 
'^23 
it'** 

'^23 

. 0 0 
''гз 

«J3 

А " * 
'^23 

*У 

"-123 

* т 
(,010 
''123 

. 0 ! ! 
'^ПЗ 

(.100 
''123 

.101 
''123 

''123 

*, '2" 

Уо 

/, 
Л 
/, 
л 
А 
Л 
/, 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

После вычеркивания нулевых коэффициентов уравнения (10.2) принимают такой вид' 

А,'2̂ ' = 1; 

А-^С = '; 
"(3 +^''!23 '• 

«j3 +• «2 j + « i 2 j ~ I-

Результат: kfj = 1; k^ = 1:1̂ ,3̂  = 1. 

Ответ- /{х^,Х2-^ъ) = Ĵ î s +^2^2 +^i^i^j • 

10.3. Метод Квайна 

При минимизации по методу Квайна (базис 1) предполагается, что ис­
ходная функция задана в С Н Д Ф . 

Импликаита функции — некоторая логическая функция, обращаемая в 
нуль при наборе переменных, на котором сама функция также равна нулю. 

Поэтому любой конъюнктивный терм, входящий в состав СНД^Ф, или 
группа термов, соединенных знаками дизъюнкции, являются импликангами 
исходной НДФ. 

Первичная импликаита функции — импликан!а типа элеменгарной 
конъюнкции некоторых переменных, никакая часть которой уже ire являс!-
ся импликаитой. 



10.3. Метод Квайиа 

Задача минимизации по методу Квайна состоит в попарном сравнении 
всех импликант, входящих в СНДФ, с целью выявления возможности по­
глощения какой-то переменной: 

Fx,vFx,=F. (10.3) 

Таким образом, удается снизить ранг термов. Эта процедура проводится 
до тех пор, пока ие останется ни одного члена, допускающего поглощение с 
каким-либо другим термом. Термы, подвергшиеся поглощению, отмечаются. 
Неотмеченные термы представляют собой первичные импликан1ы. 

Полученное логическое выражение ие всегда оказывается минималь­
ным. [Ьэтому исследуется возможность дальнейшего упрощения. Для это­
го составляется таблица, в строках которой записываются найденные пер­
вичные импликанты, а в столбцах указываются термы исходного 
уравнения. Клетки этой таблицы отмечаются в случае, если первичная им-
пликапга входит в состав какого-либо терма. После этого задача упрощения 
сводится к тому, чтобы найти такое минимальное количество первичных 
HMruiHKaHT, которые гюкрывают все столбцы. 

Метод Квайна вьпюлняется в несколько этапов, рассмотрим его при­
менение на конкретном примере. 

Пусгь необходимо минимизировать логическую функцию, заданную в 
виде 

/(X|. .Vj, X-^, Х^) = V(3, 4, 5, 7, 9, 1 1, 12, 13) = Х^Х2Хт^Х^ V Х^Х2ХуХ^ V 

Задача реи!ае!ся в несколько этапов. 
' ) т н п I, Нахождение первичных импликант. Прежде всего составля-

еюя 1аблица {1абл. 10.2) и находятся импликанты четвертого и третьего 
ранга. I, е. снижается ранг членов, входящих в СНДФ. 

Заюм соствляется другая таблица (табл. 10.3), которая включает все 
lepMbi. не подвергшиеся гюглощению, а также первичные импликанты 
ipcii.eio paina- Сос1авлепие таблиц продолжается до тех пор, пока нельзя 
будет применить правило (10.3). В рассматриваемом примере можно дойти 
до первичрюй импликанты второго ранга (табл. 10.3)— ^i^^-

Первичные импликанты наименьшего ранга выделены в таблице 10.3. 
Э гаи 2. Расстановка меток. Составляется таблица, число строк кото­

рой равно числу нолучеипых первичных импликант, а число столбцов сов-
надпс! с числом минтермов СНДФ. Если в некоторый минтерм СНДФ вхо­
ди! какая-либо из первичных импликант, то на пересечении 
соо I ветствующего столбца и строки ставится метка (табл. 10.4). 
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10 Мето()ы логического проектирования 

Исходные 
,ермь, 

(ООН) 
х,.х,х,х, 
(0100) 

х,х,х,х, 
(0101) 

Х,Х,Х,Х, 
(0111) 

Х,-Х2Х,Х, 
(1001) 

Х,Х,_Х,Х, 
(1011) 

(1100) 
•<,х,х,х, 
(1101) 

1 
ООН 

1 

Х:Х,Х, 

х,х^х. 

2 
0100 

1 

^Л 

хлх. 

3 
0101 

X.XjI, 

1 

х,.,х. 

Ь ' ] - ' ^ . 

4 
0111 

х,х-,х. 

JTi-Vl-i, 

1 

5 
1001 

1 

XfyX, 

.Т|^,»4 

6 
1011 

XlX,X, 

х,цх^ 

1 

Т а 6 ;т 

7 
1100 

д:2.т,д:, 

1 

hh'': 

l u a 102 

8 
1101 

-XTXIS4 

Vj Г, Yj 

х,тЛ, 

1 

Э т а п 3. Нахождение существенных импликант. Если в каком-либо из 
столбцов таблицы 10.4 имеется только одна метка, то первичная имнликанга 
в соответствующей строке является существенной, так как без нее не будет 
получено все множество заданных минтермов. В таблице 10.4 сущесгвенной 

'I абл н иа И) 3 

ранга 3 

ХЛХ> 

х,т,т. 

J,x,x-, 
x,x,i, 

V,X,X4 

X , i , X 4 

x,;,x. 

M,'4 
x,x,J, 

J,X,X4 

1 

X j X j X , 

1 

i , x , i , 

1 

J,.X, 

V v f . 

1 

' 2 ' , 

s^v. 

1 

X,J ,X4 

X j » , 

1 

hV, 

1 

X|X,X4 

1 

1 

X , V , ^ , 

ь Т , 

1 
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10.3 Метод Квайна 

импликантой является терм х^х-^. Столбцы, соответствующие существен­
ным импликантам, из таблицы вычеркиваются. 

Т а б л и ц а 10.4 

Первичнмс 
импликан1Ы 

Л( \ ,Д4 

^т^з"^4 

Х5.Т.Х4 

' ' | ^ ' ' ^4 

"^i-^l-V., 

V , t . 

1 

ООП 

V 

V 

2 

0100 

V 

3 

0101 

V 

V 

4 1 5 
Исходные термы 

0111 

V 

V 

!00! 

V 

V 

6 

1011 

V 

V 

•̂  
1100 

V 

V 

8 

ПО! 

V 

V 

Этаг! 4. Вычеркивание лишних столбцов. После третьего этапа в ре­
зультате вычеркивания столбцов 2, 3, 7 и 8 получается таблица 10.5. Если в 
таблице есть два столбца, в которых имеются метки в одинаковых строках, 
то один из них вычеркивается. Покрытие оставшегося столбца будет осу-
ществля1ь о1бротенный минтерм. В примере такого случая нет. 

Э т а и 5. Вычеркивание лишних первичных импликант. Если после от­
брасывания некоторых столбцов на этапе 4 е таблице 10.5 появляются 
строки, в которых нет ни одной метки, то первичные импликанты, соответ-
CTByioiune Т1ИМ ciрокам, исключаются из дальнейшего рассмотрения, так 
как они не покрывают оставшиеся в рассмотрении минтермы. 

Т а б л ица 10.5 

Перничпью 
имттликаты 

V, V i t , 

v , v . v . 

l i V , , , 

v,v,v, 

V| T j V,| 

1 i 4 1 5 1 6 
Исходные термы 

ООП 
V 

V 

0111 

V 

V 

1001 

V 

1011 

V 

V 

'̂ ) I ан 6. Выбор минимального покрытия. Выбирается в таблице 10.5 
такая coBoKymiocib первичных импликант, которая включает метки ао всех 



1(1. Методы логического проектировании 

столбцах по крайней мере по одной метке в каждом столбце. При несколь­
ких возможных вариантах такого выбора отдается предпочтение варианту 
покрытия с минимальным суммарнь|М числом букв в импликантах, обра­
зующих покрытие. Этому требованию удовлетворяют первичные импли-
канты X|,v,.Y4 и x^XfX^. 

Таким образом, минимальная форма заданной функции складывается 
из суммы существенных импликант (этаг! 3) и первичных импликант, по­
крывающих оставшиеся минтермы (этаг! 6): 

/ ( J C | , Xi,Xy, X,)=X^Xj \fX^X,X, -J X^XjXf . 

10.4. Метод Квайна—Мак-Кляски 

Недостаток метода Квайна — необходимость полного гюпарпо! о срав­
нения всех минтермов на этапе нахождения первичных импликант. С рос­
том числа минтермов увеличивается количество попарных сравнений. Чи­
словое представление функций алгебры логики позволяет упростить этап 1 
(см. § 10.3). Все минтермы записываются в виде их двоичных номеров, а 
все номера разбиваются по числу единиц на непересекающиеся гругщы, так 
как ycjWBHe образования /"-куба — наличие расхождения в ( г - I ) - к у б а х 
только по одной координате в одном двоичном разряде и наличие об1цих 
независимых координат. Поэтому группы, которые различаются в двух раз­
рядах или более, просто не имеет смысла сравнивать. При этом в /-rpyi iny 
войдут все номера наборов, имеющие в своей двоичной записи / единиц. 
HoirapHoe сравнение можно проводить только между соседними по номеру 
группами. 

Пример 10.3. Мупьзадаиафункция 

/ ( ! , . Хг- ',- '4) = v(3, 4, 5, 7.9, 11,12.13). 

Р е QI е и и е . Сначала вы!сишем 0-кубы: 

/ r ° = 0011, 0100, 0101. 0111,1001,1011,1100, 1101. 

Разобьем 0-кубы на три группы !io количеству единиц в каждом двоичном наборе 

fOOIl l 
0111 
l O l l i 
1101 

n 0101 о I 
' 1001 ' 

[iiooj 
Э т а н I, Нахождение первичных импликант: 

а) еравнение Л " и К^ : 
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0100 ООП 

0101* 

iOOi 

1100* 

Здесь и ниже символом «*>> отмечены наборы, которые склеиваюпхя. 

На основании сравнения сгроим куб К\, в котором поглощенная координата заменяется 

символом X, 

б) сравнение К\ и К'^ : 

Строим куГ> А.'] 

'М 
ООП" 

0101" 

1001" 

1100" 

к[ = 

оюх 
хюо 

; 

0111" 

101Г 

1101' 

0X11 

X01I 

01X1 

10X1 

1X01 

110Х 

Х101 

Первичной им||лика1гты ранга 4 нет; 
в) разобьем все 1-кубы на четыре группы в зависимости от положения независимой ко-

ор;1иматы X 

ОЮХ 
1 [lOXIJ [IXOIJ ' 

сравнение К^ и К]. Л"* и Л",̂  внутри каждой группы: 

ОЮХ 

11 ОХ 

01X1" 

10X1" 

0X1 Г 

1X01" 

ХЮО 

ХОП" 

ХЮ1 

Па основании Сравнения строим кубы К^ = Х10Х ; Л", = Х Ю Х ; К^ и л , не сравни-
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10. Методы логического проектирования 

Следовательно, символом «*» отмечены первичные импликамгь! ранга 3' 

/ : ' = {01Xi;IOX!;OX!l;lXOi;XOil}; 

Л) сравнение К^ и К^ 

Следовательно, получаем первичную импликанту ранга 2: 

к^ = {хтх\ 
Э т а п 2. Расстановка меток (табл, 10,6). 

Ta6Jrnna !0,6 

Первичные 
импликанты 

01X1 
10X1 
0X11 
1X01 
XOII 
Х10Х 

ООП 

* 

0100 

* 

0101 

• 

Исходные термы 
0111 

« 
1001 

• 

1011 

• 
1100 

* 
+ 

1101 

* 

Э т а п 3. Нахождение существенных импликант. 
Существенной импликантой ранга 2 будет терм 

{X!OX} = ̂ i i j . 

Э т а п ы 4 и 5. Отсутствуют. 
Э т а п 6. Выбирается минимальное покрытие оставшихся термов {iOXli и [ОХМ} 

(табл- 10.7). 

Т а б л и па 10.7 

Первичные 
импликанты 

01X1 
10X1 
0X11 
1X01 
ХОП 

ООП 

• 
« 

0111 

* 
» 

Исходные термы 
1001 

* 
* 

1011 

• 

' 
Ответ /{.х,. -î j. л^, л^) = .tjJfj '^ -'̂ î 2-'̂ 4 ̂  |̂-''з^4 • 

При использовании метода Квана для СКНФ необходимо рассматри­
вать значение функции / = 0 и термы, соответствующие этим значениям. 
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В результате получим / = v(jc,, JCj,..-, Jc,,). Далее необходимо воспользо­
ваться соо1ношениями де Моргана, с тем чтобы привести функцию к 
СНДФ. Все дальнейшие действия аналогичны вышеизложенным. 

10.5. Метод минимизирующих карт 

Один из способов графического представления булевых функций от 
небольшог о числа переменных — карты Карно. Их разновидность — карты 
Вейча. коюрые строят как раз- ^ у 

/( 
10 

01 

00 

но 
100 

т 
101 

oil 

от 
ою 
000 

im 

Рис. 10.4. Минимизирующие карты 

вертки кубов на плоскости. При 
этом вершины куба представля­
ются клетками кар1ы, координаты 
которых совпадают с координа­
тами соответствующих вершин 
куба. Карга заполняется так же, 
как таблица истинности: значение 
1 указывается в клетке, соотвегст-
вующей набору, на котором 
функция имеет значение едини!1ы. 
Значение О обычно на картах не 
отражается. Па рис. 10.4 показаны 
примеры услов!10го размещения 
переменных на минимизирующих картах для двух (рис. 10,4, о), трех 
(рис. 10.4, 6) и четырех (рис. 10.4, в) переменных. Примеры использования 
карг Карно для минимизации указанных ниже трех функций даны на 
рис. 10.5. с/, в соогветственно: 

(рис. 10.5, а); 
(рис. 10.5, б); 
(рис. 10.5, в). 

Л ХлХуХл V A | A T A - I V A I A T A I V A I A T A J 

/ , = v(3, 4, 5, 7, 9,11,12,13) = л'2Д'з v x^x^XJ^ v x^X2X^ 

Карты Карно обычно используют для ручной минимизации булевых 
фуш<г1нй при небольшом числе переменных (ие более 5). 

11равш1а минимизации следующие. 
К Две соседние клетки (два 0-куба) образуют один 1-куб. При этом 

клегки, лежащие на границах карты, также являются соседними по отноше­
нию друг к другу (пример образования 1-куба см. на рис. 10.5,0). Незави­
симая координата обозначена символом X. 

239 



10. Методы логического проектирования 

00 Of fi to 
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Рис. 10.5. Минимизация логических функций с помощью кар\ 

2. Четыре вершины могут объединяться, образуя 2-ку6, содержащий две не­
зависимые ксюрдинаты (пример образования 2-куба изображен на рис. ! 0.5, в). 

3. Восемь вершин могут объединяться, образуя один 3-куб. 
4. Шестнадцать вершин, объединяясь, образуют один 4-куб и т. д. 
При числе переменных, равном или большем пяти, отобразить графиче­

ски функцию в виде единой гглоской карты невозможно. В таких случаях 
строят комбинированную карту, состоящую из совокупности более простых 
карт, например четырехмерных. Процедура минимизации в этом случае со­
стоит в том, что сначала находят минимальные формы внутри четырехмер­
ных кубов, а затем, расширяя понятие соседних клеток, отыскивают мини­
мальные термы для совокупности карт. Соседними клетками являются 
клетки, совпадающие при совмещении карт поворотом вокруг общего ребра. 

При получении минимальной формы для С К Н Ф функция задается тер­
мами, принимающими нулевое значение на соответствующих наборах. По­
этому в клетках ми>шмизирующей карты пишут нули. 

Пример 10.4. Найти мннималыгую конъюнктив­

н у ю форму для функции / ( ^ | , Vj, Л ; . Л^) ^ 

= v{0 , I, 2. 5, 6. 8, 9. !0. М, 12. 14) метолом мимнми-
0 

зируюших карт (рис. 10.6). 
Р е ш е н и е - С помощью миЕШмизируютич карг ria-

ходим 

применяя Правила де МоргзЕШ. получаем' 

00 

01 

п 

to 

00 

0 

т 
0 

01 

[Т 
I 0 

0 

II 10 

0 

0 

0 

0 

,̂х 

Рис. !0.6. Пример 
минимизации для 

конъюнктивной (|)ОрМЫ 

л XjX^ л '̂iJtj-X^ л j t j i , - {Х, V л , V _Vj ) л 

Л{Ху V J t j ) Л ( Л , V Xf V Хл)л{Х2 V Х^Х) 

Ответ / { J C , , XJ.XJ^X^) = (Х, V Х^ V Х^)Л{Х 

л { л , V j : , V д^4) л (jTj V jCj). 



/Об Минимизация логических функций в базисе ®, л . 1 

10.6. Минимизация логических функций в базисе Ф, л , i 

Метод неопределенных коэффициентов может быть применен для ми­
нимизации функций, заданных в разных базисах. 

Рассмотрим применение метода неопределенных коэффициентов на 
примере базиса Ф, л , 1 . Функцию / ( jc , , JC;, ^з) представим в виде, анало­
гичном нормальной дизъюнктивной форме, где вместо дизъюнкции стоит 
знак операции сложения Ф по модулю 2. Эта операция имеет особенности, 
отличающие ее от операций дизъюнкции: 

0 = О Ф О Ф О Ф . . . Ф О , ( I ) 

или 

о = 1 Ф 1 Ф 1 Ф ... Ф 1, (2) 

где т ^ 2к •••••- четрюе количество единиц: 

1 ^ 1 Ф 1 Ф 1 Ф . . . Ф 1 , (3) 

где /н =̂  2^ + 1 — печегное количество единиц. 
Для операции дизъюнкции всегда l ^ l v l v l . . . . Наличие свойств (2) и 

(3) операции сложения по модулю 2 усложняет минимизацию. Так как ос­
новными критериями минимизации по-прежнему являются минимальный 
ранг каждою терма и минимальное количество термов, при минимизации в 
базисе Ф, л , 1 uejiecoo6pa3HO приравнять к нулю все коэффициенты на на­
борах, гле / - О, так как тогда в единичных строках могут остаться термы 
высокою pania. Иоэшму особой разницы между выбором очередной стро­
ки нулевой или единичной нет. Количество коэффициентов, остающихся в 
нулевых строках, должно быть четным, а в единичных — нечетным. Лучше 
начать с единичных строк и оставлять те коэффициенты минимального 
ранг а, которые чаще гговгоряются в этих строках. 

Пример Ш.5. За;|ама(|1ункция /( :Г| . д;^, д:,) - ® (О, I, 5 ,6 ) . 

Найти минимальное нредстанлсние в базисе ®, л , т, 

Р с 111 е и ие . CociaRHM таблицу !0.8. 

И laOiiHTic кспффиниенг А? повторяется три раза и его целесообразно оставить- В нуле­
вой cipoKe пало ociaiiHsb eute какой-нибудь коэффициент минимального paHia, который 
гакжс иовгоряе^гся и i e \ елииичных строках, в которых еще не было оставлено ни одного 
ко )ф<|>ит1ис1иа Для т!0!1учения минимальной формы выполним следующие действия. 

! . !1осчи1аем, сколько раз встречаются в единичных строках термы первого минималь-
иок) распа, и оставим ге из них, которые встречаются максимальное число раз. 
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Б. Нахождение первичных имнликант ранга 2. 
Разобьем все множество импликант на три i-руппы в зависимости от положения незави­

симой координаты X' 

fiox] Гохо] [хоо] 
[мх] [ ix i j [x i i j 

а) сравнение К". Kj и А.'̂ ' , 

А-,- = (!ХХ, XiX}; 

К^ -|ХХО. 1ХХ}; 

К^ =|ХХО, Х1Х| 

1аким образом. АГ" ={1ХХ, XIX, XXOJ, 
Э т а н 3. Расстановка меток, выбор покрытия (табл. 10_9), 

Т а б л и ц а 10,9 

Первичные 
имиликаиты 

000 
010 
100 
111 
101 
O i l 
110 

ХОО 
(ХО 
XIO 
0X0 

И Х 

01Х 
10Х 

ХХО 

1ХХ 
X I X 

Минтермы 
А 

000 

V 

V 

010 

V 

V 

^ 
V 

V 

100 

V 

У 

V 

111 

V 

V 

^ 

В 
101 

-

у 

011 

V 

'̂ 

V 

ПО 

V 

V 

V 

V 

! 1аос!К)вании таблицы 10.9получим минимальную форму 

Для сравнения приведем выражение минимальной формы для С! 1ДФ: 

Иа рнс. И) 7. я и б показано графическое решение для функции двух иеремс! 
C)isei: / ( V|, j(,, А-,) ^ jt|X2 Фхз , 
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Рис. Ш.7. Графические решения задачи 
минимизации для примера 10.6 

10.7. Минимизация функций в базисах Шеффера и Пирса 

Рассмотрим сначала функцию Шеффера; 

Запись логической функции в базисе Шеффера осуществляется сле­
дующим образом: 

1. Чтобы по таблице истинности записать терм в базисе Шеффера, пе­
ременные можно оставить без изменения. 

2. Если задавать функцию на нулевых наборах, то в конце выражения 
следует ставить знак общего отрицания: {/(х))/]; если задавать функцию 
на единичных наборах, то инверсии не нужно. 

Пусть функция задана следующей таблицей: 

000 1 
001 1 
010 О 

В базисе И—ИЛИ—НЕ эта функция имеет вид 

В базисе Шеффера f(x,,X2,x,) = {xJx2/xj)/{xJx2)/{Xj/\), или, после 
преобразований: 

(х,/х,)/\)/{(х,/\)х,) = (х,/х,)/\. 

Рассмотрим функцию Вебба: 

Х^ I- Х^ = Х^ + Х2 • 

Запись логической функции в базисе Вебба происходит следующим 
образом: 
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1. Чтобы по таблице истинности записать терм в бачисе Вебба, пере­
менные в нем можно взять с инверсией. 

2. Если функция задана на единичных наборах, то в конце выражения 
следует ставить знак общего отрицания: {/(х)) I 0 . 

Если функция задана на нулевых наборах, то инверсии не нужно. 

Д|1я заданной выше таблицы функция в базисе Вебба запишется так: 

{л-| i л-,(л:, J. 0))-1-{л-| i ^2 i л:,) J-O, ИЛИ, после преобразований; 

((.v, 1 .V,) -1- 0) -1- О . 
Для минимизации логических функций в базиса,х Шеффера или Вебба 

можно использовать метод Квайна—Мак-Ю1аскн. 
После нахождения всех минимальных термов проводится отыскание 

минимального покрытия с помощью частотно-минимального метода. 

Обычно модели определяются своей матрицей инцидепгпости 

(? = [?„ ]> в которой каждой строке взаимно однозначно соответствует CJЮ-

во Л / , , столбцу — буква т^ : 
[1,если Mj 6 Л/,, 

''" ~ [О, еслиот^ i М,. 

При ранге матрицы г = 2 гюлучается двумерная частотная матрица от-
иоп1ений. 

Двумерная частотная матрица отношений F - / ( / , J) связана с матри­

цей инцидентности Q = [<?„] так: 

F = Q'Q, 
где Q"̂  —транспонированная матрица. 

Для булевой матрицы Q = [ii„].,q„ ={0,1} покрытием столбцов стро­
ками будем называть такое множество строк, что для каждого столбца най­
дется хотя бы одна строка, на пересечении с которой этот столбец имеет 
единицу, причем такое свойство множества строк отсутствует при вычер­
кивании хотя бы одного элемента из этого множества строк. Иокрьпне 
столбцов минимальным количеством строк в дальнейшем бу;1ем натывлгь 
минимальным покрытием. 

Одним из первых применений минимального покрытия было ислоль-
зование его при нахождении покрытий импликантных таблиц Квайна в свя­
зи с возникновением необходимости более комггактных представлений бу­
левых функций в практике построения логических схем, а именно, для 
нахож;1ения М Д Н Ф . Минимальное покрытие находится для матрицы Q, где 
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строкам соответствуют найденные простые импликанты булевых функций, 
а cT0jr6uaM — наборы аргументов, соответствующие единичным значениям 
минимизируемой функции: 

1. если ья простая импликанта содержит j-ю конституенгу 1, 
О, в противном случае. 

Простые импликанты, соответствующие строкам, которые входят в 
минимальное 1Юкрытие, соединяются знаками дизъюнкции и образуют 
МДИФ булевой функции. 

Квайн г!редложил вычеркивать те столбцы из импликантных таблиц, 
часть которых полностью эквивалентна по 1 какому-либо другому столбцу, 
и для выбора строки в формулируемое покрытие начинать просмотр со 
строк, имеющих максимальное количество единиц. 

Основные правила для упрощения заданной булевой матрицы Q при 
нахождении ее покрытий следующие: 

1) правило ггоглощения строк. 
IxjiH в матрице Q имеется такая пара строк Q' и Q', что Q' >Q' ^ то 

строка (J' вычеркивается (проводится сжатие матрицы Q по строкам); 
2) правило поглощения столбцов. 
Если в матрице Q имеется такая пара столбцов к' ч к', что к' <к', то 

столбец к' вычеркивается (проводится сжатие матрицы Q по столбцам). 
11оследовагел_ьиым применением этих двух преобразований можно 

сжа1ь исходную матрицу до «циклической» матрицы, которая содержит 
среди своих покрытий хотя бы одно из минимальных покрытий исходной 
матрицы Q. 

Часто!по-мииимальпый метод минимизации основан на изложенных 
выше положениях и содержит следующие этапы. 

1. Из матрицы Q вычеркиваем те строки, которые полностью повторя­
ют всю или часть любой другой строки (поглощаемые строки). 

2. Из Q вычеркиваем те столбцы, которые полностью повторяют весь 
или часть любого другого столбца (гюглощаемые столбцы). 

11унк1ы 1 и 2 выполняются гюследовательно до тех пор, пока в матрице 
Q ос!апутся только не!юглощаемые строки и столбцы. 

3. Из оставшихся столбцов матрицы Q отыскиваем столбец, в котором 
паходигся минимальное количество единиц, находящихся в невычеркнутых 
cipt)Kax. 

4. Из всех невычеркнутых строк, имеющих единицу в выбранном соглас­
но П-3 столбце, находим ту строку, в которой имеется максимальное количе-
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ство единиц. Если количество столбцов, удовлетворяющих п. 3, больше одно­
го, то строку, соответствуЮ1цую условиям данного пункта, находим среди всех 
столбцов, выделенных по п. 3. Эту строку выбираем в оптимальное покрьпие. 

При равном количестве единиц в строках, удовлетворяющих п. 3 и п. 4, 
первая из них выбирается для оптимального покрь1тия или же за счет не­
значительного усложнения алгоритма подсчитывается вес строк .?^, кото­
рые имеют единицы в столбцах, удовлетворяющих п. 3. Затем выбираем 
строку, имеющую наибольший s^ в оптимальное покрытие. При одинако­
вых л̂  в оптимальное покрытие выбирается первая из них. 

5. Найденную строку и все столбцы, в которых эта строка имеет еди­
ницу, вычеркиваем из Q. 

6. Оставшиеся строки проверяем на количество единиц в строке. Если 
находится строка с числом единиц, равным числу невычеркнутых столбцов, 
то эта строка вносится в оптимальное покрытие и процесс поиска опти­
мального покрытия на этом заканчивается; если каждая строка имеет толь­
ко по одной единице в каждом из оставшихся столбцов, то э̂ ги строки вно­
сятся в оптимальное покрытие и процесс поиска также на этом 
закаичиваегся. Проверять специально после пяти пунктов алгоритма по­
следнее условие необязательно, так как оптимальное покрытие такой мат­
рицы найдется последовательным выполнением пунктов алгоритма. 

В противном случае весь алгоритм, начиная с п. 1, повторяется с ос­
тавшимися строками и столбцами. 

10.8. Реализация частотно-минимальною метода 

Для реализации вышешложенного алгоритма на ЭВМ используются час-
тшные матрицы отношений F двух типов F*̂ ^ и F*̂ ^ . Матрица F " nojiynaeicfl 
умножением Q на Q \ Эта частотная матрица отношений дает информацию о 
юаимиом влиянии строк Q друг на друга. На диагонали F*"' находи г̂ся число 
/ . которое определяет количество единиц в /-й строке ( / , — собсгвениая час­
тота /-Й строки). Элементы /^ (/,^ ~— взаимная часгота /-й строки су-й строкой) 
матрицы F*̂^ определяют количество единиц, которые находя1ся в тех же са­
мых столбцах как в /-й, так и ву'-й строке. Матрица F*̂ ^ получается умножением 
Q ' на Q (F'̂ ^ = Q^Q) и дает информацию о юаимном шшянии столбцов. Здесь 
/ покрывает количество единиц в /-м столбце, а /^ — количество единиц, 
которые находятся в тех же самых строках как в /-м, так и ву-м столбцах.. 
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10 8 Реализация частотно-минимального метода 

В матрице F " находим номера строк матрицы Q, которые, соглас­
но п. 1 алгоритма, необходимо вычеркнуть. Это —у'-е строки, у кото­
рых / , = У„ 

В этом случае /-я иу-я строки или полностью эквивалентны ( / - / , ) , 

или/-Я строка является частью /-и строки (/, > /,)• 

В матрице F̂ '*' находим номера столбцов матрицы Q, которые, соглас­
но li. 2 алюригма, необходимо вычеркнуть. Это — i-e столбцы, у которых 
J„ ^ (ц • При эюм условии 7-й столбец матрицы Q будет noKpbiT теми же 
строками, которые будут покрыватьу-й столбец. 

Рассмотрим частотно-минимальный метод на примере. Частотная мат­
рица Q составляется следующим образом. 

Мииималыгые 
1срмы 

XjX, 

;;;;;;;>:./ "\̂  

^,х,х,х. 

0 

0 

0 

(1 

1 

-x,i,x,x, 

0 

1 

0 

0 

0 

Термы 

х,х^х,х, 

0 

0 

0 

1 

1 

XiS^XjX, 

0 

1 

0 

0 

(1 

XfyX,X, 

1 

0 

1 

1 

1 

XfyXjX, 

1 

0 

0 

1 

0 

1*,сли i-i'i lepM входит в составу-го выражения, чо элемент матрицы Q 
'/„ " I > иначе 4,1=0. 

000011 
010100 
000010 
001011 
101010 

Составляется матрица F*̂ ' = Q Q ' • 

20121 
20001 

111 
32 

3 

матрица симметричная. 

licjiH /„ = Д или /„ = Д,, то сравниваются диагональные члены /„ и / „ , 
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10 К4етоды логического проектирования 

Если / , > f^j, то из матрицы Q вычеркиваетсяу-я строка. 

Если /;, < JII, то вычеркиваетсяу-я строка. 

В данном примере: /\4 ~ fw ^2 ; / , 4 =3;/j4 > / | | г:>(3>2)из ма1рицы 
вычеркивается 1-я строка: 

Ля ~ y_14 ~ /35 ~ '- 744 ~ -'i /44 -̂  ./55 ~ -'' ./44 ^ / я ' 

/^, > /̂ ,j :::> (3 > 1) И ИЗ матрицы Q вычеркивается 3-я сфока. 
Количество строк, покрываемых /-м минимальным lepMOM, ука!ывае1 

/ , ; количество строк, покрываемых /-м иу-м минимальными (ермами, вме­
сте указывает /^,. 

Равенство /„ =̂  /^ или /^ = /^, показывает, что /-й терм и /-и и /-и тер­
мы вместе покрывают одинаковое количество строк. Если /„ > / , , . то вы­
бираем /(У) минтерм, так как /-и миитерм покрывает большее количество 
строк, чему-й, и наоборот. 

Составляем матрицу-столбец F*̂ ^ =Q^Q: 

101010 
10100 
2021 

100 • 
42 
22 

Если j„= j \ , или / , ^ / ^ , , то сравииваегся / , и /^^. Ехли /^ >./„. ю 
вычеркиваем /-Й столбец из матрицы Q. 

В данном примере / | , - fxi ~ f\s\ fw < j\y. </55 ("^ матрицы Q вычер­
киваем 3-Й и 5-Й столбцы); / j j = f^^-^ f^^ "^ fu (из матрицы Q вычеркиваем 
2-й столбец), если /г, - J\^\ f^^ > А ъ "̂^̂  вычеркиваем 5-й столбеп. а если 
/̂ ^̂  - у̂ ^̂ ; у̂ ^ = у̂ ^̂ ,̂ то вычеркиваем 5-й столбец. 

/̂ , показывает, что /-я строка исходной матрицы покрывается |ермами 
в количестве /^, штук. 

f- показывает количество минимальных термов, покрывающих / и j 
строки вместе. 

Если / , - / , или /„ - / , , , то это показывает, сколько мингермов по-
крывают одновременно /-ю иу-ю строки вместе. 
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10.8 Реализация частотно-минимального метода 

Если / „ > / j , (или наоборот), то вычеркиваем /-Й столбец матрицы Q, 
так как для покрытия 1-й строки исходной матрицы требуется большее ко­
личество термов, чем для покрытияу-й строки. 

В результате этих операций 
получим новую матрицу Q: 

КГ = 

010 
001 
100 

100 
10 

Поглощений нет. 
Из матрицы Q следует, что 

onTHMajrbiioe покрытие состав­
ляют миптермы 2, 4, 5, т. е. 

Алгоритм, реализующий 
минимально-частотный метод, 
представлен на рис. 10.8. 

1. ВводЯ1СЯ исходные дан­
ные. В качесше исходных дан­
ных выступают следующие па­
раметры: /1 — количество 
liaGopoB переменных / 1 = 2 ' " , 
где т •— количество переменных; 
N\ — количество переменных 
(н;), (V = (V + 1 ; матрица 1А — 
таблица исгинности. 

2. Вьтзывается подпрограм­
ма sroiB. 

В этой подпрограмме осу­
ществляется подсчет количества 
наборов логических перемен­
ных, на которых функция F{x) 
принимает значение «1» — «истина». Это число фиксируется с помощью 
переменной М, которая определяется путем подсчета единиц в крайнем 
правом столбце матрицы 1А. 

Рис. 10.8. Алгоритм минимизации 
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W. Методы логического проектирования 

3. Сравниваются М и 2"'~'. На этом шаге определяется, на каких набо­
рах задавать логическую функцию (I или 0). Если М <2"'\ то функция 
задается на единичных наборах (признак RK - ]). Если М > 2'""', то функ-
ция задается на нулевых наборах (RK - О). 

4. Вычисляются: МК = М(М - 1)/2 , определяющего максима1гьное ко­
личество промежуточных термов на одном шаге минимизации; определе­
ние IX, IY — матриц, в KoTopbix расположены минимальные термы. 

5. Вызывается подпрограмма TABL 
В этой подпрограмме анализируется, на каких наборах задаеюя функ­

ция, и в соответствии с этим переписываются строки матрицы !А (строки 
— термы, образующие ;югическую функцию) в матрицу IT (матрица ис­
ходных термов) и далее будем использовать только матрицу IT. Анализ 
осуществляется через признак RK. 

6. /! I - 0. Переменная /11 определяет количество минтермов, находя­
щихся в матрице ITERM. 

7. Вызов подпрограммы POISK. 
В этой подпрограмме осуществлгяется поиск минтермов путем сютеи-

ваттия термов. 
Под склеиванием термов понимается операция вида .YÎ ^ + х^х^ - v,. 
В машине это выглядит следующим образом; 

НО 
Ш 
1 2 

Если хотя бьт один раз произошло склеиватше термов, то вьтрабатьтва-
ется признак OR = \^ в противном случае OR^O. Если тюсле вьтттолттеттия 
подпрограммы POISK OR = О, то это означает, что все минтермьт ттайдетты. 
Можно ттереходить к поиску минимального покрытия. 

Поиск минимальных термов ттроводится путем сравттеттия строк матриттьт 
IT: 1-я строка сравнивается с 3, 4, 5, ..., Л/-Й, ( Л / - 1 )-я строка сравнивается с 
Л/-Й. Количество несовттадений по элементам строки фиксируегся ттсреметт-
ной IR. Склеивание термов произойдет лишь в том случае, если IR - \ . 

При /Я - 1 /-строку матрицы IT переттисьтваем в i-io строку матрттт̂ ьт 
IX. В то место, где произошло склеивание, записывается ттифра «2». Помер 
этой позиции фиксируется переменной IR. 

Если при сравнении строк / и / строк /Л = 0, т .е . /-я и j-я строки оди­
наковые, то переходим к работе с (/ -f-1 )-й строкой. Если при сравнении /-и 
строки с другими хотя бы один раз произошло склеиваттие (/Л = 1), то вы­
рабатывается признак RV ~ 1. 
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10.8 Реалиэщия частотно-минимального метода 

Если RV - О, то /-Ю строку переписываем в матрицу термов ITERM, 
проверив предварительно, не склеивалась ли данная (-я строка с предыду­
щими строками с 1-й по ( i ~ l )-ю. При сравнении /-Й иу-й строк в случае 
склеивания номеру запомнится в одномерном массиве KR, на позиции под 
номером 17. Проверка осуществляется путем поиска номера ; в массиве KR 
по позициям от 1 до 17 текущего. 

8. Если после работы подпрограммы POISK признак OR == 1, то подпро­
грамма PO/SK выполняется еще раз, но здесь работаем в подпрограмме с 
матрицей IX, а переписываем в матрицу 1Y. Если после этого шага OR = 1, 
то еще раз вызывается подпрограмма POISK, но проводится перезапись из 1Y 
в IX. Эш проводится до тех пор, пока признак OR = 1. Чтобы на этом этапе 
выполнения npoi раммы избежать зацик/швания, вводится переменная NRAZ, 
она фиксирует количество обращений к подпрограмме POISK. Как только 
оно превысит заведомо большое число (100), то печатается сообщение 
ОШИБКА В ITERM и выполнение программы заканчивается. 

Ч. /12 = /И ) 1, Л/1 = Л/ + 1. 
Параметры /12 и Л/1 описывают матрицу покрытия IQ. Истинный раз­

мер матрицы IQ (П I ХМ), кроме этого необходимы дополнительные строка 
и с (олбец для обозначения номеров строк и столбцов матрицы 1Q. 

10. Вызов подпрограммы QPOKR. 
С помощью этой подпрограммы формируем матрицу покрытия IQ. 

Мафнца образуется по следующему правилу, q^^ = 1 — если г-й минтерм 
входит в состав / неминимального терма; qjj =0 — в противном случае. 

11. Вызов подпрограммы MULTR. 
С помощью этой подпрограммы формируется матрица F*̂ ,̂ при этом 

I-я строка IQ умтюжается на себя и попарные произведения суммируют­
ся, получаем элемент /ц , затем 1-ю строку умножаем на 2-ю, 3-ю и т. д., 
I-IO на /! !, получаем элементы / ,2, / п , ••-, / / и • Затем 2-(р на 2-ю, 2-ю на 
3-ю, 2-ю па 4-10, ..., /11x711. Это элемент /цц,,. Размер матрицы F " 
равен /11 X /11 . 

12. Вызов подпрограммы OBNUL. 
С помощью этой подпрограммы проводится вычеркивание (обнуление) 

CI рок ма1 рицы IQ вплоть до /12 элемента. 
Собсгветию обнуление проводит программа NR, которая вызывается 

|юлпрограммой OBNUL. Подпрограмма OBNUL указывает номер строки, 
которую ттеобходимо обнулить. Поиск такой строки осуществляется сле­
дующим образом: 
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10. Методы логического проектирования 

последовательно выбираются диагональные элементы /„ матрицы 
1FSTR; 

/„ сравнивается с элементами строки столбца, на пересечении кото­
рых /„ находится; 

если есть равенство f„=f„ или f„= f,,, то вырабатывается признак 
ES -\ — признак наличия обнуления на данном этапе; 

сравниваем / , и /^^; если / , > f ^, то выполняем: 
выбор (-Й строки из матрицы ITERM; 
сравнение каждого элемента этой строки с цифрой «2»; 
подсчет количества «2» в этой строке — число их обозначим А'; если К 

— чегное число, то вырабатывается признак KCU = 1; если К — нечетное 
число, то КСН = О. 

Признак КСН указывает, с отрицанием или без шрицания записывать 
минимальный терм; 

печать строки матрицы ITERM по элемен-1ам. 

Пример 10.7. Пусть задана функция f{x^, jr^, j :? , ^^4) = v ( ^ - 2. 3 . 9 ,10 ,1 ! ) 
1 

Найти минимальную форму функции в базисе Шеффера (Вебба). 
Р е ш е н и е . 
1. Составляем матрицу 1А: 

00000 
00011 
00101 
00111 
ОЮОО 
01010 
О11О0 
01110 
10000 
10011 
10101 
10111 
11000 
11010 
11100 
11110 

2. М =в (результатработы п/п- STOLB). 

0001 
0010 
ООП 
1001 
1010 
1011 

(резульгат работы 1Годнрограммы TABL). 
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lO.S- Реализация частотно-минимального метода 

4. Сравниваем 1-ю и 2-ю строки. 

0001 два несовпадения 
0010 W = 2. 

Сравниваем 1-ю и 3-ю строки: 

0001 ;Л = 1, 
ООН ;л = з. 

Мерсиисыиаем 1-KI С фоку а Mai рицу IX и на 3-ю позицию заносим «2». 

1Х=|0021|, ет((Л') = 3, 

Сравниваем 1-Н) и 4-к>С1роки: 

0001 /Л = 1, 
1001 т=\. 

5 ; U R ( 2 ) = 4. 

Сравниваем [-юи 5-|ос|роки: 

Сравниваем 1 -ю и 6-ю строки: 

Сравниваем 2-к1 и 3-BteipoKH: 

0001 
1010 ;л=з. 

0001 Ж =2. 
1011 

0010 т = \..т = *,кщъ) = ъ. 
0010 

0021 
2001 
0012 

Сравниваем 2-ii> и 4-ю сгроки: 

С рав(П!Ваем 2-10 и 5-юс!роки: 

0010 № = 3. 
1001 

0010 Ж=1 , № = 1 . 
1010 17 = 4, Щ 4 ) = 5. 

Сравниваем 2-1о и 6-ю строки: 

0010 т = г. 
1011 

0021 
2001 
0012 
2010 

CpaBiHHiacM 3-ю и 4-ю строки: 

ООП ;« = 2. 
1001 
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10. Методы логического проектирования 

Сравниваем 3-ю и 5-ю строки: 

Сравниваем 3-ю и 6-ю строки: 

IX = 

Сравниваем 4-ю и 5-ю строки: 

Срав(гиваем 4-io и 6-ю строки: 

ООП № = 2. 
1010 

ООП т = \,т^\. 
1011 0021 
2001 
0012 Щ5)=6. 

1001 № = 2. 
1010 

1001 W = l, Ж = 3, СТ(6) = 6. 1011 
0021 
2001 
0012 
2010 
2011 
1021 

Сравниваем 5-io и 6-ю строки: 
1010 ;Л = 1, № = 4. 
1011 Щ 7 ) = 6. 
0021 
2001 
0012 
2010 . 
2011 
1021 
1012 

Ни один из термов не является минимальным. 
Из матрицы IX формируем IY. Сравниваем 1-ю и 2-ю строки: 

Сравниваем 1-ю и 3-ю строки: 

Сравниваем 1-ю и 4-ю строки: 

Сравниваем 1-ю и 5-ю строки: 

0021 № = 2 . 2001 

0021 № = 2. 0012 

0021 т = Ъ. 
2010 
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10.8 Реализация частотно-минимального метода 

Сравниваем l-io и 6-ю строки: 

Сраниивасм l-io и 7-ю строки: 

С равиивасм 2-и) и 1-юс|роки; 

Сранмивасм 2-io и 4-io строки: 

Сранпивасм 2-!о и 5-fo строки: 

С ранинвасм 2-1о и 6-to строки 

{ равпивасм 2-to и 7-10 cipoKn: 

Сравниваем 3-KI и 4-ю строки: 

{•равмивасм З-то и 5-io строки: 

( равмивасм З-ю и 6-!о строки: 

Сравниваем 3-ю и 7-ю строки: 

0021 т=1 
2011 

0021 № = 1 , № = 1 . 
1021 ет(1) = 6, 
1Y=|2021. 

0021 ;л = з, 
1012 

2001 № = 3. 
0012 

2001 /Д=2. 
2010 

2001 W = l , № = 3. 
2011 Щ 2 ) = 5. 

2001 /Л =2. 
1021 

2001 /« = 3. 
1012 

0012 /Л = 2. 
2010 

0012 № = 2 . 
2011 

0012 « = 3 . 
1021 

0012 « = 1 , /Л = 1. 
1012 Щ 3 ) = 7. 

2021 
IY= 2021 , 

2012 

as: 



/ о Методы логического проектирования 

Сравниваем 4-ю и 5-ю с1роки: 

2010 /R = ],m = 4,KR(4) = 5. 
2011 

2021 
2021 
2012 
2012 

Сравниваем 4-in и 6-ю шроки 

Сравниваем 4-ю и 7-ю строки: 

Сравниваем 5-KI И 6-Ю cipoKM: 

Сравниваем 5-i<) и 7-!о строки: 

Сравниваем 6-ю и 7-ю строки: 

Признак Ry =\, матрица I T E R M пуста. 
PaccMtrrpHM мафицу IY . 
Сравним 1-ю VI 2-юсгроки: 

2010 
1021 

2010 
Г012 

1021 
2011 

2011 
1012 

1021 
1012 

;л = з 

;л = 2 

т^2. 

;л = 2. 

« = 2. 

2021 № = 0, 
2021 

Сравниваем 2-io и 3-ю строки: 

2021 m = 2,RV=0. 
2012 

Терм 2021 является минимальным, его записываем в матрицу I T E R M . Сравниваем З-ю и 
4-IO строки: 

2012 ;я = 0. 
2012 

120211 ITERM = 2012 

6. Формируем матрицу IQ : 

7. Получаем матрицу IFSTR: 

IQ 
,101101 

IFSTB = 
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lO.S- Реализащт частотно-минимального метода 

8. Получаем матрицу IFSTB: 

101101 
011011 
112011 
100101 
011011 
111112 

/ „ = / ; , = / i 4= / i6 ; 
/и < / „ ; / , , - ^ 4 4 ; / , , < / » -

И i Mil! рми!.1 4} вычеркиваем 3-Й и 6-й столбцы, а также 4-й-

Ич iQ. В1.1черки»аем 5-й сюдбеи, 
9. Получаем новую мафицу: 

IQ 01 

П мипима.1Ы!0С покрытие вошли сермы 2021, 2012. 

Ответ. pcj\Jibiai в базисе Вебба: {х^ 4-(JTJ 'i-0))4-(j(2 ^{^А -̂  0)) . в базисе Шеффера: 
( (b / l ) /x , ) / ( (x . / l ) /v , ) . 
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1J. ЛОГИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ И АНАЛИЗ 
ЭЛЕКТРОННЫХ СХЕМ 

И Л . Логические операторы электронных схем 

Но зависимости выходного сигнала от входного все электронные схе­
мы [7. 17J можно условно разбить на: 

cxeAfbi первого рода, содержащие комбинационные схемы, — схемы, 
выходной сигнал в которых •зависит только от сосюяния входов {наличия 
входных сигналов), в каждый момент времени; 

схемы второго рода, содержащие накапливающие схемы (элемен­
ты с памятью)^— схемы, выходной сигнал в которых зависит как от 
входных сигналов, так и от состояния схемы в предыдущие моменты 
времени. 

По количеству входов и выходов схемы бываю!: с одним входом и о/{-
ним выходом, с несколькими входами и одним выходом, с ощшм входом и 
несколькими выходами, с несколькими входами и выходами. 

По способу осуществления синхронизации схемы бывают: с внешней 
синхронизацией (синхронные автоматы) и с внутренней синхронизацией 
(асинхронные автоматы являются их частным случаем). 

Практически любая ЭВМ состоит из комбинации схем первого и вю-
рого родов разной сложности. 

Рассмотрим некоторые конкретные примеры. 
На рис. 11.1,« показана принципиальная электрическая схема, выпол­

ненная на транзисторе. 
Схема работает следующим образом. В интервале времени от () до /, 

(рис. 11.1,6) на входе действует почти нулевое напряжение. За счет дeJrиle-
ля Я1-Я2 и источника Е^ транзистор ПТ\ закрыт и на выходе на1!ряжение 
равно - £'^. В момент /j происходит изменение напряжения на входе (те­
перь действует f/j), что изменяет ток в транзисторе ПТ\ до такой cierreun, 
что транзистор открывается. Через резистор R^ течет ток, который изменя-
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ет напряжение на выходе: оно становится близким нулю . Так продолжает­
ся до момента 2̂1 когда состояние на входе снова изменяется, вызывая со-
отвегствующее изменение на выходе. На рнс. 11.1,6 показана временная 
диаграмма изменений состояний на входе и выходе схемы. Напряжения на 
выходе принимают два значения (высокий уровень — О, низкий уровень — 
1). Тогда логически работу рассмотренной схемы можно описать с помо­
щью функции НЕ (рис. 11. I, в), что подтверждается следующим: 

0 - ' | ' l - ' 2 ' 2 - ' ) 
I О 1 
О I О 

Момет нремеми , 
И\ол 
Пыхол 

ii t. 
О \ I \ О t 

"'l I К Г П if 

( o i l ' 

Рис. I i . i . Элементарная электронная схема 

Логический оператор схемы — элементарная логическая функция, с 
помощью которой описывается работа схемы. 

Таким образом, рассмотренная выше схема описывается функцией НЕ 
и называется инвертором (рис. 11.1, в). 

На рис. 11.2, а показана схема днзъюиктора, описываемая логическим 
оператором ИЛИ (рис. 11.2, в). Временная диаграмма работы этой схемы 
представлена на рис. 11.2, б. 

На рис. 11.3, а показана комбинация электронных схем дизъюнктора и 
инвертора, выпо;гне1шая на транзисторах, а ее логический оператор ИЛИ— 
[\Н — на рис. 11.3, е. Временная диаграмма работы этой схемы дана на 
рис. 11.3, б. 

Ана1югичным образом проводится анализ работы схемы конъюнктора 
(рис. 11.4, а). Временная диаграмма работы схемы н ее логический оператор 
представлены на рис. 11.4, б, е. Основной особенностью этих схем является 

Здесь состояния схемы кодируются следующим образом: состоянию «i» соответствует 
больший по модулю отрицательный потенциал, а состоянию «О» — близкий к «О» потенциал 
(положительная лотика). 
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то. что они идентичны схемам, показанным на рис. 11.2, а и 11.3, а, но при 
отрицательной логике кодирования, т. е. состоянию «1» соответствует высо­
кий потенциал, состоянию «О» — низкий потенциал. Этим лишний раз под­
тверждается справедливость законов де Моргана, которые описывают двой­

ственный характер наборов логи­
ческих функций И—НЕ и ИЛИ— 
НЕ (рис. 11.5, а, б, в). 

Sx, дг 
• М -

вх, 

Вых 

i" Ал, 

^С^Лг) 

tl W 
*а-

На основании вышеизложен­
ного можно ирийги к заюгюче-
нию, что различные электронные 
схемы или их комбинации на ло­
гическом уровне могу г быть опи­
саны с помотыо логических 
операторов. Такое операторное 
описание электронных схем по­
зволяет абстрагироваться ог фи­
зической природы конкретных 
электронных элементов и осуще­

ствлять их анализ. При этом оказывается, что для анализа совсем не обяза­
тельно иметь саму схему. Для того чтобы получить значение функции на 
выходе какой-либо схемы, достаточно записать эту зависимость п виде ло­
гических операторов, связанных между собой в соогве1ствии с вынолияс-
мой функцией. 

Рис. i i .2. Схема лизъюнктора 

ij ь_г is tj_ 

1ЛГТГТ 

Рис. И.З. Схемадшъюикторас инверсией 
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' ' ' • • • 1 1 

|дл ,̂,х,) = к п № 

Рис. 11.4. Схема коньюнктора 

Для аишгиза электронных схем с помощью аппарата алгебры логики 
нужно найти логическую функцию, описывающую работу заданной схемы. 
При -)1ом ИСХОДЯ1 Hi 10Г0, что каждому функциоиальгюму элементу элек-
тротюй схемы можно поставить в соответствие логический оператор. Этим 
самым устанавливаегся однозначное соотвегствие между элементами схе­
мы и ее магематическим описанием. 

Рис. i 1.5. Схема коиъгоиктора с инверсией 

Anajm i электронной схемы проводится в два этапа: 
1)иг гфиншпшальной схемы удаляются все несущественные вспомо-

raiejii,in>ie элементы, которые не влияют на логику работы схемы; 
2) через логические oiiepaTopbi выражают все элементы, получая логи­

ческое уравнение, которое является моделыо функции, выполняемой за­
данной схемой. Проводится анализ этой функции с целью устранения лиш­
них ч<1С1ей-
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Рис. 11.6. Логическая схема с 
двумя выходами 

Например, схема, представленная на рис. 11.6, может быть описана ло­
гическими выражениями у^ = Xj + х^ ; у2 =х^ + XjX, • Однако с точки зрения 

инженерного проектирования чаше прихо­
дится решать обратную задачу, называе­
мую задачей синтеза электронных схем. 

Задачу синтеза электронных схем 
можно сформулировать следующим обра­
зом: при заданных входных переменных и 
известной выходной функции спроекти­
ровать логическое устройство, которое 

Xj 1| I I I реализует эту функцию (при этом могут 
~ 1 I I ' I—- быть наложены дополнительные ограни­

чения либо в виде системы исиользую-
г—1 щихся логических элементов, либо в виде 

_11 I требований по количеству логических 
операторов). Следовательно, в результате 
решения задачи синтеза возникает логи­
ческая схема, воспроизводящая заданную 
функцию. 

Обычно, решая задачи анализа и синтеза, используют полные базисы 
функций. При этом каждую логическую функцию, входящую в базис, со­
поставляют с некоторым физическим элементом. Значит, логическую 
схему можно заменить структурной схемой, состоящей из физических 
элементов. 

Таким образом, удается соединить математическую задачу снигеза ло­
гической схемы с инженерной задачей проектирования электронной схемы. 
Прн разработке электронной схемы за основные критерии принимают ми­
нимум аппаратуры, минимум типов применяемых элементов, максимум 
надежности. 

С точки зрения математической логики задача синтеза решается при 
обеспечении минимального числа логических операторов, минимального 
количества типов логических операторов. Можно сформулировать гюсле-
довательно решаемые задачи прн синтезе электронной схемы: 

составление математического описания (системы логических уравне­
ний), адекватно отображающего процессы, происходящие в схеме; 

анализ логических уравнений и получение минимальной формы для 
каждой из них в заданном базисе; 

переход от логических уравнений к логической (структурной) схеме 
посредством применения логических операторов. 
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112 Электронные схемы с одним выходом 

Проблема синтеза наиболее подробно исследована для конечных авто­
матов, а для бесконечных автоматЬв в большинстве случаев она имеет лишь 
теоретический интерес. Трудности синтеза автоматов зависят от того, как 
заданы условия функционирования автомата. Чем выразительнее язык за­
дания (т. е. чем он удобнее для заказчика), тем сложнее метод синтеза. Син­
тез абстрактных цифровых автоматов — один из этапов синтета автоматов, 
заключающийся в построении абстрактного автомата (например, его табли-
Ubi переходов и выходов) по одному из способов задания отображения 
«вход—выход», которое должен реализовать этот автомат. Другими слова­
ми, с помощью процедуры синтеза происходит переход от описания авто­
мата на начальном языке к описанию его на автоматном языке. Этим во­
просам посвящена глава 12. 

1J .2. Электронные схемы с одним выходом 

Схемы с одним выходом и несколькими входами относятся к наиболее 
простым схемам. Основная сложность при синтезе этих схем состоит в том, 
чтобы най1и выражение для выходной функции в заданном базисе. 

Пример 11.1. Сиигезировать схему в базисе «НЕ-инпликация», если функция имеет вид 

1't; И! о ii II с ilcpeiijicM oi смешанной 
сис1смы лотческич функ(шй к системе «НВ-
нмилмкаиия» fia основе правил перехода: 

\_..L_ - (11,1) 

Рис. I i , 7 . Логическая схема иа 
элементах импликации и инверсии 

к примеру 11.1 

Получим ф( tp Yj. .г,) " -Х| -+ (J:, ^ J:, "̂  

Фумкиин <p(v,, .V;,-X,) может быть реа-
лн (онаиа на основе логических операторов 
сП!:» и «импликация» (рис- 11,7), 

Ответ- ло1 ическая схема на рис. 11,7. 

Задача синтеза, как правило, имеет различные решения в зависимости 
ш выбранной системы логических элементов. Однако для любой заданной 
функции алгебры логики почти всегда можно синтезировать схему, соот-
вегствующую этой функции. Получение схемы с минимальным количест­
вом логических связок требует нахождения минимальной формы для функ­
ции алгебры логики. 
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Некоторые более сложные схемы, имеющ|*:; несколько выходов, могут 
быть сведены в частном случае к набору схем с одним выходом. Тогда син­
тез осуществляется путем декомпозиции для аждой вь!деляемой схемы. 
Рассмотрим в качестве примера синтез однора |рядного двоичного сумма­
тора методом декомпозиции. 

Пример 11.2. Стпезировагь схему, залатгую шблице 11.1, в базисе И - П Л И - П Е 

Т а б л и ц а I I 1 

", 
0 
а 
0 
(1 
1 
1 
1 
1 

h, 
0 
0 
1 
1 
» 
О 
1 
1 

" , 1 

0 
1 
(] 
1 
О 
1 
0 
1 

..^\ 
(0 
,1 
1 

<0 
3 | 
iO 

II, 

0 
(1 
0 
1 
0 
1 
1 
1 

ряда: 

, Ь, •—cjiaiacMNC i-i о разряда операндов « и / с, - - сумма слз!аемы\ ;- !о раз-

I — соотетс гветю iiepettocM wi /-го и ( ( ' - 1 ) - # разрядов. 
Ре 1М е и ие Синтезируемую схему можно рассматрин^гь как схему, состоят) к> m лн\ х 

час1ей: схемы для получения поразрядной суммы с, (полу ,умма1ор) и схемы для получения 
переноса и, ; 

На основе leopeMi,! (И) 20) м н и т е м С11/1Ф для 1|)умкци . г , и ri, 
Используя МИ1 имизиругошие карты Карио, по­

лучаем минималы ые формы для каждой п ! ([)упк-
НИИ с, и и, (рис. /1 ,8 , о. б): 

(11 2) 

bj ni; 

Рис. 1 i.8. Минимизация функций 
с, и п, к примеру 11.2 

jc-= n,_iia,h, +.i,h,)+ и, i(a^h, +a,h,}. 

[ri, = и,_,((7, +1 ,} + aJ^,. 

Функции (П.;*) м<)1>1 быть реалуцонапы схе­
мой, яредсгавлен1г 1й на рис. ! 1 9 

Ответ: логич* кая схема па рис I 1-9, 

Однако способ решения задачи, который i* оказан в примере 11.2, не 

всегда дает минимальное peujenne. Например, г̂  входное выражение лля с, 

может быть записано иначе. Из таблицы 11. [ ви^ но, что поразрядная сумма 

с, равна единице тогда, когда одно из слагаем1|(х а , , й, или перенос t i , , , 

равен единице, а остальные слагаемые равны,<:нул1о и при этом п, - О 

( п , =^1) или когда все три слагаемых рлвны единице. Поэтому 

с, =(а^ + Ь^ + п , „ | )п , +i3,Z>,n,_|. 
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1*нс. и.9. Jioi ическзя схема двоичного сумматора к примеру 11.2 

Таким <)6pa-ioM, окоР1чательное выражение имеет вид 

(П.З) 

*1>уикции (11.1) могут быть реализованы логической схемой, представ-
ленмой на рис. I 1.10. 

Рис. 11.10. Минимальная схема двоичного сумматора 
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11.3. Электронные схемы с несколькими выходами 

Задача синтеза схемы с п входами и к выходами отличается от за­
дачи синтеза к схем с // входами и одним выходом тем, что при реше­
нии необходимо исключить дублирование в к схемах синтезируемых 
функций. 

Примером схем с несколькими входами и 
выходами служит схема дешифратора. Принцип 
работы дешифратора прост: при заданном на­
боре входных сигналов на выходе возбуждается 
одна шина или несколько шин в соотвечсгвии с 
заданной зависимостью. В таблице 11.2 пред­
ставлена работа дешифратора от трех перемен­
ных, у которого возбуждается только один из 
выходов. 

Си1мез такой схемы может быть ocyuieciBjien, 
ес;ж рассматривать раздельно каждую выходную 
функцию: 

4р£ 

ЗА 

Г|_>4_ 

ILA. 

. ' 0 "~ 1 2 1 

У\ ~ •^1-'^2-'^3 

У2 ^ - ^ i - ^ 2 ^ 1 

, УУ — x^XjX-^ 

Ун "^ •^i-'^2'^l 

, Д'з = •^1-'^2-'^1 

Рис. 11.11. Ло1ическая 
схема дешифратора 

Реализация этих выражений в виде коньюнк-
гора дает возможность создагь логическую схему 
дешифратора (рис. 11.11). 

Однако несложно убеди1ься в шм, ч ю la-
кой подход к построению схем не даег опти­
мального решения из-за указанных выше осо­
бенностей схем с несколькими выходами. 

Рассмотрим два наиболее простых метода синтеза таких схем. К л а с ­
с и ч е с к и й м е т о д основан на выделении простых импликант заданной 
системы функций [юдобио тому, как это делается в методе минимизации 
Квайна—Мак-Класки, и затем покрытии каждой заданной функции этими 
простыми импликантами. Далее синтез идет на уровне простых импликанг 
При этом требуется: 

найти простые импликанты заданной системы функций; 
выразить каждую заданную функцию через простые имнликан1ы; 
синтезировать схему, включающую только эти импликанты и связи 

между ними. 
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Пример М.З. Синтезировать схему, функции на выходах которой имеют вид 

V, = /'|{.\",. j ; j . Л}) - Л,^2^3 + ^\^2^г + ^\^2^S • 

В качестве базиса в^ять функции И. ИЛИ, НЕ. 

I' с 1и с н и с I Ьйлсм простые имнликаиты, рачбив множество >-, на три группы в соот­

ветствии с к<)Личес1вом елиттиц в каждой ipyruie: 

/.7 = 1100); /С; = (11о}; /с;' = ( т } , 

: срапнснття i рунн получим Н peiyiii.iii 

к' -{|Л'0,11Л"| • \х^х^ 

! Ipncii-ix ммпликат раита 3 нет, 
I Ipoi i i . ic TiMiiJiTiKJinibi pama 2 

Окончательный вил вьтходньтх функций: 

У, - V ^ + Х, Х, , у2=^ X^X2 + XjXj . 

\i п()л\мемиь!\ выражениях подчеркнут член. 
лякяиийся общим для обоих уравнений, ч ю 
(иоляст )!1рос1игь окончагельный вариант схе-

.1. ирсдстаялстни.ти на рис 11,12. 
Ответ лот ическан схема на рис 11,12_ 

Дк-
Рис. и.12. Логическая схема к 

примеру 11,3 

М е т о д к а с к а д о в основан на теореме разложения функции алгеб­

ры jioi ики по к переменным (следствие 1): 

J(x,,X2,...,X„)^xJ(Xf. .,X„^,,\)VX„f{X,,X2,. -0). 
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Эта формула попеременно применяется к заданной функции столь­
ко раз. сколько необходимо, чтобы получить простые логические вы­
ражения, которые легко синтезировать, используя двухвходовыс эле­
менты И, ИЛИ: 

/{-V|.-v, •t„) = -f„/i vf,,/^; 

/|(-<^1.-''2 '^„ l) = -f„-l/ll '^^„-\/м'' 
/ 4 T | , V , v„ i) = -v„_|/j| v J „ _ | / „ ; 

У|1('̂ |..>-2 •V„) = -V2/iii v.v„_,/i | , ; (11.4) 
/ , , (.V|. .Vj,..., Д-,,) = .v„_;/,,| V -r„_,/,, ,; 
/,i(-T|. r , , . . . , .v„) = .t„_,/,, | v,v„_,/ , | , ; 

Посгроеиная на основе этих выражений логическая схема иа каждом 
этапе образует последти) каскад искомой комбинационной схемьг 

Процесс разложения происходит до тех нор. пока не будут получе­
ны функции /j,j ,, зависящие только от двух аргументов. Далее синте­
зируется схема, соо[ве!ствую1цая системе уравнений минима;п,но10 
ранга. 

Пример М.4. CmiTCifipOBiin. с\см> » базисе И—ИЛИ—lllu вы.\олмь|е фуикипи Kuiopoii 
задан!-! и 1ШЛС ypa»!iei!Hii 

Ф| = V|ir,v, v.V|.t,.f, v.t|.«,f, ; 

<р, »,;"|.v,», vri.fjf, v^i^jv, ; 

<P, " T , i , f , v ? | V j X , V Vif,;-, 

V с i!i с I! и e Ир1!мет1м рлпюжения {M.4) кзала|11!ым фу!!К1И!ям 

Ф, = -1Г|.ЬУ, у.т,(,«|.Т; v , ? | . t ; ) ; 

^ ' 'h, 

Ф1 = - ' ' l » > » J V-X,(4|-V, V - V | ? ; ) . 

ф , - Y,{>r,.r, V . t j - r , V . V i t j ) . 

После yiipoci!ci!iiit n!,i\(V!!!!,ic ypa!ii!ci!tifl мож!10 за!!Исап. так: 

Ф, = х,Х2Х, V -I;! , : 

Фг =.^|V)^'•»!-'); 

Ф1 =-fl(J|^-'2)-

Иа рис. I i,13 изображе!!а соошетпвуюнЕая этим уравнениям логическая схема. 
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MDh. 
ft = X,(X;VX,J 

Рис. 11.13. Логическая схема к примеру 1 !.4 

Ответ ji<ii ическая схема на рис. П.13. 

11.4. Пе полностью определенные функции алгебры логики 

Не [lojuiocfi.io определенная логическая функция п переменных — 
(|)>нкци«. задлмиля на числе наборов, меньших 2" . Встречаются такие 
ф\ нкции досгагочио часто. Если количество неопределенных наборов т, то 
путем ра«н1чиых доопределений можно получить 2'" различных функций. 
В /(альиейнюм набор, на KoiopoM функция /{х^,Х2,--,х^^) не определена, 
будем о1меча1ь шездочкой (*). Для наборов, на которых функция не опре-
делема. значение логической функции может быть произвольным. Все зави­
сит OI некоторых других условий. Например, если взять какой-то десятич­
ный код, |0 выходная функция определена на 10 из 16 возможных наборов. 
Ос1альиые наборы — запрещенные. Значит, оставшиеся шесть наборов 
долж!н,| бьиь доопределены, так как иначе невозможно будет использовать 
аналитическое представление в виде совершенных нормальных форм 
(С1 \Ф). '')ро доопределение очень важно, так как от него зависят результаты 
решения. 

Пример 11.5. /11)иирслели|Ь следующую функцию: 

I' е 111 е IIII е !'ассм(угрим. какие функции получаются, если отмеченные наборы лоопре-
лелпи. 



/ / Jlo.-ич, '•' описание и анализ электронных с 

На рис i!.14.<7 иредаавлеио миожесгво функции, соотвегствующих заданной (|)у||кции 

/ {> : | . Vi.-Vi)- Earn (|)ункциго / { V | . ^ i . т,) доопределить на отмеченных наборах нулями, то 

получи'!Ся в pejyjii.rareiMifHHMHjaiwH ио8!1я функция /eixj. Х2, У%) = '(\^2'^ ^\^2Ь (рчс 11.14,6), 

Х,Х2 

X,Xi 

aw 

fOt 

WO' 

УмзЖ _ 
( J 

Рис. 1 i . 14. ( ря(|)ические решения задачи лоонрелслемия 
и мииимтании к примеру 11 5 

i'XJiM па о!мече|1||ы\ наборах зшш!ь значения для / , равные единице, ю 

/ , { Т | , х-,, т,) = V, V V|Т-, V т",Т;, (рис М. !4, »)• 

Лру1ис части рис- i I i4 лемонс!рир)101 разные варианты дооиределения. MHnHMajn.Hoe 

решемнс для 1аланно1"к|)ункнии' / Д т , , Xj, л,) - T|-V ,̂ ^''^Лз (р"'^' I I 14..^) 

Ответ- /•-{ х,, л^. v,) - г,т-. v T,VI 

Пример I 1.5 гюказывает. чго доопределение функции сутесгвенно 
влияет на конечный pe^yjHjiaT минимизации. 

При дооГ1реде;[ени11 функций можно руководствоваться следуюишм 
правилом: минимальная дизъюнктивная нормальная форма не полностью 
определенной функции / ( х , , х^ , . . . , x , J получается как дизъюнкция наибо­
лее коротких по числу букв импликант функции ф|(х,, J2'--M-'f„)» прини­
мающей значение, равное единице, на всех наборах, где функция не опреде­
лена, которые в совокупности гюкрывают все импликанты в совершенной 
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11.4 He полностью определенные функции алгебры логики 

нормальной форме для функции 
Фо(Х|, jCj,...,-^,,), принимающей 
значение, равное нулю, на всех на­
борах, где/не определена. 

В самом деле, функция 
ф|(д:|, Xj, ,. . ,х„) содержит все 
просгые импликанты, которые мо­
гут встретиться в /-ом noKpbtTHH/ 
а (pQ содержит минимальное число 
простых импликант. Поэтому надо 
выбрать из такого набора те им­
пликанты из ф1, которые опти­
мально покрывают (р(,. 

Пример П.6. 1!аЙ1И ми1ГИМШ11.иую 
форму ЛИЯ функции 'leibtpex переменных: 

/ , (л , . .v_,. л,, -xj = v(0. 1*, 2*. 4*. 6. 
7*.8*,9, I1M3M4.I5*) 

F* е Hi е н и е 11а рис, 11,15, а прелстав-
iiena фуикш1Я /," а1ображаст1ая 1зкже табли-
нсй 11 3 '?йе!Лочкой на рисупке отмечены 
мс(1ГГрсделе1гныс лтчсмин Для функции 
Ф„(Г|, jTj. .с,, Гд) С11Ф может Г)ьпь получена 
И! jafJjiHHbi 11 3 ири'«1мене символа * на О, 

! 'ooiiicicmcHHo фу11К1тя Ф|(Т|, .х,, 
т.. x^) определяйся, сели » 1аОлице И 3 

символ * 5амепи|ь на единиц), '>ior случай 
изображен на рис 11.15.6 Минимизируя 
нока!аниук» функрнно, получим 

<pj( V|. ( j , Tv \х) - VTV^ V \jX. V ^2^3 \' X^Xi . 

Рис. 11.15. Графический метод 
минимизации к Примеру ! ! .6 

Т а б л и ц а И З 

г, 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

г. 
0 
0 
0 
0 
1 
1 
1 
1 

"J 

0 
0 
1 
1 
0 
0 
1 
1 

-'̂ 4 

(1 
1 
0 
1 
0 
1 
0 
1 

/ 
1 

* 
* 
0 

* 0 
1 

* 

-"̂ l "г 
0 
0 
0 
0 
1 
1 
1 
1 

Ху 

0 
0 
1 
1 
0 
0 
1 
1 

^ 4 

0 
1 
0 
1 
0 
1 
0 
1 

/ 
* 1 
0 
• 

0 

* 1 

• 
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Г а б л и ti а 114 

ф , 

» i i< 

V, 
<!-'! 
' i l l 

vAu 
V 

V 

I,.,,.t,;, 
V 

V 

^,J,J,.V4 

V 

V 

х,мх,х, 

V 

Оптимальное лоопре;!елспие функции. cooTneicTn>ioniee MniiiiMajrbiK'M)' кокрьпию, мо­
жет бьиь uattjicFFo по мегод\ КваГпга (габл. ! | ,4 ) . 1аким образом, минимальное HOKpbiFHc 
/(.V|. Г;, л:,. .1:4) - v,x, V \ ,Г , (рис 1 1,15. «) 

Ответ. J{.x,. \ , . v,. г , ) = .T -̂VJ V .Г^.^^ . 

11.5. Синтез элекгронпых схем с использованием CBOHCIB 
не П0ЛН0С1Ы0 определенных функннп 

Пусть необ.чодимо nocrpontb функциональную схему для сноемы. за­
данной уравнениями: 

У, = / i ( - V | , . r 2 , . . . , . r „ ) , у , =/,{х,,Х2 х„). (11 .5) 

Предположим, что функция у, уже построена. Тогда новая функция 

Функция У1 — не nojufOCTbio определенная и в таблице значений функ­

ции юлько половина значений определена. При этом >', используегся в каче­

стве (и + ] )-гоаргумента, .хотя фактически /з* зависиполькоот 77ар|умени)в. 
ПocлeдoвaтeJrьнoc^ ь этапов синтеза схемы будет такой. 
Система уравпеиий вида {11.5) может быть задана либо аналитически, 

либо в виде таблицы. Теперь нужно построить таблицу значений функции 

j ' 5 , полагая, что г, является аргументом, и значения )'j не определены для 

тех строк таблицы, коюрые огсутсгвукл в таблице значений у2. Функция 

у] записывается в С П Д Ф : 

Л = /2 ( -» - | . ^2 . . . . , ^ , „Л) = у^1 '^2*' 

П,если^'| - 1 , 
О, если^', =0. 

Л (11.6) 



/ /-5. Синтез электронных схем 

Положим, что на неопределенных значениях /^ = 0 , тем самым нахо­

дим функцию i^^(Xf,X2,-..,x„) (см. § 11.5). Далее положим У2=^ и запи­

шем СНДФ функции /гЧО- После этого найдем минимальную форму для 

/з'О) (рис. 11.15,6). Затем составим таблицу покрытия /з^О) и выделим 
минимальное гюкрытие (рис. 11.15, в). В завершение определим онтималь-
ньп1 набор неопределенных зна­
чений у / . ] 1рн хом Jy станег 
определе1ПК)й на всех наборах. В 
резулыare находится соответст­
вующая МДНФ, на основе кото­
рой синтезируется схема. 

Пример ! !.7. Сишезировать однораз­
рядный диоичный суммаюр с использо­
ванием cBoiiciB НС нолносчыо 0!Грслелегг-
НЫХ фу1!КПИМ 

Гетечне При решении будем ис-
нолыовЕИЬ описание работы двоичного 
с)мматорд в вилс габдииы 11.1. Пред­
положим, чк> схема, реализующая 
фчнкиию и,, уже cHiiie-iHpoBana. Ге-

нерь носфоим 1!1блИ11у для (|)умк1ШИ с' 
ЦаСм, 115) 

Вислсм о6о!Н;1«1епия ц̂  ~ ;•,, г, - >>, 

1о1ла с' - 1̂  - /'{!',. f\. и, | .и,) Эта 

фчнкиня L' графически показана на 
ри(. (f (6. а 

/1оонрслсление (|)ункнии с ' , записан­
ное и тДФ. имеет нил; 
c't\)- /(1.2. "(.-I. "^.б. 8. 9. 10.12.14. 15) 

(рис И 16.0). с'((1)=^ v(2, 4,S. 15) . 

Минимал!.н\к) форму я.'!я функции 
(.'{{) н;1нлем f ра(|)ическим методом' 

(•"(1) - £1,11, + /',Н, f EI, |П, + {),/l,H, j 4 

Iciiepi. сосг;н{ИМ таблицу нокрыгия 
для (|)_ункнин (-•"(0) (табл М 6) 

Рис. !1.!6. Минимизация двоичною 
сумматора графическим методом 
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Т а б л и ц а I i . 5 

а, 
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(1 
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П,„1 
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0 
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1 
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0 
1 
1 

п, 

0 
1 
0 
1 
0 
1 
0 
1 
0 
1 
() 
1 
(1 
1 
0 
1 

с] 

0 
X 
1 
X 
1 
X 
0 
X 
1 

X 
X 
X 
0 
0 
X 
1 

№ 

() 1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
м 
12 
U 
14 
15 

С'леловатслыи). мимималмюс покрьиие а,и,; й,п, ; ir,_[Cr, ; a,/i^(i,_| 

Но минимальному нокрьг!И1о находим отимальиое доонрелеление функции с ' ( 0 ) , в 

cooiHCtciHHH с коюрым получаем оконча!единым вид уравнений {рис ! М б , в), 

i а б л и на ! 16 

1 (ерничпыс 
HMitJiHKatiibj 

«,", 
h,n, 

11, ,|Т, 

'", ' ' , и, 1 

"Л" , 1 
<7,и, (11, 

И с х о д н ы е т е р м ы 

»7,А,||, ,гТ, 

V 

5- ,* ,Л, . ,П, 

V 

. <.,*,п, ,П, 

V 

V 

«,Л,н, ,11, 

V 

Ответ с, - ((/, f/>, + п, ,)11,-1-о,Л,11, , , и, = (а, + А, )п, ,+й,А, 

11.6. Временное булевы функции 

Ранее были рассмотрены способы анализа и синтеза схем первою 
рода (комбинационных) , которые невозможно использовать при описа­
нии схем второго рода (схем с памятью). Основная особенность схем с 



! I 6 Времепи^Ле булевы функции 

памятью состоит в том, что алгоритм их работы зависит от времени. Следо­
вательно, в число переменных, от которых зависит выходная функция схе­
мы с памятью, должно входить время t. Но время не является двоичной пе­
ременной. Поэтому вводится понятие автоматного времени, принимающего 
дискретные целочисленные значения О, I , 2 и т. д. Это означает, что работа 
схемы с памятью распадается на ряд интервалов, в течение которых авто­
матное время условно принимает постоянное значение. 

Временная булева функция (ВБФ) — логическая функция 
V ̂ ф(Г | , . v , , . . . , V,,, ^ ) , принимающая значение (О, ]] при 0 < ^ < . v - 1 , г д e 

,v — количество интервалов автоматного времени. 

Можно утверждать, что число различных ВБФ равно 2 ' . В самом де­

ле, если функция времени принимает s значений, т. е. г = 0,1, 2, . . . ,5 - 1 , и 

каждому интервалу времени соответствует 2" различных двоичных набо­

ров, то всегда будет .v2" различных наборов. Следовательно, общее число 

ВБФ равно 2 ' " -
Любая времещшя булева функция может быть представлена в виде 

у - ф (Х | , Х^, • • • » - У „ , 0 - Ф о ' ^ 0 "^ Ф|'^1 ' ^ • • • ' ^ Ф,-1 '^( - | , (11.7) 

[дс ф, — копьюик1нвныи или дизъюнктивный терм от переменных 

( Л р Х , , . - . , ^ , , ) ; т̂  — вспомогательная функция, принимающая значение 

X, = { 0 . ! } в момент времени г.. 
<1>орма представления временных логических функций (11.7) позволяет 

применить к функциям у все методы упрощения и минимизации, рассмот­
ренные ранее. 

Пример ! 1.8.11реобразов;пь функцию, прелсгавлеииуютаблицей ! ! .7 , в вил (1 !.7). 

Т а б л и ц а 11.7 
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!'С m е И И е Функцию v ^ ф(Л|, х-,,1) представляем совокупностью трех логических 

ф\икиин <pjj( \ | . х-,) - Я'А^г '^2) • *?i(-^]- ^2) • которые ДЛЯ 1аблиць! 11.7 имеют вид 
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На (1Снова1Ши ( 1 1 7 ) записываем окопчагсльпый вид временной логической ф>икиии 

у = X^XJTQ V{J | .V2 V Х\Х^)Х^ v t j T j , с i.8) 

Ответ: см. формулу (! 1.8)-

Разложение (11.7) можно применить только к периодическим времен­
ным функциям. Переход к схеме от логического выражения вида (П.7) 
можно осуществить следующим образом. 

Предположим, что на выходах некоторой схемь! (деи1и<|)раторй) в мо-
менты времени i появляются сигналы: 
если 1̂ = О, то на выходе 1 сигнал т̂ , = 1, при Х| - О, Xj - О ; 
если Ь ~ Ь то на выходе 2 сигнал т, = 1, при Тд = О , Xj - О; 
если t•^ = 2, то на выходе 3 сигнал i j = I, при t„ = О , т, - 0 . 

Для каждой функции (р, строим соответствуюи^ую логическую схему, 
не зависящую от переменной t. После этого все схемы соединяем между 
собой в соответствии с (М .7). 

Рекуррентная булева функция (РБФ) — логическая функция, завися­
щая как от текущих значений .т, входных переменных, так и от нредшесг-
вуюших значений самой функции у^,_ц- Полная аналитическая запись та­
кой функции 

У, =^(0, \] при г > 0 , 

где х, —- текущие значения входных переменных; з', — значения выход­

ных функций в момент времени j -t -\; 1-2 и т. д. 
Чтобы гфедставить иеобходимос1ь рекуррентных булевых ||)ункпнй, 

рассмотрим некоторый физический элемент, работа которого оппсишается 
соответствием; 

/ . . ,0 1 2-.J, I I, 

д . . - Vji Л| г , . . . г, , х, 

V, = / ( v . / ) . . - 0 -Хо -'^i----^, 2 Ч ! 

Следовательно, у^_^^ =х,. Отсюда значение выходною cni пала в мо­
мент времени t + 1 равно значению входного сигнала в момент времени /. 
Такой элемент называют задержкой: D{t) -— его логический опера iop. 

Рассмотрим логическую схему, имеющую цепь обратной связи с вклю­
ченной в нее схемой задержки (рис. 11.I7, а). Предположим, что в качес1ве 
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схемы с функцией / ( х , у) взята логическая схема ИЛИ. Тогда в совокуп­
ности эта схема работает так, как показано на временной диаграмме 
{рис. 11.17, б), т. е. / ( х , у) = х,^| V >>,, 

т) 
fM 

>'* 

^ ""^ЬгЬтг 

Рис. 11.17. Схема с обрат мой связью 

В схеме рис. 11.17 выходной сигнал зависит как от входного сигнала в 
д:1И11Ь!й момен! времени, 1ак и от выходного сигнала в предшествующий 
момент времени, В самом общем случае при наличии и входов и к цепей об­
ратной связи, в которых осуществляется равная задержка, такие схемы могут 
быть описаны с помощью рекуррентных временных логических функций. 

Следовательно, любая рекуррентная булева функция может быть 
реалтована с помощью набора логических операторов функциональных 
элементов, иредставчяющнх обычные функции алгебры логики, и операто­
ров i:\eM Ш()ержки. 

И Л . Последовательностный автомат 

Рассмотрим частный случай рекуррентной временной логической 
ф\нкции, так называемой вырож-дениои. Это соответствует случаю, когда 
на вход функциональной схемы не подаются входные переменные, а посту-
uaioi юлько сигналы по цепям обратных связей (рис. 11.18). /|ля таких 
случаев рекуррентные функции имеют вид 

»'ими ='ff>,(.Vi,.>'n,-it----Vi(,-,)---'y«/M •-•'>'«,('-»)• (11.10) 
Для ф>икцпй (il . lO) должны быть заданы начальные условия при 

/ - ( ) . Предположим, что обратная связь осуществляется с задержкой на 
I такг. Го1дп уравнения (I 1.10) примут вид 

Иоследовательностные автоматы — это функциональные схемы, 
описываемые уравнениями типа (11.I I), при заданных начальных усло-
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ВИЯХ. Следовательно, в последовательностном автомате сигнал на входе 
появляется при наличии некоторой последовательности сигналов па 
входе, т. е. входной сигнал зависит от входных сигналов как в данный 

момент времени, так и в прошлые моменты. 
Следовательно, такие схемы должны обладать 
памятью. 

Рассмотрим функциональную схему по-
следовательностного автомата, описываемого 
уравнениями типа {11.11) и имеющего три 
входа (рис. 11.18). На входах и выходах авто­
мата {рис. 11.18) действуют комбинации сиг­
налов, представленные таблицей П .8. 

Пусть начальные значения равны 

1 = 1 ; 

Рис. 11.18. Последователь-
постный автомат 

Л . о ^ f • Д о = i ; У2.( 
Используя таблицу состояний, можно по­

строить алгоритм перехода указанного автомата 
из одного состояния в другое. По условию, в 
момент времени г = 0 на входе действуют сиг­
налы (1, 1, I), которые вызывают соответствен­
но сигналы на выходе: у^ ^ =\-^ ^^ i ^ О ; 

Vi , = 1 - Через цепь обратной связи эти сигналы подаются на вход автомата 

и в свою очередь в такте г, вызь!вают новые выходные cm налы y^ ^ = О ; 

У2 2 =^у >'з 3 ~ *̂ ' поступающие на вход в такте г^, и т. д. Проведя такой 
анализ, можгю получить полную таблицу состояний заданного автомата в 
любые моменты времени (см. табл. 11.9). 

1'аб л II на N 8 

'̂и 
0 
0 
0 
0 
1 
1 
1 
1 

V - ; , 

0 
0 
1 
1 
0 
0 
1 
1 

УУ 

0 
1 
0 
1 
0 
1 
0 
1 

ЛС!) 
0 
1 
1 
0 
1 
0 
0 
1 

. > ' 2 ( . . 1 | 

1 
0 
1 
0 
1 
1 
0 
1) 

1'1(мИ 

1 

() 
(1 
1 
1 

н 
1 
1 
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Если поменять начальные условия, то таблица состояний автомата из­
менится. Читателю предлагается самому убедиться в этом, приняв у^ Q =\; 
у^ ^ =]-^ у^ ̂  =0. Надо помнить, что алгоритм функционирования автома­
та задается таблицей 11.8. Состояния автомата в процессе его функциони­
рования могут повторяться с определенным периодом (для таблицы 11.9 он 
равен 6). 

Т а б л и ц а П.9 

/ 
0 
1 
2 
3 
4 
5 

в 
7 
8 
9 

. V , , 

1 
1 
0 
1 
0 
1 
1 
1 
0 
1 

Уи 
1 
0 
1 
1 
0 
0 
1 
0 
1 
1 

у 1.1 

1 
1 
0 
0 
1 
0 
1 
1 
0 
0 

ЛО»!) 
1 
0 
1 
0 
1 
1 
1 
0 
1 
0 

Л(..|) 
0 
1 
1 
0 
0 
1 
0 
1 
1 
0 

Л(-.|) 
1 
0 
0 
1 
0 
1 
1 
0 
0 
1 

Имея таблицу состояний автомата, можно получить логическое описа­
ние устройства, с помощью которого можно реализовать этот автомат. 

11о таблице 11.8 запишем СНДФ для всех выходных переменных: 

{У10>1)=У1,У2,УУ '•^УиУ2,У11 •^У!,У2,Уз, '^УчУьУзГ, 

\У21,*1) =УиУ2,У>, '^УиУ2,Уг, '^ УиУ2,Уц'^ УиУ2,У},' 

[>'м<.|) =УиУ2,У2., '^УиУ2,Уг, "^УиУг/Уу, ^УьУг.Уг, '^УчУ2,Уу,-

Используя методы минимизации, получим после преобразований сле­
дующие формулы: 

\Уч,,,) ={УиУ2, ^У | , . ь , )Л , '^(УьУ2, ^УьУнЖ', 

\У1ы\)=УмУ^:'^УиУ2,; 

\Ум,.\) =УьУ1, '^ У2,УУ ^У21УЪ,-

(11.12) 

11а осповапии логических формул можно построить функциональную 
схему логического автомата. 
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Пример И.9. Провести анализ электронной схемы 1Госле;ювателы!остно1 о iinioMaia 
(рис. 11.19), описываемой системой уравнений 

У2и^ц=У\(>-\)У2>Уги I,-
Р е ш е н и е , Определяем таблицу состояний (табл. 11.10) в общем случае. 1ак как на­

чальные условия не заданы. 

i а б л и на II 10 

>'|. 
0 
0 
0 
0 
(} 

о 
0 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Ун 
0 
0 
0 
0 
1 
1 
1 
0 
0 
0 
0 
1 
1 
г 

>11--1) 

0 
0 
1 
1 
0 
п 
1 
0 
0 
1 
1 
0 
1 
1 

^'гl/ li 
0 
1 
0 
1 
0 
1 
1 
0 
1 
0 
1 
1 
0 
1 

>' i ( IM| 

1 
0 
1 

« 1 
0 
1 
1 
0 
1 
t) 
0 
1 
1 

'•.„,„ 
(1 
1 
1 
о 
0 

0 
ft 

(1 
0 
1 
1) 
(1 
0 
(1 

leiiepb в зависимости oi различных обсгоятельсчв можно задан, начальные \с.'к>»пя н 
по.чучни. конкретную таблицу состояний (табл. 11 11)-

е- №tfb%^ 
' ( ( ( • I ) 

ж 
Aitji 

4llt.,f-

Рис. 11.!9. Логическая схема 
иос.|едова|ел1.иосп1010 ав!ома1а(к примеру 11.9) 

Рис. ! 1.20. Дна! рамм 
персчолов 

Получился |гериол повторения, равный трем. Диаграмма переходов лля данН()И) 1:'1>чая 
прелс1авлена на рис 11 20. 
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Т а б л и ц а l i . l ! 

v„ 
(1 
1 
0 
0 
1 
0 
(1 
1 
{) 

Ун 
1 
0 
0 
1 
0 
0 
1 
0 
0 

Уч,^» 
1 
0 
1 
1 
0 
1 
1 
0 
1 

Л(,-|, 
0 
} 
0 
0 
1 
0 
0 
} 
0 

^(, .1) 
1 
0 
0 
1 
0 
0 
1 
0 
0 

Л|„|) 
1 
0 
1 
0 
0 
1 
0 
0 
1 

Отает япали! ргрелставнеи п габлицах 11.10 и ! ! , ! ! . 

11.8. Анализ иоследователыюстных автоматов 
с помощью рекуррентных булевых функций 

/1ля liejien анализа введем понятие обобщенног-о последовательностно-
I о aBioMaia, схема которого представлена иа рис. 11.21. Такой автомат опи-
сываечся следующей системой уравнений: 

чн,,1> = ' P i ( - f i ( / . i ) . - - - . - ^ « ( - t i ) ; ? i / ' • • - . ? « ; ? ! « - » ) • • • ? . ( « - » ) ) ; 

' / ,(, .1) = ' p , ( - f к , . i ) . - - - - - f „ ( ' . i ) ; ? i , . • • • . ' / « ; ?! ( ' -* ) • • •? . (< - * ) ) ; {11.13) 

^.(,.1) '4 ' , { . f i ( , t i i . - - - . . f „ ( - . i ) ; ' / i , , • • • .? „ ;? ! ( , -» ) •••?.(,-»)X 

'ЛЬ' f,(,,i) — входные переменные в момент ( ' + ! ) ; q,, — внутреннее со-

С10ЯПИС схемы в момент времени f; (/,,,+1) — внутреннее состояние в мо-

меш {I f l ) ; Z ( , , | , —выходные переменные в момент времени { ( +1 ) . 

1 IpcflnojrojKHM, что некоторая схема описывается таблицей состояний 
(1абл. 11.12), 

В соответствии с основной теоремой выходная функция д,^, записыва­
й с я в виде уравнения 
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которое после преобразований и минимизации определяется следующим 
образом: 

?,*1 =^2(«1)'?, VX||,^|,?, . (11.14) 

Схемы, функционирование которых описывается уравнениями типа 
(1 1.14), назовем триггерными схемами. Они обладают двумя устойчивыми 
внутренними состояниями (д , не/,), выходной сигнал в таких схемах зави­
сит как от входного сигнала, так и от внутреннего состояния. 

Т а б л и ц а 11.!2 

^|(/.|) 
0 
0 
0 
0 
1 
1 
1 
1 

^Цп\) 
0 
0 
1 
1 
0 
0 
1 
1 

я, 
0 
1 
0 
1 
0 
1 
0 
1 

?,.! 
0 
1 
0 
0 
1 
1 
1 
0 

ч,„ 
1 
0 
1 
1 
0 
0 
0 
1 

Таким образом, триггерные схемы являются частным случаем обоб­
щенного последовательностного автомата. 

Для системы уравнений (1113) введем сле-
•'('•'J дующие условные обозначения: "((О!) 

»'(t-l . 
i 's, . . . , 

ffb 
•Ии% 

I «Р~- LiT 

Q, = ( ? i , . ? 2 , - • • • . ? « } ; 

Тогда уравнения (11.13) приобретаю i вид: 

г,„=Ф(х„|,й) 
и назьрваются каноническими уравнениями авю-
мата. Эти уравнения подтверждают, что в любом 
последовательиостном автомате внутреннее со­

стояние автомата в момент времени (? + 1) зависит ог внутренне!о сосгоя-
ния в момент t и от входных сигншюв в момент ( / + I ) . Выходной сигнал 

I'lic. 11.2!. Обобтеппый 
логический автомат 



11.9. Разновидности триггерных схем 

автомата в момент (? + I) зависит также от внутреннего состояния автомата 
в предшествующий момент и от состояния входов в момент (/ + I). 

Рассмотрим следующую важную теорему. 
Любую логическую схему с памятью можно представить в виде 

совокупности логических схем И, ИЛИ, НЕ и триггерной схемы. 
В самом деле, опираясь на следствие 1 из теоремы о разложении 

функции по к переменным, любое уравнение из системы (11.13) мож­
но преобразовать следующим образом: 

OcyuiecTBHB замену, получим 

Ч10 RBJifleicfl уравнением триггерной схемы с двумя входами, причем 
функции Мц,.̂ |, и «2(;+1) ЯВЛЯЮТСЯ ВХОДНЫМИ функциями триггсрй. 
проведя подобное преобразование всех уравнений в системе (11.I3), 
приходим к выводу, что теорема справедлива. 

[Ipiiiviep И,10. Уравнение Уц,*]) "-'^n'+o^i'^-'^20*1) преобразовать так, чтобы его можно 
было реалмзова! h с помощью триггера и других логических функций. 

Р е ш е н и е . Гак как триггер описывается уравнением у^ = Х; l^.\Уl ^ ^\ 1*\У,. тО' введя 

обозначения Xj ,^\ = y\i,\' ^i /*i = У\.и,\ •, У1 I^\ ~ У\ /ц "Р" > ' /= ' . в результате подстановки 

V,, " 1 п vicxoiiHoe уравнение получим у1 ,^| = л, ,^| v-Xj „, . 

Однако у^,,1 '-= у,^, при у, = О , Значит, подставив у, =0 в исходное уравнение, полу­
чим >', ,,| - V-, ,,| . 

Отвепг y^ ,^| = (г, r,i ^ Xj ,.ц)>', v .х̂  ^^у, -

И.9. Разновидности триггерных схем 

Л. Трнпериые схемы с раздельной установкой входов {RS-
трнггеры) (рис. 11.22). 

Это наиболее распространенная и простая схема, которая может быть 
реализована с помощью различных элементов И—НЕ, ИЛИ—НЕ. Схема 
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имеет два входа S и R vi два выхода Q а Q' • Работа такой схемы огшсывает-
ся следующими уравнениями: 

Применив теорему де-Моргана, указанные уравнения можно преобра­
зовать: 

e = S v e ' ; y = / ? v y . 

Рассмотрим следующие наиболее характерные ситуации, когорые мо­
гут возникнуть при работе Дб'-триггера. 

1. S - R = 0 (активных сигналов на входе нет). 
Это нормальное состояние схемы и уравнения функционирования 

триггера показывают, что Q = Q'. В самом деле, если У = 1, то У = О , или 
если у - О , то Q' = ]. Значит, есть два устойчивых состояния, в одном из 
которых система остается до прихода очередного входного сигнала. Однако 
уравнения этого не регистрируют. 

2. S = 1, Д = О. 

Из уравнения следует, что y = l v y ' = l и Q'-OvQ' = 0. Следова­
тельно, при таких входных условиях выход принимает значение 1. 1 акое 
состояние схемы назовем единичным. 

3. 5 = 0 , Д = 1. 
Это состояние противоположно состоянию 2. Назовем это состояние 

ну.чевым. 
4. 5 = Д = 1. 

Рис. 11.22. Схема /?5-триггера 

Возникла самая трудная ситуация, так как получается Q = Q' = i , 
Невозможность такого состояния обусловливает нестабильность рабо-
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ты самой схемы. Опасность подобной ситуации состоит в том, что из-за 
различия временных задержек сигналов в рааличных цепях может про­
изойти опережение одного из входных сигналов и схема ложно срабо­
тает. Такой режим называется «гоночным» состоянием (или состязани­
ем) и вызывает отказ схем. Поэтому разработчик должен 
предусмотреть невозможность возникновения ситуации, когда 
S-R-\, т . е . в нормально разработанной схеме такое состояние не 
должно возникать. 

Б. С и н х р о н н ы й Я5-триггер {рис. 11.23), 
Рассмотренная ранее схема может быть использована только в асин­

хронных автоматах. Для применения Д5-триггера в синхронных автома­
тах добавляют специальный тактовый 
вход, который заставляет схему сраба­
тывать в точно определенные моменты 
времени. Если на тактовом входе тригге­
ра стоит О, то в точках схемы А и В со­
стояние не изменяется даже при измене­
нии состояний входов R и S. Входы R и S 
влияют на состояние триггера только 
при состоянии тактового входа, равном 
1. Работа синхронного триггера описы­
в а й с я таблицей 11.13. 

В таблице 11.13 символом 1„ обозначен момент времени до появления 

синхроимпульса, а символом Г„^| — момент после появления синхроим­

пульса. 

Рис. 11.23. Схема 
синхронного триггера 

Т а б л и ц а 11.13 

Входы 

,V 

0 
0 
1 
1 
0 
0 
1 
1 

R 

0 
0 
0 
0 

1 

а, 
0 
1 
0 
1 
0 
1 
0 
1 

Момегп 

а 
1 
0 
1 
0 
1 
0 
1 
0 

времени 
г, 

а.1 
0 
1 
1 
i 
0 
0 
* 
* 

+1 

а., 
1 
0 
0 
0 
1 
1 
* 
* 

Примечание 

БЕЗ ИЗМЕНЕНИЙ 

УСТАНОВКА 1 

УСТАНОВКА 0 

} НЕ СТАБИЛЬНО 
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^ Е 
В. i)-TpHrrep (рис. 11.24). 
Если к схеме 7?5-триггера подключить инвертор 

так, чтобы вход R синхронного y?.S'-TpHrrepa был всегда 
инверсным по отношению к входу S, то такая схема 
будет иметь один вход Д а новая схема называться D-
триггером (см. рис. 11.24). Поскольку всегда R^S , 
гоночное состояние не может возникнуть. Действие О-
триггера описывается таблицей 11.14. 

Рис. I .24. Схема 
D- 1иггера 

в 

с 

S а 

R а' 

ьЧ S а 

R а' 

1 
1—» 

S 0 

R 0' 

а 
S3 

Рис. 11.25. Схема регистра на U-триперах 

£>-1 ()иггер работает как элемент памяти емкостью 1 бит. Если несколь­
ко Д-тр jrrepoB присоединены к одному источнику синхросигналов, то они 
могут хранить группу разрядов двоичного числа и такая группа триперов 
итываеуся регистром. Простой Д-триггер называется в литературе защел­
кой (lat h). Схема регистра показана на рис. 11.25. Г'руттирование 1ригге-
ров в р( гистры может осуществляться несколькими путями, например но-
следова ельным соединением RS- или Д-триггеров. 

Т а б п if li а 

Пх[,.д 

(-
(I 
1 
1| 

/„ 

а, 0 
1 
0 
1 

& 
1 
0 
1 
0 

'... 
Q,..< 

0 
{) 
1 
1 

й ' , . 1 
1 
1 

(1 

Г. J ^-триггер. 
Этс10Дин из наиболее сложных типов фиггерных схем, широко ис-

пользук-дихся на практике (рис. 11.26). Фактически ^Г-триггер является 
универсальным триггером: оп может работать как любой из описанных 
выще т[ иггеров. Особеииостью этого типа триггеров является ю , чро со­
стояние J = К=\ четко определено: в этом состоянии Q = Q'. Схема имеет 
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ОДИН тактовый и два управляющих входа. Действие схемы описывается 
таблицей 11.15. 

Т а б л и ц а 11.15 

Входы 

J 

0 
0 
1 
1 
0 
() 
1 
1 

к 
0 
о 
0 
0 
1 
1 
1 
1 

'.. 
й, 
0 
1 
0 
1 
() 
1 
0 
1 

а, 
1 
0 
1 
0 
1 
0 
1 
0 

'„.1 

а,., 
0 
1 
1 
1 
0 
0 
1 
0 

им. 
1 
0 
0 
0 
1 
1 
0 
1 

Однако таблица 11.15 ие полностью описывает работу схемы. Это под­
тверждается таблицей 11.16. 

Рис. 11.26. Схема УЛ -̂триггера 

Сущее 1 вую г два 1 ипа Ж-триггеров: первый — АК-триггер с главным и 
подчине1И1ым элементами, второй — с синхронизацией перепадов напря­
жения. Работа триггеров второго типа гораздо сложнее, и поэтому при про­
ектировании трип еров чаще возникают ошибки. На рис. 11.26 представле­
на схема .УА-1ри11ера первого типа на элементах И—НЕ. Фактически это 
два си1!хронных Л5-триггера, соединенных по типу главного и подчиненно-
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го и охваченных обратной связью. Опишем работу триггера с помощью бу­
левых выражений: выходной параметр — й,»! • входные переменные — ./, 
К. (^„ .Такое oiincaHHc может быть получено только для тех состояний, ко­
торые не имеют неопределенных действий: 

0(1 01 10 II 
а , О О I I 
й , 1 0 0 1 

с помощью карты Кар|ю получим у,,^, ~ J • Q„ '^ К • Q„ . Время пере­
ключения триггера зависит от его конструкции и существенно различно для 
триггеров первою и второго типов. Следовательно, при проектировании 
нужно стремиться к тому, чтобы исгюльзовать в составе одного устройства 
однотипные rpni геры ./А". 

Т а б л и ц а 11.16 

Bita'iciiHe 

.; 
0 

1 

0 

1 

к 
0 

0 

1 

1 

Реакция па следующий имгтульс 

й„,=а 
Устаионка {J,^_,y - ! 

Сброс у „ , | = 0 

Переключение g , ^ , = (?„ 

Задание для самоконтроля 

I. В чем iaKjHO'iaescs смысл пнеления jK>iHiieeKoio оператора схемм? 
1.11ай1и миппмальпук) ф(5рму пе полное!|.ю оггределеппой функции: 

а) /,(х,. X,. v,) = v ( l " . 2 , 3 " . 4 . 5 . 7 ' ) : 

в) f,(x,x,x,x,) ^ v(0. I". 2, 4. 6, 7". 8, 9,10", 12, U " ) ; 

n) y i ( . ' i ' : ' i t < ) = v ( l ' - 2. 5", 6 ' , 8 ' . 12. 15). 

3. Пай I и метолом каскалоа набор миггимальиых функций для следующих уравнений. 

а) /,{.х,х,х,)= ,1В+ВС+АС\ 6) /,{х,Х2Х,)=~4В+ВС; 

/г(.1,л,.х,)= ABC + 7ВГ ; /2(х,Х2Х,}=АВС : 

/,(i|.t,.T,)= /1+ Й + Г . / , ( 1 | V J ) = I S C + /«ВГ 
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4. Д-ЧЯ заданной системы уравнений: 

2|(/+|) = ^Цч\}^2{и^\)У2г 

iiocfpoHifa >лск1ронную схему на элементах И, ИЛИ, НЕ и триггерах. 
5. Ис11ол!,1>я элементы И. ИЛИ, НЕ и триггеры, синтезировать логическую схему, задан-

тю ciiciCMOH \равнсний: 

У2 ,*! =-^2,1*1 "^ Ук,-

6. Сишсшропап . jiu! ическую схему, заданную следующей тaбJtицeй состояний: 

Т а б л и ц а 11,17 

.',, 
0 

0 
(1 
I) 

1 
1 
1 

1 

у , , 

0 

0 
1 
1 

() 
(1 
1 
1 

Л,г-1 

0 

1 
0 
1 
0 
1 
0 
1 

Л,<.| 

I 

0 
1 
0 
1 
0 
1 
0 

У2^,.1 

I 

0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 
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12. МЕТОДЫ ОПИСАНИЯ И СИНТЕЗА 
ЦИФРОВЫХ АВТОМАТОВ 

12.1. Основные понятия теории автоматов 

Термин автомат, как правило, используется в двух аспектах. С од­
ной стороны, автомат — устройство, выполняющее некоторые функции 
без непосредственного участия человека. В этом смысле мы говорим, что 
ЭВМ — автомат, так как после загрузки программы и исходных данных 
ЭВМ решает заданную задачу без участия человека. С другой стороны, 
термин «автомат» как математическое понятие обозначает математиче­
скую модель реальных технических автоматов [3, 4, 6]. В этом аспекте 
автомат представляется как «черный ящик», имеющий конечное число 
входов и выходов и некоторое множество внутренних состояний 
t?~ { 9 I ( 0 5 ? 2 ( ' ) , - - - , 9 H ( 0 } 5 В которые он под воздействием входных сигна­
лов переходит скачкообразно, т. е. практически мгновенно, минуя itpoMc-
жуточное состояние. Конечно, это условие не выполняется в реальности, 
так как любой переходный процесс длится конечное время. 

Автомат называется конечным, ecjrn множество его внутренних со­
стояний и множество значений входных сигналов — конечные множества. 

В практике часто используется понятие цифрового автомата, иод ко­
торым понимают устройство, предназначенное для преобразования цифро­
вой информации. 

Входные сигналы в цифровых автоматах предсташгяются в виде ко­
нечного множества мгновенных сигналов. Теоретически это означает, что 
входные сигналы не имеют длительности, хотя практически это не так. 1 а-
кое допущение упрощает рассмотрение процессов, происходящих в авгома-
тах, так как все события (состояния) должны относиться к фиксироватиюму 
моменту времени ^ Условно также принимается, что число выходных сиг­
налов >'(/) конечно и они возникают в результате действия входных сигна­
лов. При этом следует учитывать, что одновременно с появлением выход­
ного сигнала происходит скачкообразный переход авюмата из состояния 
^ , (0 в состояние ^2(0-
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Цифровой автомат называется правильным, если выходной сигнал y(t) 
определяется только его состоянием q(t -1) или qif) и не зависит от вход­
ных сигналов. 

Пусть имеется цифровой автомат с одним входом (рис. 12.1). Матема­
тической мoдeJrыo цифрового автомата является абстрактный автомат, за­
данный совокупностью шести объектов; 

1) конечное множество X входных сигналов (входной алфавит автомата): 

X = {x,(t),x^(t),...,x„(t)); 

2) конечное множество Y выходных сигналов (выходной алфавит ав­
томата); 

»' = {>'|(0,>'2(0,...,л(0); 
3) произвольное множество Q состояний автомата: 

е = {9,(0,92(0,.-.«.(О); 
4) начальное состояние автомата q^,, как элемент множества Q: 

5) функция R{q, х) (функция перехода автомата из одного состояния в 
друюе); 

6) ([(ункция X(q, х) (функция выходов автомата). 

X.{x,(t).,.x,(i)} 
«'{?,") •?5(')) 

y^y,W УМ 

Рис. I2.I. Абстрактный автомат с одним входом 
и одним выходом 

В пача1н,пый момент времени 1„ автомат находится в состоянии q„. В 
каждый момент времени ( автомат способен принять входной сигнал x{t) и 
выдать соответствующий выходной сигнал y(t). 

Через понятие «абстрактный автомат» реализуется некоторое отобра­
жение множества слов входного алфавита X в множество слов выходного 
алфавита Y. 

Понятие состояния автомата используется для описания систем, вы­
ходы которых зависят не только от входных сигналов в данный момент 
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времени, но и от некоторой предыстории, т. е. сигналов, которые поступили 
на входы системы ранее. Состояние автомата соответствует некоторой па­
мяти о прошлом, позволяя устранить время как явную переменную и выра­
зить выходные сигналы как функцию состояний и входных сигналов. 

Работу абстрактного автомата следует рассматривать применительно к 
конкретным интервалам времени, так как каждому интервалу дискретности 
/ будет соответствовать свой выходной сигнал >'(/). При этом предполага­
ется, что вьгходной сигнал на одном из выходов автомата может появиться 
только после соответствующего этому же моменту времени вход1гого сиг­
нала с одновременным переходом из состояния g{t~l) всостояние q{t). 

Время для цифрового автомата имеет также важное значение. Дпя реше­
ния задач анализа и синтеза цифровых автоматов обычно вводится автомат­
ное время. Функционирование автомата рассматривается через дискрегные 
интервалы времени конечной продолжительности {интервал дискретности). 

Суш,ествуют два способа введения автоматного времени, по которым 
цифровые автоматы делят на два класса. В синхронных автоматах момен­
ты времени, в которых фиксируются изменения состояний автомата, зада­
ются специальным устройсгвом — генератором синхросигналов, выдаю-
ш,им импульсы через равные промежутки времени (постоянный интервал 
дискретности). В асинхронных автоматах моменты перехода автомата из 
одного состояния в другое заранее не определены и зависят от каких-то со­
бытий. В таких автоматах интервал дискретности является переменным. 

Общая теория автоматов при сделанных выше допущениях разбивается 
на две большие части — абстрактную теорию автоматов и структурную 
теорию автоматов. Различие между ними заключается в том, что в абст­
рактной теории мы отвлекаемся от структуры как самого автомата, так и 
его входных и выходных сигналов. Не интересуясь способом построения 
автомата, абстрактная теория изучает лишь те переходы, которые претерпе­
вает автомат под воздействием входных сигналов, и те выходные сигналы, 
которые он при этом выдает. Абстрактная теория автоматов близка теории 
алгоритмов, является ее дальнейшей детализацией. 

В противоположность абстрактной теории, в структурной теории авто­
матов рассматриваются прежде всего структуры как самого автомата, так и 
его входных и выходных сигналов. В структурной теории изучаются спосо­
бы построения автоматов из элементарных автоматов, способы кодирова­
ния входных и выходных сигналов элементарными сигналами и т. п. 

Автоматы классифицируют по двум наиболее распространенным при­
знакам. 

1. Объем памяти. Памятью автомата называют число его состояний. 
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Рассмотренные выше автоматы Поста (или Тьюринга) являются беско­
нечными автоматами, так как имеют неограниченную память на ленте. Ко­
нечными автоматами являются отдельные части Э В М или вся машина. 

2. Mexaim3M случайного выбора. В детерминированных автоматах 
поведение и структура автомата в каждый момент времени однозначно оп­
ределены текущей входной информацией и состоянием автомата. В веро­
ятностных автомотах они зависят от случайного выбора, 

В теории авюматов установлено, что для осуществления различных 
преобразований информации совсем не обязательно каждый раз строить 
iroBbie автоматы: в принципе эго можно сделать на универсальном автома­
те с HOMOiHbFO программы и соответствующего кодирования. 

В теории автоматов наиболее гюлно описаны синхронные автоматы. В 
зависимости o i с1ЮСоба определения выходного сигнала в синхронных ав­
томатах cyijjecTByiOT две возможности: 

1) выходной сигнал y{t) однозначно определяется входным сигналом 
х{1) и состоянием q{t-\) автомата в предшествующий момент; 

2) ВЫХОД1ЮЙ сигнал у(1) однозначно определяется входным сигналом x(t) 
и сосюяиием </(/) в дат1ый MOMeirr времени. Следовательно, закон функцио­
нирования абстрактного автомата может быть задан следующим образом: 

](ля автомат а первого рода 

\q(t) = b(q(t-\),x(t% 

\y(t) = X(qil-\),x(l)\t = \a,.-\ 

.)1ля авюмага вгорою рода 

iq(t)^4q(t^\),X(t)), 
\y(t) = X(q(l),x(t)),t = \X--

]\s\st да;н,1тен111его анализа целесообразно рассмотреть вопрос о взаимо-

ошошении автоматов первого и второго родов. 
Предположим, что произвольный автомат S второго рода задан урав­

нениями (12.2). Для этого автомата построим новую функцию 

X,(q„x) = ^(q(t-\),x(t)),x(t)). 

I la основании закона функционирования (12.2) 

y(t) = %(b(q(t-\),x(t)), x(l) = X^(q(t-\),x(t)). (12.3) 

11олучили новый автомат R первого рода, заданный той же функцией 
перехода b(q.x) и функцией выходов Xf(q,x). 
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Таким образом, для каждого автомата S второго рода существует экви­
валентный ему абстрактный автомат R первого рода, функция выходов ко­
торого получается в результате подстановки функции переходов автомата S 
в его сдвинутую функцию выходов: 

Xf(q,x)-X(&(q,x),x). 
Для дальнейшего изложения примем, что произвольные автоматы пер­

вого рода [формула (I2.I)] называются автоматами Мили^ а частный слу­
чай автоматов второго рода, для которых сдвинутая функция вь!ходов 
X(q, X) не зависит от второй переменной х, — автоматами Мура. 

Закон функционирования автоматов Мура задается в виде: 

\q(t) = &(q(t-\),x(t)). (12.4) 
ЯО = М?(0). 

В отличие от автомата Мили, выходной сигнал в автомате Мура зави­
сит только от текущего состояния автомата и в явном виде не зависит от 
входного сигнала. 

Между моделями Мили и Мура существует соответствие, гюзволяю-
щее преобразовать закон функционирования одного из них в другой или 
обратно. Такое преобразование порождает пару описаний законов функ­
ционирования, эквивалентных в том смысле, что им соответствует одина­
ковая зависимость между входной А'и выходной У последовагелык)С1ями. 

Совмещенная модель автомата {С-автомат). Абстрактный С-авто-
мат — математическая модель дискретного устройства, для которого за­
даны следующие параметры: 

^ = { ,̂, . . . ,^ ,} — множество состояний; 
X = {Xf{i)...x,Xl)] — входной алфавит; 
' ' = { > ' | ( 0 - Л ( 0 ) —выходной алфавит типа I; 
t/ = {М| (О. • • и„, (')} — выходной алфавит типа 2; 
b:QxX-*Q — функция переходов, реализующая отображение 

D.czQxX в й 
X, .Qx X ->У — функция выходов, реализующая огображеиие 

D^^QQXX т Г; 

X-^.Q-^U — функция выходов, реализующая отображеЕГие 

Й!^ с g на t/; 

q^eQ — начальное состояние автомата. 
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Абстрактный С-автомат можно представить в виде устройства с одним 
входом, на который поступают сигналы из входного алфавита X, и двумя 
выходами, на которых появляются сигналы из выходных алфавитов Y и U 
(рис. 12.2). 

Х={х,«),.,х„й) 
« ч ?,('). ?„((>; 

^={ ! ( , ( ' ) • • • *№ 

U'{uM...uJt}\ 
Рис. 12.2. С'оямететшя модель авюмаш 

с !)лмии ВХОДОМ и двумя выходами 

(JuiiiMHc С-авюмага от моделей Мили и Мура состоит в том, что он 
одновременно ропличуеч две функции выходов X,j и Х,2, каждая из которых 
характерна для лих моделей в отдельности. Этот автомат можно описать 
следуюгцсй сис1емой уравнений: 

.КО->-! (9(0,^(0); (12.5) 
\u{t)^X,(q{t)). 

Иьгх<1диой сгп нал и -Х,((/ , ) выделяется все время, пока автомат нахо-
дшся I! сосюяиин f/,. Выход1юЙ сигнал у^ =Х,,(^^,х„) выдается во время 
дейсгвия входного си1 нала .х:„ при нахождении автомата в состоянии q,. 
Or (-anioMaia легко нсрейгн к автоматам Мили или Мура (с учетом воз­
можных сдвиюв во времени на один такт), так же как возможна трансфор­
мация авюмата Мили в автомат Мура, и наоборот. 

12.2. Начальные языки описания цифровых автоматов 

li !аги(симосги от сгюсоба задания функцией переходов и выходов (5 
и X) и nacioaniee время выделяют два класса языков — начальные языки и 
стандартые, или автоматные языки. В начальных языках автомат 
огтсывае1ся на поведенческом уровне, т. е. функции переходов и выходов 
о6ычн() в явном виде не заданы. Поведение автомата описывается в тер-
Mimax входных и выходных последовательностей, реализуемых операто­
ров (оюбражетш) или управляющих последовательностей сигналов, воз-
дejiclвytort^иx на операционный автомат. В автоматных языках поведение 

297 



12 Методы описания и синтеза цифровых автоматов 

автомат?Ьадаегся путем явного задания функций переходов и выходов. Сре­
ди начальных языков следует выделигь язык регулярных выражений алгебры 
событий язык логических схем алгоритмов, язык rpaф-cxe^r алгоритмов. 

Pact ,>10фим кратко язык регулярных выражений алгебры событий, /^ля 
заданно! ) конечного множества входных букв Л'=^ {v, ... v„} peгyJrяpнoe 
выражен4!е задается следующим образом. Д/гя построения языка регу^гяр-
ных выражений используются три операции над событиями (две биг1ар!гые 
и одна yi арная): 

1) Лу-> В —объсдиие(1ие (дизьюгжция); 
2} А ' '•— ум1южение (конкатенация); 
3) {.,il - тераги1Я (обозиачае1ся гакже А*). 
11!>1р|жение, гюстроситюе из букв Ш!фавига Л' и из символов операций 

объедини [гия. умножения и итера1;ии с использованием соотве!С!ву101иим 
образом'фуглых скобок, 1!азывастся регулярным выражением в алфтние 
X. Всяко!̂  регулярное выражение R определяет rieKOTopoe собьиие Л' (.V по­
лучается'в результате выполнения всех операций, входятцих в выражение 
R). Собы' ия, определяемые таким образом. !шзываются регулярными собы­
тиями па̂ "! ал(|)авитом Л'. Другими словами, регулярным событием называ­
ется соб1^тие, иолучетюе из элементарных событий (оД1юбуквенных слов 
X, ), применением ко1!еч1Юго числа раз оггерацнй дизъюнкг^ии, умножения и 
итерациИ! Например, в алфавите из трех букв.у,>•, i ре1уляр1юе В!,|ражс1гие 
x{s\/yv\c\ ( ^ v r ) задает регулярное событие, состоящее из всех слов, ко­
торые на'"!инаются буквой х и заканчиваются буквой _>', или z. Ре1\лярные 
события,"!! только они, нредетавимы в конечных автоматах. 

Иус! > необходимо описать автомат, выдающий сигнш! «, всякий раз, ко­
гда нроис,|чоди г̂ изменение входной буквь! с т, па Xj • Другими словами, си!-
нал о)| ;.1Г)лжен выдаваться в ответ па любые входные носледовательиос1и. 
кончаюпл'еся носледовагелыгостью х^х^. Фраза «л1сИ5ые входные нослсдова-
тельпос!!, > формализуй!ся Bceo6iuHM, или упиверсш1Ы1!.!м, собы!исм, сосгоя-
uvHM из и. ех возмож1^ь!х слов в ш!фавите x^x^. 1'акое событие записываегся 
как {V, v' is ). '1о1~да собьттие Л'̂ , в 01вег на коюрое ĴOJ!жe!l вь!дава1ься снгпш! 
« j . буде! ^вписываться регулярным выра>ке!П1ем: Л', /со, =̂  {г, v .v,} v, v,. 

Pacci отрим кратко язык логических схем алюригмов. В 1953 i. 
Л. Л. Ля!-/!юв [1редложил записывать алюригмы в виде конечной с!рочки. 
сосгояще(,1 из символов операторов, ;!огических условий и верхних и ниж­
них cTpeJ,|JK. которым приписаны натуральные числа. 
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Порядок выполнения операций в автомате определяется программой 
(или микропрограммой), представляющей собой совокупность микроопера­
ций и логических условий. 

Под микрооперацией обьрчио понимается элементарный процесс пере­
работки информации в одной из частей автомата, происходящий за время 
гакта рабопы автомата. При этом устройство управления вырабатывает 
управляющие сигналы, которые обозначим символом F = {v,, Vj,. . . , v j . 
Ход BbFirojnieFiHfl микроог1ераций может нарушаться в зависимости от усло­
вий, задаваемых множеством Z = (Zj . . . 2^} . 

Запись ал1"оритма, выполненная с учетом вышеизложенного, называет­
ся логической схемой алгоритма (ЛСА). 

Лог ические схемы алгоритмов удовлетворяют следующим условиям: 
1) содержат один Flaчa r̂ьFlый (v„ ) и один конечный оператор (v , ) ; 
2) Р1еред операюром v,̂  и после оператора v̂  стрелок бьрть не должно; 
3) вслед за каждым jioF ическим условием всегда стоит верхняя стрелка; 
4) iFc cyuiectBycT двух одинаковых (с одинаковыми цифрами) нижних 

стрелок; 
5) Д1РЯ каждой нижр|ей стрелки должна быть по крайней мере одна со-

огве^ствуюрцая ей (с одинаковой цифрой) верхняя стрелка; 
6) дjtя каждой верхней стрелки должна быть точно одна соответст-

вуюп1ая ей (с одинаковой трифрой) нижняя стрелка. 
OnncaiFne Р1оведе1РИЯ автомата с помощью ЛСА поясним на следующем 

FFpHMcpe: 
1 F 2 2 2 

V„2| t v | izi 'tv-^V-^Z-^ t v , -l-VjV, . (12.6) 

'3ia ЛСА имеет операторы начала и конца (v„ и v,̂  ), пять операторов 
(Vi ...I-,) и Fpn логических условия (Z|, Zj, Zj). Начальному оператору со-
oiBCFcrByer гюкоторое начальное состояние автомата, при котором никакие 
MiFKpooFie|KiFiHH не BbiFFOJiFiflFoicfl. Если в начальном состоянии на первый 
в.чод усрройсгва ргридет сигнал, равный единице (z, = I) , то устройство пе-
рс11дер в FioBoe сс)Сгоя1Рие, в котором выполняется оператор v, — первый 
CFipaBa IFOCJFC JIOF ического условия г, , а затем проверяется логическое усло-

1 
вне Zj. licjFFi же z, = 0 , ю вьрходим по верхней стрелке t и входим по ниж­
ней стрелке с той же цифрой на проверку логического условия z^, минуя 
вьиюлнение оператора v,. Если Zj = 0 , то переходим к выполнению опера-
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тора v,. Если же г, = I, то ВЬЕПОЛНЯЮТСЯ операторы V; и Vj и проверяется 
оператор 2 , ; если 2, - О , то оператор v^ не выполняется, происходиг пере­
ход к оггератору Vj. 11осле вьгпо;н!еиия оператора Vj происходит переход к 
конечному оператору, т. е. работа дискретного устройства зака1^чивается. 

Другой разновидностью языка, позволяющей огншывать ло1 ические 
схемы алгоритмов, является язь!к граф-схем алгоритмов (IX'A). Гра(|)~схема 
алгоритма — ориептироваиный связный граф, содержащий одну начальную 
вершину, произволыюе число условнь!Х и онераторпыч вершиг^ и о/п*у ко­
нечную вершину. 

Конечная, операторная и условная веринн1ы имеют по одному вход>, 
начальная вершина входов не имеет. Начальная и операторная вершины 
имеют по одному выходу, конечная вершина выходов не имеет, ycjroBFiafl 
вершина имеет два выхода, 1юмеченных символами I и 0. Граф-схема ajwo-
р т м а удовлетворяет следующим условиям: 

1) входы и выходы вершин соединяются друг с другом с помощью ду|, 
иаправленных всегда от выхода к входу; 

2) каждый выход соединен только с одним входом; 
3) любой вход соединяется но крайней мере с одним выходом; 
4) любая вершина графа лежит по крайней мере на одном пути из на­

чальной к конечной вершине; 
5) в каждой условной вер|иипе записывается один из элеменюв мно­

жества логических условий Z -{2, . . .2 /} , разрешается в различных ycjioH-
ных вершинах запись одинаковых элементов множества Z; 

6) в каждой операторной вершине записывается один из элемеЕтгов 
множества операторов F = {v, ...v, j , разрешается в различных операropHbFX 
вершинах запись одинаковых элементов множества V. 

На рис. 12.3 представлена граф-схема алгоритма, описанпая выражени­
ем (12.6). Язык ГСА используется очень часто при описании алгоритмов 
функционирования как самого цифрового автомата, так и протрамм, вы­
полняющих то или иное действие. 

При проектировании различных устройств ЭВМ обычно используются со­
держательные граф-схемы алгоритмов, которые описывают не только фор­
мальные элементы, но и логические условия и микрооперации в содержатель­
ных терминах. Осгювиые правила выполнения содержательных гра([>-схем 
алгоритмов и программ, которые студенты разрабатывают в процессе выполне­
ния курсовой работы, представлены в соответствующих |'ОСЛ'ах. В качестве 
иллюстрации на рис. 12.4 представлена содержательная граф-схема алгоритма 
операции сложения чисел, представленных в форме с фиксированной запятой. 



12 3 Автоматные языки для задания автоматных отображ'ений 

СЮ 

сю 
Гис. 12.3. i раф-схсма 

ал!орН1ма 
Рис. 12.4. Содержательная граф-схема алгоритма 

оргерации сложения чисел с фиксированной запятой 

12.3. Лвюматиые языки для задания автоматных отображений 

Среди автоматных я:11ЫКов наиболее распространены таблицы, графы и 
мйгрицы переходов и выходов. 

Таблица переходов {выходов) nfкдcтaвляeт собой таблицу с двойиь1М вхо­
дом, сгроки кои>рой нумерованы входными буквами, а стол6ии>1 — состояния-
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МИ. На пересечении указываешя состхмние, в которое переходит автомат (в таб­
лице переходов) или выходной сигнал, вьщаваемый им (в таблице выходов). 

Описание работы автомата Мили таблицами переходов и выходов ил­
люстрируется на примере автомата S,: 

&:Qy-X->Q' X:QxX^Y' 

Xj 

': 

<?| 

<?! 

<?, 

<?2 

<?1 

<?: 

<?1 

<?2 

Ч, 

X, 

^2 

<?1 

, l ' i 

Г, 

<?2 

> 1 

.V, 

<?! 
, ! • , 

1 | 

На пересечении столбца с/,,, и строки .v, в xaGjimve переходов С1авигся 

состояние £/, ==^^(£/,,,,-v,), в которое автомат переходит из состояния (/„, 

под действием сигнала х, , а в таблице выходов — соогвегсшуЕопп'и IIOMV 

переходу выходной cHinaii у^ -Мя,,,"^/)-
Иногда при задании авюмаюв Мили используюг одну совмещенную габ-

лицу переходов и выходов, в которой на пересечении столбца q^^^ и сцэоки т, 
записываются в виде 9,/>\, следующее состояние и выдаваемый Bbixo/jnoii 
ситнал. Так, для автомата 5", имеем следующую совмещенную таблицу: 

.V, 

"2 

Ч\ 

Чг1У< 
Яг hi 

Яг 
Я-)1У1 

Яг1У\ 

<?1 

<?2/Л 
Я,Ь\ 

Так как в автомате Мура выход»юй сигнал зависит только or состояния, ав­
томат Мура задается одной отмеченной таблицей переходов, в когорой каждому 
ее столбцу приписан кроме состояния q^ еще и выходной сигнал у^ = Mq,„). 
соответствующий этому состоянию. Пример табличноЕО описания авгомата 
Мура S,: 

d-.QxX^Q, X:Q^Y: 

_Х| 

X^ 

>| 
Я, 

<?2 

Я< 

У, 

Яг 
<?( 

Яг 

Уг 
<?1 

<?1 

Яг 

у 2 

я< 
Яг 

<?1 

Уг 
Я-. 

Яг 

<?| 

Для частичных автоматов, у которых функции 5 или X определены не 
для всех пар (iy,„, jr̂  )€ ^ х Jf, на месте неопределенных состояний и вы­
ходных сигналов ставится прочерк. 
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Часто автомат задают с помощью графа автомата. Этот язык удобен и 
нагляден. Граф автомата — ориентированный граф, вершины которого соог-
вегствуют состояниям, а дуги — переходам между ними. Две вершины графа 
автомата с}„, и q^ (исходное состояние и состояние перехода) соединяюгся 
дугой, nanpaBjremioH от q,,, к q^, если в автомате имеется переход из q^, в 
£/̂ . т. е. если q, =^(q„,, х ^) при некотором х€ X . Дуге {q„,, ^ ,)графа ав­
томата приписывается входной сигнал х^ и выходной сигнал у^ - X,(^„,,jc^). 
При описании автомата Мура в виде графа выходной сигнал у^ записывает­
ся внутри вертины £/,„ или рядом с ней. На рис. 12.5, а, б приведены графы 
авюмаюв Л', и .V,. 01гисапиых ранее табличным способом. 

I'lic. 12.5. I р;|(|м,! пнюмаин! 

JlioGoii автомат может быть задан с помош,ью графа, но не всякий граф 
в алфавитах (J. Л', У задает автомат. В графе автомата ие должно суш,ество-
ваи, двух дуг с одинаковыми входными сигналами, выходяш,их из одной и 
гоГ] же вертины (условие однозначности). 

Иногда применяется способ задания автомата с помош,ью матрицы пе­
реходов и Bbixo/joB, которая представляет собой таблицу с двумя входами. 
Строки и столбцы таблицы отмечены состояниями. Если существует nejK-
ход из сосгояния q^^i под действием входного сигнала х в состояние д^ с 
выдачей входною сигнала у,, то на пересечении строки ^,„ и столбца д^ 
iarmcMBaeicH пара .v^/>', . 

)[}\я aRroMaia Мура используется матрица, столбцы которой отмечены 
выходными си1Т1алами у,, а на пересечении ее строк и столбцов указыва­
ются lOjri.Kt) входные CHI палы х^. 

Ниже приведены матрицы переходов и выходов для рассмотренных 
paiiec автомаюв Л', и Л'2: 
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<?| 
« 2 

<?1 

<?1 

Ч1У\ 

Я2 
"thi 
^г1У\ 

llllll^ 

Ч< 
Ь/Гг 
^,1У, <?| 

<(2 

Ч, 
9.1 

У! 
Ч: 

•Ъ 

_Il_ 

У, 

Чг 

', 
Х2 

>') 
<?1 

- • ' — 

>": 
Ч, 
Х2 

У! 
<?< 

», 
<, 

Рассмотрим пример сос1авлеиия графа aeroMaia, 
Пус7ь задано iicKoiopoe усгронсгво » виде таблицы 12.!, 

I а б .ИМ! it 12 1 

V| 
(1 ^ 

0 

() 0 
1 
i 
1 
1 

, - j 

1) 

0 
1 
1 
(I 
I) 
1 
1 

в таблице 12.1 три последние набора не имеют выходного значения, 
т. е. выходы не онределеш.г. 

Рассмотрим rlocлeдoвaIeJtьнo входные наборы (рис. !2.6). 
1) x^X2X^ = 0 0 0 . Эюму набору ссютветствуег начальное сосгояиие (/„, 

когорое не должгю изменяться, что агображается дугой, выходящей и входя­
щ е й в (Jff • 

2) ^,Х2-^1 - 0 0 1 . Состояние устройства меняется на q^. Значит, прово­

дится ду|а от состояния (/(, к состоянию 9, и ттомечается набором 001. 

3) x^X2X•^ = 0 1 0 . Новое состояние обозттачим с/з • Д^"^' '^ '"^ ^'^^^Д^'^'им q^^ 

и (/2 дут ой и обозначим ее ттабором 010. 

4) x^X2X-^ =100 . Переход в состояние ^ , , которое также отличается о( 

всех предыдущих. Соедиттим ^,) н q^ дугой, отмеченттой набором О! I. 

5) XjX^x^ - )00 . В ia6jTHne этому входному набору соогвегсгвугот та 
набора; либо 111, либо 000, чго ттомечено звездочкой *. Для онределетрно-
сти можно у т о ч н т ь , что выбран набор 000, т. е. возврат в ттачальиое со-
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12 4. Соединение автоматов 

Рис. 12.6. Граф переходов к табл. ! 2 . ! 

стояние. Значит, надо отметить дугу, 
входя1Иу!о и выходящую wi. q^ еще 
набором 100. 

Аналогичным образом поступаем с 
осгшгьными виу|реипими состояниями 
(/i, ^2- Я^"^ результате чего получаем 
оког1'Ш1елы1ый граф переходов для 
рассма1ривасмогоавгома1а(рис. 12.6). 

W-A основании графа автомата 
можно сосгави!ь таблицу переходов 
(табл. 12,2) или 1аблицу выходов. 

Сосюяние автомага, вершина 
гра(|)а для коюрого имеег только ис-
ходягцие ду| и. ио не имеет входящих дуг, называется переходящим. В такое 
состояние нопасп. нельзя, из него можно только выйти. 

Состояние авюмата называегся тупиковым, если соогвезхпвующая верши­
на I ра(|)а ие содержиг 1̂ к:ходящих дуг, но имеет xoira бы одну входящую дугу. 

Ию-Шроваииым сосшянием называется такое состояние, которому соот-
ве!сгвуе1 верн1ина 1рафа, не имеющая как входящих, так и исходящих дуг. 

1аким образом, с noMoiubio графов абстрактная модель автомата запи-
сываечся в ви/je некоторою пространственного изображения, которое по­
могает при решении задач анализа или синтеза. 

Лг(»бос pai6Heime множества состояний авюмата на ряд подмножеств, 
oбьаднняюlr^нx некоторые состояния, приводит к попялию подавтомата. 

Г а б л и ц а 12.2 

Г ч е ю я м н я 

Чч 

'/1 

Чг 

Ч-, 

()(» 
Че 
Ч« 

Чо 

001 

<?! 
<?! 
<?! 
<?! 

Входы 
010 
47 

47 

47 

47 

on 
4г 
41 

<?) 
4s 

100 
« 0 

«1 

47 

Ч, 

12.4. Соединение автоматов 

(^yiivecrByioT несколько основных способов соединения автоматов. 
Uapaxiejihuoe соединение автоматов S^ и Sj представлено на 

рис. 12.7, (/. Имее1ся общий входной алфавит X и некоторое устройство ф, 
о6ъединя!огг№е выходы автоматов ф: У, х Kj -> К . 

305 



12 Memodhi ощинчия и синтеза цифровых автоматов 

- ^ ^ у . ' у > ) 

чхнчзз^ 
5f I 1—^ 

UDr^ 
Рис. 12,7, Соединение IHIIOM;!UII* 

Автоматы заданы: 
.V, = { Й , Л ' . Г , , 5 , Д , ) , 

В результате объединения получа­
ем новый автомат S = {Q, X. Y. 5, X), 
для которою заданы следуюи^не пара­
метры: 

множество состояний Q ̂  Q^ xQ^ 
обра:!уется из всевозможных rFap состоя­
ний автоматов Л', и Л',. г. е, 

Q = {Ч„, = (?„,!. Ч„,2) 11,„1 е У|. Ч,,,? е Уг! : 
входной ал(|)авитЛ'; 
выходной алфави! Г - Ф(Г| х I 'l): 

функция переходов определяется правилом й((/,„,-v^)-(й,((/,„,. v^). 

^г(Ч,„2^ ^ / ) ) . 'Де .Y, F .V : 
функция выходов <)Нределяе1ся правилом Х((/,„|,-V^ ) = ф(Х|((/„,|, v^), 

>ч(Ч..,2.^,))-
Пусть два автом<т1а. соединяемых napajijiejibHo, задат>1 следугснцнмн 

таблицами: Ta6jnina I2.-1 — iV, ={В, Х, К,, 5, Д , } , таблица 12.4 —-
.V, =[C,X',Yj.b,.X,}. 

I аО Я и на 12,3 1 аб л и ца 12 4 

Г| 

.г 2 

*1 

* , / • • ; 

!>,/>•': 

Ы 
Ьг1А 
Ь,1У\ 

ь, 

* 2 / - ' • ; ' ' 

x^ 

Х2 

с, 

< • , / • • , 

с^/У'г 

'•з 
r,/js 
f,/,vr 

Функция {р прс1)Г>разов:тия выходов в объедиг!снной схеме задана в 
таблице 12.5. 

Получаем следуюЕцнй результирующий автомат S = {Q. X, Y. й. >-!. д;гя 
KOTOpOlO 

Х = {х,,х^}; 

Функция переходов 5 - р х X -> g задается таблицей 12.6. 
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Т а б л и ц а 12.5 

у' 
y'l 

Ух 
У\ 
Уг 

У'г 
Уг 
Уг 

Здесь, например, 5(qj, Jc,) = 5((Й2, с,), х,) = (5, (й,, JT, ), бг (Ci, J^i)) = 

—г 
« 1 

1 '' 1 ' ' l ^ l 
1 ''J'"3 

•?! 

''s'-i 
6,C| 

<?] 

6,C| 

V 2 

<?< 
6|C2 

6,C, 

Та 

« 5 

6jC| 

' г ' ' ! 

б л и ц а 12.6 

9 6 

62C2 

6,c, 

Функпия выходов X задается таблицей 12.7. 

«1 

'= 

'/1 

>т 1 
Уг 

Яг 
Уг 
У1 

Я} 

Уг 
Уг 

Я> 
Уу 

У\ 

Т а б л и ц а 12.7 

9s 
Уг 
Уг 

Яь 
y-i 

Ух 

Здесь, например, X(q,, л:,) = Х{{Ь-^, с,), х,) = ф(Х.| (^2, jr,), Х.2 (f|, Jf|)) = 

" 'pCvi, >'") = У г • 
flocvieOoeanK'Jihuoe соединение двух авгомагов представлено на рис. 12.7,6. 

В лом случае первый авгомат S,, второй автомат ^2 > •''• е. выходы первого ав­
томата яшгяюгся входом второго. Результирующим автоматом последователь­
ного соединения .V, и ^2 будет автомат S = {g, Л", У, 5, X.j, для которого 

У = у, х у 2 , и л и е = {?„, =(?„!.?«2)1?ш1 6 0 , ? . , 2 е 6 2 ! ; 
Х = Х; 
Y = Y; 

фугжция переходов: 

5(У X JT) = (5, ( 0 >; X), 5; (бз X Х,, ( й X X))); 
функция выходов X: 

М</,„,*,) = >^2(9,„2Д|(9тГ.*,)).ИЛИ Х{в^Х) = Х^(в2 >iXx(Q, X X)) . 

в качестве примера рассмотрим те же автоматы S, н S2, заданные 
таблицами 12.8, 12.9. 

307 
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Т а б л и ц а 128 1 а б л и ц а 129 

', 
»2 

6, 

*| 1У\ 
hly\ 

'ъ/л 
h/y, 

", 
" 2 

С, 

•••Jy, 

•=11У г 

^2 

••2/л 
< • , / > ' , 

Результирующим апюматом 1Юслелователыю1о соединения автомаюв 
S| и 5 ; будетавтома! ,V. для Koiopoio 

е = { ( А , , e , ) , ( / ) , , t , ) , ( /> , .C | ) , (* j ,C j ) , (A„<; | ) , (*3 .С ; )) = {</,. •</„); 

Функция переходов 5 определяется таблицей 12.10. 

Х; 

•ъ 

Ч, 
* , ' • , 

Ь,е, 

Чг 

IV; 

Чг 
Ь,г, 

* , < • , 

Ч, _ j ' / 1 

* 2 < - : 

I а б л м и а 12 1(1 

/м-, 

Здесь, например, 

5(?,.->c,) = S ( ( / ' , . ' i ) . v , ) - ( 8 , ( / ) , , v , ) . 5 J ( ^ , , X , x ( / , J , , , ) ) -

= ( ^ . f i , ( Г | , > • г ) ) = ( / J | , t J ) = ( / J . 

Функция выходов X определяется табл. 12,11. 

Т а б л и ц а 1211 

.Т| 

^1 

Ч, 

У, 

J'l 

Чг 

У2 

.•'2 

41 

J'2 
V'l 

4t 

У: 

Уг 

Ч^ 

У 2 

У, 

Чк 

У1 

у-1 

Здесь, например, Х((/,, , i | ) = X((A2,c,),X|) = Х2(С|. Х, х(Л,, , \ : | ) ) = 

Соединение автомаюв с обрагиой связью представлено па рис. 12.7, е. 

В этом случае автоматы S^-{Q^^X^,Y^,b^,W и .Sj = { ( ? ; , F,, K j . S i . Х , | . 

Имеется некоторый функционш!ьиый преобразователь у, являющийся ав­

томатом без памяти, к о ю р ы й реализует отображение у: X x F , -^Х^. В 

этом случае, по крайней мере, один из автоматов S, или S, должен быть 

автоматом Мура. Пусть ,S'j - - автомат Мура, у которого К̂  = X^iQi). Тогда 
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12 4. Соединение автоматов 

результирующим автоматом такого соединения с обратной связью будет 
новый автомат S = {Q, X, Y, 5, X), для которого 

f = а X Sz = {<7„ = (<7,„1, <7.,2) I <7»| е а , ?„2 е б г } ; 
Х = Х; 
Y = Y,; 

функция переходов: 

8(</,„. ^ , ) = (8| (««I. У(:с, Д2(<7,,2))).52(<7,,2 Д1 (9,„|. Г(^, Д2(9»2)))), 
mnl,(QyZ} = b,(g,xy(XxX,(Q,))),b,(Q2xX,(Q,xy(Xxk,(Q,)))); 

функция выходов: 

М ? „ , Д:,) = Я., (<7,„|, у( Ĵ V, >-2 (<7.,2 ) ) ) . 

или X(QxX) = X,(Q^xy(XxX,(Q^))). 
В качестве примера рассмотрим два автомата: S, ={JS, Л К^б,, Я.,} и 

Sj = {С . ! ' . ' ' - бгДгЬ ' ' оторые заданы таблицами 12.12и 12,13. 

/'1 

Г2 

I'l 

Ь,/У, 

' ь / л _ 

Т а б л и ц а 12.12 

*; 
ki/yi 
*,Av, 

*, 
bjy, 
Ь./Уг У1 

Уг 

У} 

Т а б л и ц а 12.13 

"1 

С[ 

f i 

сг 

'•i 

''г 
С; 

С г 

«2 

f | 

Функциональный Преобразователь у задан таблицей 12.14 

Т а б л и ц а 12.14 

V| 

"г 

^i 

P I 

Рг 

^2 

Pi 

Р2 

Jfl 

Pi 

PI 

Резулыирующим автоматом соединения с обратной связью будет ав­
томат S = {Q, X, Y, 5, X}, для которого 

У = В х С = {(/'1.^-1 ) . (* ! . ' •2) . (*2.С,) , (*2,С2), (*з .С,) . (*З.С2)} = {9| .92 • . •9б}; 

1' = {Л.> '2.> 'з}-

функция переходов 5:QxX-*Q определяется следующим образом 
(табл. 12,15): 
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4l 
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Яг 
l,,c. 
h^cj 
Л,С2 

44 
h,C, 

^iW , 
b.. 

Таб 

1^ 
h,c, 
b,c, 
h,c, 

л и п а 12 15 

'/. 
Ait4 

h,c. 

l,,c. 

Здесь, например. 

5(</,, V,)-«((/, , .с, ),v,) = (5,(6j,Y(,v,,X,(с,)))); 

52('-|Д|(*2Л(-1-,.Х,«, ))))--(й,(/,,.у(л-,,1', ») .5 , ( ' -1Д| (''2-Y(<-|.'',))) = 

= {И,ill,,у).И,(с,.I,(h,.p,)))-^(h,.b,{c;,x,))--{/,,.с,)^,,,. 

Функция выходов Х:{}-^'Х -^ У задается таблицей 12.16. 

afiJi i l i l i i 12 К. 

' / 1 ' /6 

13 л о м случае, например. 

M'?, .V|)-X((/ . , , r , ) . г ,)-Х,(А,,т(л-, ,Х,(с,))) . 

= ? ^ , f Л , , y ( V , . l • | ) ) - X | ( / ) , , / 7 , ) = _V2. 

г. 

v. 

.V , 

' / 1 

1- , 

г, 

1'1 

_'Л 44̂  _ 

* 2 . ' ' } 

.1'2 >*, 

_1̂ :̂ [^ .''I 

12.5. Ciii i ic) управляющею автомата 

По функциональному начиачсиию основные устройства ЭВМ можно 
условно разделить ма две каюгорни: операционные устройство (ОУ) и 
управляющие устройства ( У У ) . Отдельные части операцнониото устройст­
ва функционирукм в 01гре;1елегтой последовательности в зависимости or 
алгоритма выпо^тяемой операции. Управляющее устройство по сигишгу 
операции вырабатывав! необходимые сигналы, но которым запускается 
выполнение заданной мнкросчшрацнн. Совокупность микроопераций, объе­
диненных а/п'оригмом операции. состав;гяет микроиро! рамму операции, 
которая, в свою очередь, являемся связующим звеном между коман;юй (ко­
дом операции) и операциоппым устройством (аппаратными средствами), 
предназначенным для преобраишання информации. 



12 5 Синтез управляющего автомата 

Управляющее устройство состоит из отдельных логических схем, вы­
рабатывающих управляющие сигналы в заданной последовательности. Та­
кое управляющее устройство можно рассматривать как управляющий ав­
томат типа Мура или Мили. 

Чтобы 1юстроить схему угтравляющего автомата, нужно задать микро­
программу рабо1ы операционного устройства. Микропрограмма может 
бьпь чадана в виде граф-схемы (рис. 12.8, а). Микропрограмма выполняет­
ся при начальном ус;говии И = I. Условия определяют последовательность 
вl.мк)JПleиия микроопераций. Посмотрим, как связать граф-схему микро-
npoi раммы с арюматом Мура или Мили. 

Vz?2,=Zj 

1'ис. 12.8. Гра(|)-схема операционного aaxoMaia (а), i раф-переходе в 
iimoMata Мура {в), граф-переходов ав-roMaia Мили (в) 

)\^ш авюмак! Мура выходной сигнал зависит только от внутреннего 
сосюямия. I.e. в нашем случае v = F{Q). Поэтому каждая операторная 

И я Ла/тин! Мсюдупсскиеукагаиия к лабораюрнымра&тгам. Ч, 2, МВТУ, 1987.С 14-16. 
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12 Методы описания и синтеза цифровых авточитов 

вершина граф-схемы алгоритма должна быть отмечена символом исходно­
го состояния автомата q,. Па рис. 12.8, а слева от операторов дана отметка 
граф-схемы, ин1срггрс1ируемой как автомат Мура. По :)1им отмегкам мож­
но построить граф переходов автомата Мура (рис, 12.8, б), где вершинами 
являются состояния авгомага, а дугами — условия переходов из одного со­
стояния в друюе. Таким образом, функции выходов автомата Мура 

\\ = V q^, 

где q, - состояние авюмага, оГ)еспечива(ОН1ее вырабогку cMi нала г̂  . 
Переход авюмата w^ одного состояния в другое (гри отс>1С!вни jrom-

ческих условий (безусловный переход) происходит под действием синхро­
сигнала. Условный переход нропс.ходит в том случае, если COOTBCICIBVIO-
щее условие z, - I. 

Для построегн1я автомта Мшн1 следуе! ггомнть, чю выходной сиг­
нал зависит как от BnyrpcFHiero сос1оягн1я, так и от входною cni ruura ( r e . 
условия 2,): v ^ F ( P . Z ) . PaiMeiKa граф-схемы для авгомата Мили дела­
ется иначе, чем для автомага Мура. Символом t/y отмечакпся вход нерпой 
вершины графа, следующей за начальной, и вход конечной верншны. Вы­
ходы других онера1орги>1х вернин! отмечаются симво;гом </,, ! 1а 
рис. 12.8. с/ автома! Мили огмемеп символами, взяпимн и скобки ! раф 
переходов автомат Мили ноказаи па рис, 12.8. «. В авюмакгх Мили 
фу!)кции выходюв, tro коюрым вырабатываются сигналы микрооисратгп. 
определяются но (|)ормуле 

' • ; ~- V ( / , ( V Z ^ ) . 
I к 

где q, —- состояние автомага, со11ровождающегося выработкой cm нала г̂  : 

7j( — логическое условие, oпpeдeJrяющee выработку сн1нала v̂  при пере­

ходе автомата из состояния с/,. 

В случае безусловною перехода автомата из сосюяния </, стнал v^ 
определяется только згшченнем q^. 

После построения аиюмата Мура или Мили фуикииопированне 
управляющего автомата представляют в виде таблиц переходов и вы­
ходов. Для ЭТ010 проводят кодирование состояний автомата двоичггыми 
кодами, определяют тин и количество три1 геров, Затем 1Ш таблице пе­
реходов устанавливают значения сигналов на входах триггеров, при 
которых осуществляются переходы; определяют функции возбуж.чеиня 
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триггеров и проводят их минимизацию (упрощение) . По найденным 
выражениям строится схема управляющего автомата на выбранных 
)лемеи lax. 

12.6. Логическое проектирование управляющего автомата 

PacCMoipMM мегодику синтеза управляющего автомата на конкретном 
примере. Предположим, что требуется создать логическую схему для 
управления цифровым замком. Срабатывание реле замка происходит в ре-
!yju>iaie иоомередного набора комбинации цифр (трех из десяти кнопок) в 
cipoioi ' i IrocJreдoвaleльнocти. Возвращение автомата в исходное состояние 
происходиf ири срабатывании двери в момент ее приоткрывания. Синтез 
авюмаи! проводшся в necKOJibKo этапов . 

LAi i iu i in условия задачи. Очевидно, схема должна содержать не 
lojM.KO комбипациокпую, но и запоминающую часть, так как автомат дол­
жен «помнить» Г1ред1иествующее состояние и в зависимости от него реаги-
ропаи, гго-разиому па один и тот же входной сигнал. Кроме того, следует 
мрииимагь I! расчсг то, что при подаче питания иа электронную схему ав-
\о\м\\ можс! \'Сгаповигься в любое состояние (в том числе и в состояние 
«cpaOotaji» или некое нештатное состояние, из которого он может и не 
Bi.iiirn). По)1ому для обеспечения работоспособности придется предусмот­
рен, сброс aisioMaia в iia4ajibnoe состояние при включении питания, а также 
при по5М(гжн1,1\ сбоях в функционировании. Переход в начальное состояние 
опя тпк' юн п п случае открывания двери (кем-либо из выходящих), в про-
циесе набора кода индивидуумом, желающим проникнуть за охраняемую 
лверь-

Условимся, ч ю авюмат должен выдавать «сигнал тревоги» при вводе 
neijepnoii ци(|)ры, ч ю вполне может оказаться попыткой подобрать код. 

Для разработки шпоритма функционирования автомата совершенно 
iieo6\(viiiNio определить множества входных сигналов, выходных сигналов 
и множество ус weuU перехода автомата из одного состояния в другое. 

М и о >1с е с I в о в х о д н ы х с и г н а л о в { х , ) : 

\, СИ! нал введенной иравилыюй 1-й цифры кода; 

Y, сигнал введешюй правильной 2-й цифры кода; 

V, сигнал введенной правильной 3-й цифры кода; 

.V, сигнал, означающий «дверь открыта». 

Пример ггплиионлсм [ i I ирепко 
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Входными сигналами мог>т быть сигналы, поступающие от любой из 
Ю кнопок. Для простоты принимаем, что автомат реагирует избирательно 
лишь на перечисле11иые си! налы. 

М н о ж е с т в о в ы х о д н ы х с и г н а л о в {/,): 
/ | — сигнал, приволягции в состояние «открыто» реле замка (мри 

У| - О считаем, что автомат iie разрешает замку открываться); 
/з — «сигнал TpCBOi н». он может возбуждать схему запуска звуково! о 

генератора (попросту говоря, вюгючмть сит иализацию). 
М н о ж е с т в о л о г и ч е с к и х у с л о в и й п е р е х о д о в {г,}; 
Z| — про1пел ли cHi пал г, ? 
2, - прошел JH1 cvri нал v, ? 
2, — прошел ли сигнал v, ? 
7̂  — открыта ли дверь? 
Ввиду очевидной связи между условиями и входными сигналами бу­

дем сами условия обозначать так же, как и входные сигналы (л-,}. 
2. Рйзработка алгоритма функционирования автомата. 
Алгоритм функционирования автомата В1юлне поня1ен: переход в со­

стояние OTKpbiToio замка ироисходиг в гом и только в том случае, когда 
введены верные цифры кода. 

Введем операторы. кои>рые потребуются для заштси алгоритма: 
V, " ожидать ввода сигнала 1-й 11ифры кода; 
1'2 — ожидать ввода сит нала 2-й цифры кода; 
г, - ожидать ввода CHI нала 3-й цифры кода; 
V., выдать выходной сипгал / , = I; 
Vj — выдать вьгход!ЮЙ «сигнал тревоти» /з - ! . 
В дальнейшем станет ясно, зачем операторы v, , . . . , r , определяются 

столь стран!юй, на первый вз1 ляд, формулировкой. 
Ввиду простоты алгоритма перейдем сразу к состояник! ею граф-

схемы (ГСА) без записи микропрограммы (рис. 12.9). 
Операторы v,,...,v^, указывают на «зависание» автомата, т.е. ожтгда-

ние ввода очередной информации (рис. 12.9 — траф-схема ajnopHiMa 
функционирования •электронного замка). 

П р и м е ч а н и е i СЛ не обратас! переход автомата в начальное сосюягтне ш иеонрс-
делеиного сосгояння. 
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Рис. 12.9. 1 раф-схема 
алюртма ф)11К!1Нчииро-
RiUHifl i.iieKipoiinoH) iaMKa 

© ® 

3. Сишез цифровою автомата. 
С'ишеч ироводтся но одному из двух вариантов. 
С и н т е з а в т о м а г а М у р а . 
В с()01ве1С1Вии с зем. что выходной сигнал в автомате Мура чавист 

nuihKo or состояния, но не зависит от входного сигнала, выполним отметку 
ГСЛ по следующим правилам: 

— символом 1̂) отмечаем вершины «Начало» и «Конец»; 
— • отмечаем все операторные вершины символами ij,, ^^ и т. д.; 
— различные вершины отмечаем различными символами. 

Символы q, обозначают состояние автомата. 
Следуя or вершины к вершине всеми возможными путями, подучаел 

граф переходов автомата Мура (рис. 12.10). 
Состояние i/й является любым нештатным (неопределенным), в которо) 

попадает автомат при сбое или выключении питания. Если сбой наступил по 
CJie ввода правильной первой цифры кода, то на попытку ввести правильную* 
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вторую цифру автомат либо не будет реагировать, оставаясь в сосгояпии ^6. 
либо будет воспринимать ее как неправильную первую цифру (при этом сра-
ботаег сигнализация), если ич состояния q^^ автомат перешел в состояние д^ 
по дуге jr^. Индивидуум же. набирающий код, остался бы при этом в полном 
неведении, отчего авгомат столь иеделнкапю обошелся с ним. Поэтому преду­
сматриваем q^ -*<?2 по условию х^х^х^ (аналогично д/1Я д̂ , -^q^: -^iT .̂v^). 

PiK. 12.10. 1 раф riepevu.ioii 
звюмага М)ра 

Сброс автомата в начальное состояние при вюиочеиии питания можно 
обеспечить следующим образом. Заметим, что из двух вершин графа (кроме 
?; ) выходят дуги к вершине (/,, по одному и тому же условию х,, («дверь 
открыта»). Так нельзя ли обеспечить х, = 1 при включсггин писания даже в 
том случае, когда дверь заперта? Сделаем так: пусть при иодаче пшаиня 
срабатывает одиовибратор, выход которого соединим с одттм из HXOJVOB 
дизъюнктора, а на другой вход подадим иепосредстветю сигнал D с кон­
такта двери. Выход схемы и даст требуемый управляющий сигнал .v,. 

Имея граф переходов автомат, переходим к составлению таб.мнны пе­
реходов (выходов), предварительно определив число трииеров Л', («на­
мять» автомата) и закодировав сосюяния 

A', = | l og jA '„ r , 

где Л',̂  — число состояний, я скобки [ Y означают ближайшее целое свер­

ху (в нашем случае Л", = 3 ): 
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Чи 
ч, 
4i 
ч% 
Ча 
45 
Ч(, 

000 
001 
010 
oi l 
100 
101 
п о и л и III 

Ппмип, рсЛ'Кнуем на асннхр^тиых .//<"-1ри[герах (табл. 12.(7), нагому что при-
меияг!. ipnnepbi с ()д1гнм инф<1рмациониым входом здесь нецелесообразно, так 
рсак бмла бы п\>киа еще и схема сипхро1ГИ}ации. Прочерк озиачаег безразличное 
eoeiosuute. Но cociarijiernioH таблице 1а1гпсываем СМДФ juis функций ./,, К^ 
{I 1,3). Выход /^ jieajuijyeM так; поскольку / 2 = 1 , лишь тогда, когда автомаз 
мп\1>д|нся и состоянии q^ (101), конъюнкция Q\iJ2Qy как раз и даст /^ . 

Прс()бразоплние(М1ЛФ для функций: 

•̂ 1 - i^^^A^-h^x ^i^^^Q^VA + ^^^2Q^^^^4^UQIQ^^^^, =Q^Q^'^^X4 + 

' (АСЛ(Л^| ^ Q,QiQ,^^-2Xi ^Q,g,xsx, +Q,Q,Q,l4 +Q,Q2X2X,; 
A H 

f (J,i>AJ,)-t,x,x4 -=x, +QtQjQ^ +QiQ2XtXt +Q^Q2x,x,x, = 

JI=Q;QIQ^^^I^E'X,: 

'^-: --», ' (?|йУ,-?..7^ +ЙУ2У,^,^4 +С?,ЙУ,^,-^4 = 
-. V, ^ i),iKx,i, +ay2fvv, =v, +B + /1; 

- A, -t /1 • ,V| + /1 • ,t, + с + Д 
/f "У|У^У1 [cooTBeicfByei состоянию ^^ (lOO)J. 

И p к M с 4 int 11 с Mi.i сишоиропалн авюма! Мура, и потому в >', и Vi включить 
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4. Построение логической схемы автомата. 
Полученные зависимости позволяют построить логическую схему ав­

томата Мура в базе И—ИЛИ—НЕ. Если заданы другие элементы, то необ­
ходимо осуществить соответствующие преобразования и перейти в задан­
ную систему элементов (рис. 12.П). 

', 

i 

i i 

i i -

П 
u 

% _ -

L 

ёП 
й*~к 1 — 
i i ' « "L 

5 

I-' ^ - , 
_ 

I г , 
_ J — — J _i 

F~l 2 
К 1 — 

( 

' ii 
1 г 

гЧЬ'' -

^y^ 

Рис. 12.11. Логическая схема электронного замка 
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С и н т е з а в т о м а т а М И Л И 
Состояния выходов автомата Мили зависят как от состояния автомата, 

так и от входных сигналов. В соответствии с этим выполняем отметку г раф-
схемы алгоритма по следующим правилам: 

— символом q^ отмечаем вход вершины, следующей за начальной, и 
вход конечной вершины; 

— символами q^ {i^O) отмечаем входы всех вершин, следующих за 
операторными; 

— входы различных вершин (кроме конечной) отмечаются разными 
символами. 

Составляем граф переходов автомата Мили (рис. 12.12). Сосгояние 
1̂5 аналогично состоянию q^^ автомата Мура. Из графа видно, чго вы­
ходной сигнал Vi (оператор v^), вырабатываемый в состоянии (/^, за­
висит только от состояния ij^, а сигнал У2 (оператор Vj)3aBHCMi како! 
состояния 17д, так и от входных сигналов. Число триггеров Л*, -=3 . ко­
дирование то же, 47о и в автомате Мура (q̂ ^ = 000: ...; 
q, -101 v I l O v l l I ) . 

Рис, 12.12. Гряф перехолоп автомата Мили 

Flo таблице 12.18 записываем основные уравне1П1Я для всех пара­
метров. 

Уравнения автомата Мили: 

320 



Т а б л и ц а 12,18 

TeKvujee состояние ( 

Все 

?о 

Ч^ 

Ч\ 

Яг 

Яг 

?з 

?1 

?4 

?s 

Яъ 

О, 

-^ 
0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

код 

У; 

— 
0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

й 
— 
0 

] 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

Условие 
лерслола 

-^4 

^4 

Л^Ля, 

Х^Х^ 

^ ; ^ 4 

х^х^ 

^3^4 

^3^4 

^4 

XjJj 

X^X-fX^ 

Входные снгнады 
комбинационной 

схемы 

.V, Х^ 

__ 
-
0 

1 

-
— 
-
-
-
1 

1 

— 
_ 
-
_ 
0 

1 

-
-
-
-
' 

• ' -

— 
-
-
-
-
-
0 

1 

-
-
-

-V, 

I 
0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Последу fOfUee состояние 
( + 1 

Чо 

?| 

Яа 

Яг 

Яа 

ft 
Яо 

ЧА 

Ч» 

Чг 

Я; 

Q 

0 
0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

код 

0, 

0 
0 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

й 
0 
I 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

•^1 

0 
0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Выходные сигналь 
комоинаииониой 

схемы 

*>'! 
i 
0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

J, к. 

0 
0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 
0 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

л 
0 
1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

f^: 

1 
0 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

Выходной 
сигнал 

/г 

0 
0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 



12 Методы описания и синтеза цифровых автоматов 

к, =х, +{Q,Q2Q,*Q,QiQ,+QsQ2Qi)x,x, + (Q&Q, + Q,Q2Q, + 
<- й ft ft )x,x,x, = x,{Q,Q2 + y, Q, )x,x,=x,+ Q,Q2X,x, + y, Q, x,x,: 

II I 

J 2 =Q^QгQ^x^Xi + Q,Q2X,Xf +ftft,X|i< = 

= QxQ2V,+Q,Q,x,x,+Q,Q^ = B + C + Q,H; 
II 

A', =Â ,, + ftftft.v,-?i +QxQ2Q^x,x,+Q,Q,Q,x,x, = 

- ' ^ 4 + 0 f t f t V , + flftJjX, =x,+Q,Q, E + D; 

J, = a f t f t , ^ 4 + a f t f t v , i 4 + ( 0 f t +Q,Q,)x,x,x, -

= ftftftJ4 +ftft '^2^4 +aft ' ; |J^2^4 +Q^Q2XtX2Xt +Q^Q,XtXjX, = 
= В • ^i, + с • X, + ftftftJ, + Ш,Х2Х,; 

/̂ 3 =^4 +ftftft»|S4 +ftftft-';|^4 +У|ЙЙ(*1 +?,)?4 +ftft»-|J4 + 
+ ftfti^i?4 =X4 +Q,Q,x, +ftX|.v,, +ftftX|.Tj =x , +E + H + B: 

/2 = f t f t f t .V ,J , 4 y, f t f t^2^4 +aftft-V,-V4 = 

= ftftft-f,v4 Ю Й + й - ? , £ . 
Логическая схема aFJioMaia cocFaruiHcrcH так же, как и в случае авшма-

та Мура. 

Пример 12.1. Пронесги синтез авюмгиз. мгравляюшего раборой «-разрялиото c\MMaiop;i 
(рис. 12,13). 

Р е ш е н и е , Проекжропапис 0с\!1|сс1пляе|ся в несколько лапов: 
i ) разработка а!!горитма операции: 
2) построение таблицы переходов—выходов микромро-

ipaMMMoio iiBioMara Мили (или М\ра) для разрабогаипого 
апгортма вьтолпелия оиерапии, 

5) колиронаиие ниутрепних состоятп"! (заяагтым спосо­
бом). 

4) посфоение гао/пти функций логических иреобрак)-
вании MMKporipotpaMMHoro авюмага (ЛИ ПИЛ) для «алаяпо-
р о типа rpm 1 еров, реали(укицих лвгома!; 

5) МИПИМИШЦИЯ логических функций, 
6) иосгроемие лоричсской схемы авюмара в ^алаииом 

Рис. 12.13. Схема базисе 
csMMaiopa, для Hiaic. nam с\мма|ор имеер две входные я-ра!ря.'1ные щи-

коюрой coi.'iaeicH пы ;!ля ргрнсма 'iriccir И м .-). о-разрялнуго т и п у для ги.шачи 
управляротиМ авюмаг pc j \ jn . ia ia 

О» 

Супматор 

0) | ^ . [ 
А В 

^ "1 

") 
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12 Ь Логическое проектирование управляющего автомата 

Иа сумматор (рис. 12,14) полаются сигналы: v, — установка сум-

маюра в 0 . v^ — прием и поразрядное сложение А с содержимым 

суммаюра; Vj - прием и поразрядное сложение В с содержимым 

суммаюра; v^ — выработка переносов и сложение их с содержимым 

с\ммагора; \\ выдача результата. С другой стороны, сумматор 

выпилияег определенные операции, которые должны быть реализова­
ны » виде мпкропрофаммы; 

Операция 

СбросГК^ 

3iiip> 5ка Л 

'ia\ ру {ка И 

С - J Ф /? 

I 'cnJi i . iai 

Мпкропро1рамма 

Д///л - / / • V, vj 

А///, = / / IV vj 

Д/ / / ; - / / V, V, V, 

МП, - Я - У , .VJ-V3-V4-V, 

Л///, ^ ffv, V. 

Условие 

"Jiicci, / / - начальное ло!Ическое условие, инициирующее выпол-
пспис !;и|аппоГ| операции (при / / = 1) , v^ — пустая микроопера-
пия. сип1али1ируюпшя внешнему устройству, что операция за-
1!Ср|1г!1)гась 

Мл оспоне Tini i микропрограммы можно гюстроить граф-схему 
микропро! раммы (см. рис. 12 И ) , После -jToro проведем граф-схемы 
по слсчуготим правилам; 

У/.тя авто.чата Мили. 
' ) r a n I ()гме1им входы вершин, следующих за операторными 

BcpMiMnaMH. причем: а) вход вершины, следующей за начальной, так 
же как 11 »\ол Hcpmnin.!. <;,, G) входы всех вершин, следующих за опе-
р.пор1п,1ми. ;[(>ЯЖ1П,1 Cibrib огмече1!Ы, в) если вход отмечастся. то толь-
К1> ivmH\! еимнолом. i ) входы разных вершин, кроме конечной, отме-
•кнпк'я ра}ли'И1!.1МИ символами, 

Э i а п 2 а) если плги o i отмстки а„, к о, в нанравлении ориента-

1ГИП л и 1 с"Л, 10 каждую т них пометим следующим образом: 

5) кажтом) п\ !и (СЛОВ)) можно поставить в соотвстствие конъюнкцию .t(o„,. i 

n\ iei l несколько, ю С1авим в соответствие дизъюнкцию .х{а^„ aj = vх^, а 

мпожчх1»а ucpcMciiHF,i\ символ I; О выходной сишал v^ (пусюй операгор) 

С1Г)иег1\1П (/„, - * <г, И nioie гголучасм фаф авюмаш Мили (рис, 12, !5). 

( oclilliИ^I !аб;гп!|> ее переходов. 

Рис. 12.14. 
Граф-схема 
микропро ­

граммы 

о,) = л \, , в) если 

в случае пустого 

сгавим н соответ-



12 Mei>u)(h>i опт aiimi и ситт'зо iiiif/)/>ofit,i\ (н^то'чптов 

1 a 6 j i H i i ; i 12 19 

0,„ (ИС-\0Д1Г0С 

счкюяиис) 

i7| 

(7; 

") 

«4 

( К 

« , (COCFOirrn 

liCpCXOJFil) 

17, 

" 1 

(1^ 

"'. 
<h 

П| 

t-HrFraji) 

// г, 

(HF.FXtVMIOH CFFUFiUF) 

Дчя автомата Мура 
' ) I a II I. a) символом с/,) отменим ii.TinjFi.rryFu и коисчмуК) всрпгииы. fi) Ft (ii.'tii'mv oi AW-

TOMaia MMJIH отмечаем iie вхолы ncpmmi. ii сами операторные нср1ИИ11Ы. м) pajj i i fmi.ie oncp;t 
ториыс нертины должны бым, момсгсим pinm.iMti символами: i ) помечсггм ;|()ЛЖ1И.1 Гч.щ. 
асе оиераюрные нсрипты 

Рис. I2 . I5 . I р:1ф иеречолов ллн itmoMaia Ми 

'") I а I! 2 Сфоим граф анюмап! M\p;i (рис 12 16) VM) cooiHcic i inet сле;1\1<>тая iafb'Hi-
iia переходов {табл \2 20) 

'leirepi. вос|1олы\емся каионмчсск-им Nteni'lUM c ip jK iypooio cMUieja. HciioJii.nsi /J-ipm lepi.i 
(рис. 12-17). Сколько их иоп;1/К)Г1!11Ся'' Ч|оГ>м з;1килир01)а1Ь семь сосюзипм, чвлпп ipc \ i p m -
герои 



/ 2 6. Логическое проектирование управляющего автомата 

Т аб л и на 12.20 

Исчодиос 
С0С10ЯИИС 

'/о 

'/1 

'1' 

'/., 

Состояние 
Mtrpexojia 

Чп 

1> 

Ч^ 

42 

Ч: 

Ч„ 

'/-. 
Ч,. 

Чл 

ч,. 
</., 
<;., 
Ч|, 

Услопис перехода 

Н 

Я г , 

/ / - г , 

Z o - ' j 

ч • ч 

2,1 

Z| 

-', 
Z^ 

z^ 

1 

I 

0 

Состояние триггера 

й 
0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

й 
0 

() 
0 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

0 

Й, 

0 

г 
1 

0 

1 

0 

; 
0 

0 

0 

0 

0 

0 

Kii'ieLiitc н а м я т использован. /-)-фим еры, то логические уранмепия для 
\ т о л а х ipHircpoR имеют вил 

42-1 +Чи/1!%: 

Ч,'« + 'li~, + 

/), i;„/fc„ I г/,;,,;-

" : ' ' / i ; » : ; ^ 4i:„: 

I>; --- ( / „ / t , 4 (,,-„ +( , , ; , K j , i j + 

I '/i^i ' 4t*4--

После митшиатич тгреобраауем Tnf 
\ра»пспмн. псполыун дистрибутивный за-
fClin 

1), ^ , , . l " + Vl̂ n-2 +'/!-!• 

" . ' Ч,:,, ' 1/1 + '/i^.i + </,г, + </< + q , = 
- ( / , 4- ( , ,+( / , ; , + 4 , + 4 , ; 

1\ ^ £/„//Г, +(/|Г,| +У2-1 +</) +У4 + У,-

IfoiryMcmn.ie )раипемин можно реалиад-
F};nr. с noMoriH.iu ло1 ической схемы в базисе 
И. H J I H . I I l i n ;)-1рИ11ср<1П(рнс. 12.17), 

Рис. 12.16. Граф-переходов 
для автомата Мура 
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цифровы 

Гис. 12.17. Jim ичсская с\емя управлякмпего атома га М>ра 

Ответ Счема cHUic-SHpoFiarinoM) ашомап) 1грелси1влср(а на рис 12.17 

Задание для самоконтроля 

1. Почему иообхолнмо (алавагь iia4a.'rF,iii)c сосгояиие айшмата? 
2. В чем сосюи! описгис ainoMaia М\ра oi авюмата Мили? 
3. Что laKOC [|р01рамма aiuoMaFa'' 
4. Чем «ишчаимся опсрацисчип-п"* ;ти1ом;|1 or уИ()а1и!ян)1ИСИ1 iUiroMaia'' 
5. Чем orjrn'iacic« 1раф amoNraFa oi covicpHvare/ri.iFUFd F рафа авюмага'' 
6. Чго !акос paiMcTKa i раф-счем1,г анюмага'' 
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